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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ИЗУЧЕНИЮ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ВЯЗКОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК И ПЛАСТИН 
С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА 
 

Íà îñíîâå òåîðèè íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè ïîñòðîåíà ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêèõ ïîëîãèõ 
îáîëî÷åê è ïëàñòèí ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. 

 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ â ïëàíå ( a b× ) ïîñòîÿííîé òîëùèíû 
h  òîíêàÿ ïîëîãàÿ îáîëî÷êà, çàãðóæåííàÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàã-
ðóçêîé q , íîðìàëüíîé ê åå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Ìàòåðèàë îáîëî÷êè 
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíîìåðíîñòÿì íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè (ïî òåîðèè Ìàñ-
ëîâà – Àðóòþíÿíà [2]).  

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè äëÿ ìîìåíòà 
âðåìåíè 0t t>  ñ ó÷åòîì ñòàðåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî íàïðÿ-

æåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ óïðóãî-ìãíî-
âåííîé äåôîðìàöèè 1( )ν τ  è äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè 2 ( , )tν τ  ïîñòîÿíåí, ò. å. 

1 2( ) ( , ) consttν τ = ν τ = ν = . Òîãäà [2] 
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Çäåñü  

1
0 0( ) ( )mF −σ τ = α + β σ τ[ ]  – ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ íåëèíåéíóþ çà-

âèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè; α  è β  – ïîëîæèòåëü-
íûå ïàðàìåòðû, ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè 

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðè÷åì 1α + β = ; ( 1)
0 0

mR− −β = β ; 0β  – ìàëûé 

áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð; m  – íåêîòîðûé öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð, 3m = ; 

0σ  – èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ: 

 2 2 2
0

2( ) ( ) ( ) ( )
2 xx yy xx zz yy zzσ τ = σ − σ + σ − σ + σ − σ +{  

 
1/22 2 26 xy yz xz+ σ + σ + σ( )}  , 

 ( ) ( ) ( ) ( )xx yy zzS t t t t= σ + σ + σ , 

( )E t  – ìîäóëü óïðóãî-ìãíîâåííîé äåôîðìàöèè; 0R  – ïðåäåë ïðî÷íîñòè ìà-

òåðèàëà â ìîìåíò âðåìåíè t ; ( , )G t τ  – ìåðà ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà, êîòîðàÿ 
èìååò âèä  

 
0

( , ) ( ) ( )
n

k k
k

G t f t
=

τ = ϕ τ − τ∑ , 

( )kϕ τ  – ôóíêöèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ïðîöåññ ñòàðåíèÿ ìàòåðèàëà; ( )kf t − τ  – 

ôóíêöèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ äëèòåëüíîñòü åãî çàãðóæåíèÿ. Îñòàëüíûå îáîçíà÷å-
íèÿ îáùåïðèíÿòûå.  
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Ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïðè-
íèìàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ [1]: 
 à) íîðìàëüíîå ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ïåðåìåùåíèå zu  íå 

çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z , ò. å. 

 0      ( , , ),       ( )zz z zz xx yye u w x y t= ⇒ = σ = ν σ + σ ; (2) 

 á) äåôîðìàöèè ñäâèãà xze  è yze  ïî òîëùèíå îáîëî÷êè ìåíÿþòñÿ ïî çà-

äàííîìó çàêîíó: 

   0 0( ) ( , , ),           ( ) ( , , )xz yze z x y t e z x y t= ξ ϕ = ξ ψ , (3) 

ãäå ( , , )x y tϕ  è ( , , )x y tψ  – èñêîìûå ôóíêöèè äåôîðìàöèè ñäâèãà, à ôóíêöèÿ 

 2 2
0 ( ) 1 4 /z z hξ = −  

õàðàêòåðèçóåò çàêîí èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèè ñäâèãà ïî òîëùèíå îáîëî÷êè 
[1] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 ( /2) 0hξ ± = ;  

 â) èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ñîîòâåòñòâóþùåé 
ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, íàéäåííîé ïî òåîðèè ëèíåéíî-âÿçêî-
óïðóãèõ îáîëî÷åê: 
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Çäåñü 0 ( , , , )x y z t∧σ  – èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèÿ, íàéäåííàÿ ïî òåîðèè ëè-

íåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè. 
Êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè òîíêèõ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì (2) è (3) èìåþò âèä 

    (2 ) ( ) ,        , ,ij ij ij ij ije z z i j x y= ε + − δ χ + ξ θ = , (4) 

ãäå , 1xx xu k wε = − , , 2yy yV k wε = − , , ,xy y xu Vε = +  – äåôîðìàöèè óäëèíå-

íèÿ è ñäâèãà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; 1k , 2k  – êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõ-
íîñòè îáîëî÷êè, 

 , , , ,        ,    ,   xx x yy y xy y xθ = ϕ θ = ψ θ = ϕ + ψ , 

 , ,   ,xx xx yy yyw wχ = − χ = − , 

 3 2
, ,,     ( ) 4 /3        xy xy xw z z z h

x
∂ χ = − ξ = − = ∂ 
 . 

Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ à), á), â), ñîîòíîøåíèå (1) çàïèøåì êàê 
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Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ( )I f f=  – åäèíè÷íûé îïåðàòîð, 
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 2
0 0 0( ) /Rσ τ = σ( ) . 

Èç óðàâíåíèÿ (5), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (4), à òàêæå 
óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà îáîëî÷êè [1] è ââîäÿ èçâåñòíóþ ôóíêöèþ 
íàïðÿæåíèÿ ( , , )x y tΦ , ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïîëíóþ ñèñòåìó èíåãðî-äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ óñèëèé è ïåðåìå-
ùåíèé îáîëî÷êè ñ ó÷¸òîì íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè ìàòåðèàëà: 
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 4 2
0 1( ) ( ) 0kI K K B t w− − β ∇ Φ + ∇ = , (7) 
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( )
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1
k yy xx

E t h
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− ν
.  

Ïðåîáðàçîâàâ óðàâíåíèÿ (8)–(10) è èñêëþ÷èâ ϕ  è ψ , ïîëó÷èì 

 4 2 2
0 1( ) ( ) 0h kD t w I K K q∇ + − − β ∇ ∇ Φ + =( ) , (11) 

ãäå  
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2 2( ) (1 ) (1 )
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12(1 )(1 2 ) 5(1 2 )h
E t h h

D t
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+ ν − ν − ν
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Óðàâíåíèÿ (7), (11), ò. å.  

 2 4
0( ) ( ) 0kB t w I K K∇ + − − β ∇ Φ = , 

 4 2 2
0 1( ) ( ) 0h kD t w I K K q∇ + − − β ∇ ∇ Φ + =( )  (12) 

îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ 
ôóíêöèé w , Φ . 

Çàäà÷à ðàñ÷åòà ïîëîãîé íåëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîé îáîëî÷êè ñâîäèòñÿ ê 
íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà (12), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà êîíòóðå ãðàíè÷íûì è íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) ïðèíèìàåì, ÷òî ìàòåðèàë îáî-
ëî÷êè îáëàäàåò ñëàáîé íåëèíåéíîñòüþ, ò. å.   0 0 1β σ < . 

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ( , )wΦ  ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìà-

ëîãî ïàðàìåòðà 0β  [3]: 

 0
0

( , ) ( , )n
n n

n

w w
∞

=
Φ = β Φ∑ .  (13) 

Ïîäñòàâëÿÿ (13) â (12) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ 
ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà 0β , ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ðàçðåøàþùèå 

ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: 

 4 2 4
1 1( ) ( )n k n nI K B t w K −− ∇ Φ + ∇ = ∇ Φ , 

 2 2 4 2 2
1 1( ) ( )h k n n n h k nI K q D t w K −− ∇ ∇ Φ + + ∇ = ∇ ∇ Φ( ) , (14) 

ãäå 

 1 1

, 0,
         0

0, 1,2,3, ,n

q n
q w

n − −

=
= Φ = =

= 
. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ ðàçðåøàþùàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé (14) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðåäñòàâëÿåò ïîëíóþ 
ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿ-
æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íåëèíåéíî-âÿçêîóïðóãèõ òîíêèõ ïîëî-
ãèõ îáîëî÷åê è ïëàñòèí ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è íîðìàëüíîãî íàïðÿ-
æåíèÿ zzσ . 
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×èñëåííûé ïðèìåð. Ðàññìîòðåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ â ïëàíå ( a a× ) øàð-
íèðíî îïåðòàÿ ïî êîíòóðó ïîëîãàÿ âÿçêîóïðóãàÿ îáîëî÷êà ñî ñëåäóþùèìè 
ôèçè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: 

 4 4 2 2 2
0 0     / 80,    / 2 / 48q qa Eh K a b Rh a Rh= = = + = =  , 

 ( )( , ) ( ) ( ),       ( ) ,       ( ) 1 tC t f t C Ae f t e−βτ −γ −ττ = ϕ τ − τ ϕ τ = + − τ = − , 

 4
0 0.004, 0.25,   2 10 ,   0.2     E h aβ = ν = = ⋅ = , 

 00.026 30 0.78,       1.8,       9.84C E AEγ = ⋅ = = = . 

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Áóáíîâà – 
Ãàëåðêèíà.  

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿ-
æåíèé ïðè äëèòåëüíîì äåéñòâèè íàãðóçêè (â òå÷åíèå äâóõ ëåò). Àíàëèç ðå-
çóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ó÷åò íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè íà ïðèðàùå-
íèå ïåðåìåùåíèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòüþ) ñîñòàâëÿåò 
18–28%. Â ñëó÷àå æå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïðè ïðî÷èõ íåèçìåííûõ ïàðàìåò-
ðàõ ïîëó÷åíî, ÷òî ó÷åò íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè íà ïðèðàùåíèå ïåðå-
ìåùåíèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòüþ) ñîñòàâëÿåò 25–30%. 
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