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Èçëàãàåòñÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíîãî òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê âðà-
ùåíèÿ ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ãåîìåò-
ðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèÿõ òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê, ó÷èòûâàþùèõ 
äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçó-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òåðìîâÿçêîïëàñòè÷íîñòè, îïèñûâàþùèå äåôîðìèðîâàíèå 
ýëåìåíòà òåëà ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû. Âõîäÿùåå â êèíåòè÷åñêèå 
óðàâíåíèÿ ïîâðåæäàåìîñòè è ïîëçó÷åñòè ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå îïðåäå-
ëÿåòñÿ êðèòåðèåì äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè, ó÷èòûâàþùèì âëèÿíèå âèäà íà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìåòîäèêà èëëþñòðèðóåòñÿ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòà-
òàìè. 

 
1. Ââåäåíèå. Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ñëî-

èñòûå îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç èçîòðîïíûõ è àíèçîòðîïíûõ ìà-
òåðèàëîâ. Â ïðîöåññå íåèçîòåðìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ â íèõ ìîãóò íàêàïëè-
âàòüñÿ ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè è äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, ðàçâèòèå êî-
òîðûõ ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëåíèþ íàïðÿ-
æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) îäíîñëîéíûõ îáîëî÷åê âðàùå-
íèÿ ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1–3, 6, 17, 18], 
ñðåäè êîòîðûõ â ðàáîòàõ [1, 2, 6] çàäà÷è ðåøàëèñü ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷åñêèõ 
äåôîðìàöèé â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, èç-
ëîæèì ìåòîäèêó îïðåäåëåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñ-
òè÷åñêîãî ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî ÍÄÑ òîíêèõ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê âðà-
ùåíèÿ ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ãåîìåò-
ðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèÿõ òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê, ïîëó÷åííûõ 
ïðè ìàëûõ óäëèíåíèÿõ è ñäâèãàõ, à òàêæå íà óðàâíåíèÿõ ñîñòîÿíèÿ, îïè-
ñûâàþùèõ äåôîðìèðîâàíèå ýëåìåíòà òåëà ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèç-
íû [14–16]. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì îáîëî÷êó âðàùåíèÿ, ñîñòàâëåííóþ 
èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ çâåíüåâ ñ ðàçëè÷íîé ôîðìîé ìåðèäèàíà. Â 
ïðåäåëàõ îäíîãî çâåíà îáîëî÷êà ñîñòîèò èç N  èçîòðîïíûõ è îðòîòðîïíûõ 
ñëîåâ ñ ïåðåìåííîé âäîëü ìåðèäèàíà òîëùèíîé è ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëîâ, 
çàâèñÿùèìè îò òåìïåðàòóðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîè ñîáðàíû áåç íàòÿãà 
è äåôîðìèðóþòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ è îòðûâà. Ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé 
òî÷êè îáîëî÷êè îïðåäåëèì â ñèñòåìå êðèâîëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ äî äå-
ôîðìàöèè êîîðäèíàò s , ϕ , ζ , ãäå s , 0 ns s s≤ ≤ , – äëèíà äóãè êîîðäèíàòíîãî 

ìåðèäèàíà; ϕ  – îêðóæíàÿ êîîðäèíàòà; ζ , 0 Nζ ≤ ζ ≤ ζ , – ðàññòîÿíèå òî÷êè 

îò êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè. Êîîðäèíàòû 0ζ  è Nζ  ñîîòâåòñòâóþò âíóò-

ðåííåé è íàðóæíîé ïîâåðõíîñòÿì, à êîîðäèíàòû kζ , 1, , 1k N= − , – 

ïîâåðõíîñòÿì êîíòàêòà ñìåæíûõ ñëîåâ. 
Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 0t =  îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ â åñòåñò-

âåííîì íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïðè òåìïåðàòóðå 0T T= , à çàòåì 

ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ îñåñèììåòðè÷íûõ òåïëîâûõ è ñèëîâûõ íàãðóçîê, 
âûçûâàþùèõ îñåñèììåòðè÷íîå ÍÄÑ è êðó÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èçîò-
ðîïíûõ ñëîÿõ ðàçâèâàþòñÿ ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè è äåôîðìàöèè ïîë-
çó÷åñòè, à îðòîòðîïíûå ñëîè äåôîðìèðóþòñÿ óïðóãî. Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü 
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â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé, êâàçèñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü êîíñåðâàòèâíûå íàãðóçêè, îòíåñåííûå ê íåäåôîðìèðîâàííîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Ïîâðåæäàåìîñòü ìàòåðèàëà ïðè òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñ-
êîì äåôîðìèðîâàíèè áóäåì îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà 
ω . Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ðàçîáüåì íà ðÿä ìàëûõ ýòàïîâ, à âåëè÷èíû ýòàïîâ 
âûáåðåì òàê, ÷òîáû íàèëó÷øèì îáðàçîì îòðàçèòü èñòîðèþ ïðîöåññà íàãðó-
æåíèÿ è ñêîðîñòü åãî ïðîòåêàíèÿ. 

3. Ãåîìåòðè÷åñêèå è ñòàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé 
ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè, ó÷èòûâàþùèõ ïî-
ïåðå÷íûå ñäâèãè, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè íåëèíåéíîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè [11] è ñëåäóþùèìè äîïóùåíèÿìè. 

1. Âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà ïðÿìîëèíåéíîãî ýëåìåíòà äëÿ âñåãî ïàêåòà 
ñëîåâ [9], â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïåðåìåùåíèÿ ,  , ,iu i s= ϕ ζ , ïî òîëùèíå 
îáîëî÷êè èçìåíÿþòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó 

 s su u= + ζψ ,     u vϕ ϕ= + ζψ ,     u wζ = , 

ãäå  ,u v  – ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèÿõ 

s  è ϕ ; w  – ïðîãèá êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè; sψ  è ϕψ  – óãëû ïîâîðîòà 

ïðÿìîëèíåéíîãî ýëåìåíòà, èçíà÷àëüíî íîðìàëüíîãî ê íåäåôîðìèðîâàííîé 
êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè. 

2. Ëèíåéíûå ÷àñòè òåíçîðà äåôîðìàöèé sse , eϕϕ , eζζ  è ïîâîðîò ζω  â 

âûðàæåíèÿõ äëÿ êîìïîíåíò äåôîðìàöèé [11] òàêîâû, ÷òî èìè ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, à êîìïîíåíòû se ζ , eϕζ  è ïîâîðîòû sω , 

ϕω  òàêîâû, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé ëèøü èõ êâàä-

ðàòàìè è ïðîèçâåäåíèÿìè [8]. 
3. Íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå ζζσ  ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè íîð-

ìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ò. å. 0ζζσ = . 

4. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîíêèå îáîëî÷êè, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíàìè skζ , 

 kϕζ , ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, ãäå sk  è kϕ  – ãëàâíûå 

êðèâèçíû êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. 
Èñïîëüçóÿ äàííûå äîïóùåíèÿ è çàâèñèìîñòü ìåæäó äåôîðìàöèÿìè è 

ïåðåìåùåíèÿìè [11], ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, óñ-
òàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè äåôîðìàöèè êîîðäèíàòíîé ïî-
âåðõíîñòè îáîëî÷êè è ïåðåìåùåíèÿìè ýòîé ïîâåðõíîñòè [7]: 

 
2

2
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s su k w
ϑ′ε = + + ,   

2

2
u k w ϕ

ϕ ϕ
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ε = ρ + + , 

 s s
′= ψæ ,    sϕ = ρψæ ,    sv v ϕ

′Ω = − ρ + ϑ ϑ ,    ϕ ϕ
′τ = ψ − ρψ , 

 s sk u w′ϑ = − ,    k vϕ ϕϑ = ,    s s sγ = ψ − ϑ ,    ϕ ϕ ϕγ = ψ − ϑ , (1) 

ãäå 

 sk ′= θ ,    sink
rϕ

θ= ,    cos
r

θρ = ,    
( )

( )
d
ds

⋅′⋅ = . (2) 

Â ðàâåíñòâàõ (1), (2) îáîçíà÷åíî: ,s ϕε ε  – êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè êîîðäè-

íàòíîé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèÿõ s  è ϕ ; sæ , ϕæ  – ïàðàìåòðû, õàðàêòå-

ðèçóþùèå èçìåíåíèå êðèâèçíû êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè â òåõ æå íà-
ïðàâëåíèÿõ; Ω , τ  – ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå èçìåíåíèå óãëà ìåæäó 
îñÿìè s  è ϕ ; sϑ , ϕϑ  – óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè ê êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñ-

òè; sγ  è ϕγ  – óãëû ïîâîðîòà, îáóñëîâëåííûå ïîïåðå÷íûìè ñäâèãàìè; r  – 
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ðàäèóñ ïàðàëëåëüíîãî êðóãà êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè; ( )π − θ  – óãîë 
ìåæäó íîðìàëüþ ê ýòîé ïîâåðõíîñòè è îñüþ âðàùåíèÿ z . 

Ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè äåôîðìàöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îáîëî÷-
êè ñ ïàðàìåòðàìè äåôîðìàöèè åå êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå 

 ss s sε = ε + ζæ ,    2 sϕε = Ω + ζτ ,    2 s sζε = γ ,  ( , )s ϕ , 

ãäå ñèìâîë ( , )s ϕ  îçíà÷àåò êðóãîâóþ ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ s  è ϕ . 
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñòàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷èì 

èç ïðèíöèïà âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé [11]. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò 
âèä [7] 

 ( ) 0ss s srN r N rk Q rqϕ
′ − ρ + + = , 

 ( ) 0s s s srN r N rk Q rk N rk N rqϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
′ + ρ + − ϑ − ϑ + = , 

 ( ) 0s s srQ rk N rk N rqϕ ϕ ζ
′ − − + = , 

 ( ) 0ss s s s srM r M rQ rN rN rmϕ ϕ ϕ
′ − ρ − − ϑ − ϑ + = , 

 ( ) 0s srM r M rQ rmϕ ϕ ϕ ϕ
′ + ρ − + = , (3) 

ãäå  s s s s sQ Q N N ϕ ϕ= − ϑ − ϑ . Â óðàâíåíèÿõ (3) îáîçíà÷åíî: sN , sQ , sM  – 

íîðìàëüíîå, ïåðåðåçûâàþùåå óñèëèÿ è èçãèáàþùèé ìîìåíò, äåéñòâóþùèå 
â ñå÷åíèè consts = ; Nϕ , Qϕ , Mϕ  – àíàëîãè÷íûå óñèëèÿ è ìîìåíò, äåéñò-

âóþùèå â ñå÷åíèè constϕ = ; sN ϕ , sM ϕ  – ñäâèãàþùåå óñèëèå è êðóòÿùèé 

ìîìåíò, äåéñòâóþùèå â ýòèõ ñå÷åíèÿõ; sq , qϕ , qζ  – ïðèâåäåííûå ê êîîðäè-

íàòíîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííûå íàãðóçêè; sm , mϕ  – ðàñïðåäåëåííûå 

ìîìåíòû. Â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé óñèëèÿ è ìîìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ 
ïî ôîðìóëàì 

 ( )s ssN F= σ ,   ( )s sN Fϕ ϕ= σ ,   ( )s sQ F ζ= σ , ( , )s ϕ , 

 ( )s ssM F= σ ζ ,   ( )s sM Fϕ ϕ= σ ζ ,  ( , )s ϕ ,   

1
1

( ) ( )
i

i

N

i

F d

−

ζ

= ζ

⋅ = ⋅ ζ∑ ∫ . (4) 

Ñòàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîíòóðå consts =  çàäàþòñÿ â âèäå ëè-

íåéíûõ êîìáèíàöèé óñèëèé è ìîìåíòîâ sN , sN ϕ ,  sQ , sM , sM ϕ , à êèíåìàòè-

÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ – â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåëè÷èí u , v , 
w , sψ , ϕψ . 

4. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ 
èçîòðîïíûõ ñëîåâ âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè òåðìîâÿçêîïëàñòè÷íîñòè, 
îïèñûâàþùèìè äåôîðìèðîâàíèå ýëåìåíòà òåëà ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðè-
âèçíû [14–16], ëèíåàðèçîâàííûìè ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. 
Ýòè óðàâíåíèÿ ïîñòðîåíû íà îñíîâå çàêîíà óïðóãîãî èçìåíåíèÿ îáúåìà 

 ( )0 0 ÒKσ = ε − ε , (5) 

óñëîâèÿ àääèòèâíîñòè äåâèàòîðîâ óïðóãèõ e
ije  è íåîáðàòèìûõ n

ije  äåôîðìà-

öèé, à òàêæå óñëîâèÿ ñîîñíîñòè äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé íå-
óïðóãèõ äåôîðìàöèé. Â ðàâåíñòâå (5) îáîçíà÷åíî: 0σ  – ñðåäíåå íîðìàëüíîå 

íàïðÿæåíèå; 0ε  – ñðåäíåå îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå; 0( )Ò T T Tε = α −  – ÷èñ-
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òî òåïëîâàÿ äåôîðìàöèÿ; Tα  – êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî 

ðàñøèðåíèÿ; 2 (1 ) (1 2 )K G= + ν − ν  – ìîäóëü âñåñòîðîííåãî îáúåìíîãî ðàñ-

øèðåíèÿ; G  – ìîäóëü ñäâèãà; ν  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. 

Êîìïîíåíòû äåâèàòîðà óïðóãèõ äåôîðìàöèé e
ije  ñâÿçàíû ñ êîìïîíåí-

òàìè äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé ijs  çàêîíîì Ãóêà: 
2

ije
ij

s
e

G
= . Êîìïîíåíòû äå-

âèàòîðà íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè 

 
1

m
n n
ij k ij

k

e e
=

= ∆∑ ,     ijn
k ij k nk

s
e

S
∆ = ∆ Γ  ,      

1/2
1
2 ij ijS s s =  

 
, (6) 

ãäå S  – èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé; óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò 
îñðåäíåíèå çà k -é ýòàï íàãðóæåíèÿ; k n∆ Γ  – ïðèðàùåíèå íàêîïëåííîé íå-

îáðàòèìîé ñîñòàâëÿþùåé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé ñäâèãà, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèîíàëîì ïðîöåññà íàãðóæåíèÿ [15] 

 ( ), ( ),k n S t T t t∆ Γ = Φ [ ] . 

Ïðèðàùåíèå k n∆ Γ  ñîñòîèò èç ïðèðàùåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñ-

êèõ äåôîðìàöèé ñäâèãà k p∆ Γ  è ïðèðàùåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé 

ñäâèãà ïîëçó÷åñòè k c∆ Γ . Ïðèðàùåíèå k p∆ Γ  êîíêðåòèçèðóåòñÿ íà îñíîâå 

óðàâíåíèÿ ìãíîâåííîé òåðìîìåõàíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ( , )f T∗σ = ε  ïî ìå-

òîäèêå, èçëîæåííîé â ðàáîòå [5]. Çäåñü σ  – íàïðÿæåíèå â îáðàçöå; ∗ε  – 
ìãíîâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äåôîðìàöèè îáðàçöà. Ïðèðàùåíèå k c∆ Γ  êîíê-

ðåòèçèðóåòñÿ íà îñíîâå äèàãðàìì ïîëçó÷åñòè, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ 
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû ñ òàêîé ñêîðîñòüþ ïðåäâàðèòåëü-
íîãî íàãðóæåíèÿ, ñ êîòîðîé ñíèìàëèñü äèàãðàììû ìãíîâåííîãî äåôîðìè-
ðîâàíèÿ, à òàêæå íà îñíîâå äèàãðàìì äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè, ïîëó÷åííûõ â 
îïûòàõ íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå è ÷èñòîå êðó÷åíèå. Ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿ-

æåíèè 3
2k c k c∆ Γ = ∆ ε , ãäå k c∆ ε  – ïðèðàùåíèå äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè çà 

k -é ýòàï. Ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ ïîëçó÷åñòè cε  îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïðè-
ðàùåíèé çà âñå ýòàïû íàãðóæåíèÿ. 

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå èçîòðîïíûå ìàòåðèàëû è òàêèå óñëîâèÿ èõ 
íàãðóæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïåðâûå äâà ó÷àñòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äèàã-
ðàìì ïîëçó÷åñòè õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ñòåïåííûìè çàâèñèìîñòÿìè îò íà-
ïðÿæåíèÿ è âðåìåíè. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè òåìïåðàòóðû T  ñêî-
ðîñòü äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè áóäåì îïèñûâàòü âûðàæåíèåì [4, 6] 

 
   

1

(1 )

n m
c e

c p

d Am t
dt

−ε σ
ε = =

− ω


, (7) 

ãäå eσ  – ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå; ω  – ïàðàìåòð ïîâðåæäàåìîñòè; ,A n , 
m  – êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç óñ-
ëîâèÿ íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè ïåðâûõ äâóõ ó÷àñòêîâ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè; p  – êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ýêâèâàëåíòíîãî 
íàïðÿæåíèÿ è òåìïåðàòóðû, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåé 
àïïðîêñèìàöèè òðåòüåãî, íåóñòàíîâèâøåãîñÿ ó÷àñòêà äèàãðàìì ïîëçó÷åñòè 
[4]. 

Ïàðàìåòð ω  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ïðîöåññà íàãðóæåíèÿ [15] 

 ( ), ( ),e t T t tω = ω σ[ ] . 
Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ðàáîòíîâà 
[12], çàïèñàííûì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè ñæàòèè ïîâðåæäåíèÿìè â ýëå-
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ìåíòå òåëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ âîçíèêàþùèìè ïîâðåæäåíè-
ÿìè ïðè ðàñòÿæåíèè: 

 0

0

, 0,
1

0, 0.

Q
eC

 σ  σ ≥ ω = − ω  
 σ <


 (8) 

Çäåñü C  è Q  – êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû [15], êîòîðûå 
îïðåäåëÿþòñÿ èç äèàãðàìì äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè. 

Ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå eσ  îïðåäåëÿåòñÿ êðèòåðèåì äëèòåëüíîé 
ïðî÷íîñòè [15] 

 ( )oct max maxeσ = χ τ − σ + σ , (9) 

ãäå octτ  – îêòàýäðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå; maxσ  – ìàêñèìàëüíîå 
ãëàâíîå íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå; χ  – ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò èíòåíñèâíîñ-

òè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé S  è òåìïåðàòóðû T  è ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå 
âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòà ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñîâïà-
äåíèÿ äèàãðàìì äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè è ÷èñòîì 
êðó÷åíèè. Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ , , , , ,A n m p C Q  è ôóíêöèè χ  
ïðè íåèçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ íàãðóæåíèÿ èçëîæåíà â ðàáîòå [4]. 

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû C  è Q  â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè (8) îï-
ðåäåëÿþòñÿ èç äèàãðàìì äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè, êîòîðûå ó÷èòûâàþò ïî-
âðåæäàåìîñòü ìàòåðèàëà ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì óïðóãîïëàñòè÷åñêîì äåôîð-
ìèðîâàíèè, à ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå eσ  â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è 
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñ-
òè. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (8) îïèñûâàåò ïîâðåæäàåìîñòü ìàòåðèàëà ïðè 
òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïîâðåæäàåìîñòè (7)–(9) 
òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíûé îáúåì èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ìàòåðèàëà, â ÷àñò-
íîñòè, äèàãðàììû äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè è ÷èñ-
òîì êðó÷åíèè. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òàêîé èíôîðìàöèè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ 
äðóãèìè êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè è äðóãèìè êðèòåðèÿìè äëèòåëüíîé 
ïðî÷íîñòè. 

Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ îðòîòðîïíûõ ñëîåâ âîñïîëüçóåìñÿ 
ñîîòíîøåíèÿìè òåðìîóïðóãîñòè îðòîòðîïíîãî òåëà [9]. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ 
ïðî÷íîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòåéøèì êðèòåðèåì ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæå-
íèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ðàçðóøåíèå îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðîèñ-
õîäèò ïðè äîñòèæåíèè îäíîé èç êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ñâîåãî ïðå-
äåëüíîãî çíà÷åíèÿ. 

Â îáùåì ñëó÷àå èçîòðîïíîãî è îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà óðàâíåíèÿ ñâÿ-
çè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè äëÿ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ ñ ó÷å-
òîì ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå 

 Â ∂= −[ ]   , 

 , , , ,ss s sϕϕ ϕ ζ ϕζ= σ σ σ σ σ  { } ,    , , 2 , 2 ,2ss s sϕϕ ϕ ζ ϕζ= ε ε ε ε ε  { } , 

 

11 12

12 22

66

44

55

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

B B
B B

BB
B

B

 
 
 =  
 
  

[ ] ,     ( )n
TB T∂ = − ∆[ ]   , (10) 

ãäå ñèìâîë « » â âåðõíåì èíäåêñå îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. 

Âõîäÿùèå â ðàâåíñòâà (10) âåëè÷èíû B[ ], ∂ , n  è T  îçíà÷àþò, ñîîò-
âåòñòâåííî, ìàòðèöó æåñòêîñòè è âåêòîðû äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, 
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íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé è êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóå-
ìûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ. Â èçîòðîïíûõ ñëîÿõ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 

 11 22
2

1
GB B= =
− ν

,       12 11B B= ν ,    44 55 66B B B G= = = , 

     , , 2 , 2 , 2n n n n n n
ss s sϕϕ ϕ ζ ϕζ= ε ε ε ε ε  { } ,           , , 0, 0, 0T TT

= α α  { } , 

ãäå n
ijε , , , ,i j s= ϕ ζ , – êîìïîíåíòû òåíçîðà íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé. 

Â îðòîòðîïíûõ ñëîÿõ óêàçàííûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñèìîñ-
òÿìè 

 11 1
s

s s

E
B

ϕ ϕ
=

− ν ν
,      22 1 s s

E
B ϕ

ϕ ϕ
=

− ν ν
,      12 11 22s sB B Bϕ ϕ= ν = ν , 

 44 sB G ζ= ,      55B Gϕζ= ,     66 sB G ϕ= , 

 0n = ,         , , 0, 0, 0Ts TT ϕ= α α  { } , 

ãäå iE  è Tiα , ,i s= ϕ , – ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òåì-

ïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ â íàïðàâëåíèè i ; ijG , , , ,i j s= ϕ ζ , – ìîäóëü 

ñäâèãà â ïëîñêîñòè ij ; ijν , , ,i j s= ϕ , – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, õàðàêòåðè-

çóþùèé ïîïåðå÷íóþ äåôîðìàöèþ â íàïðàâëåíèè i  ïðè ðàñòÿæåíèè â 
íàïðàâëåíèè j . 

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (10) ïî âèäó ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 
óðàâíåíèÿìè ðàáîòû [7], â êîòîðîé èñïîëüçîâàëèñü ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøå-
íèÿ òåîðèè ïðîñòûõ ïðîöåññîâ íàãðóæåíèÿ. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â êîí-
êðåòèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè B[ ] . Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðå-
õîäÿ â ðàâåíñòâàõ (10) ê óñèëèÿì è ìîìåíòàì (4), ïîëó÷èì ôèçè÷åñêèå ñî-
îòíîøåíèÿ òàêîãî æå âèäà, ÷òî è â ðàáîòå [7]. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä  

 s s sC K

K D

∂

∂
ϕ ϕ ϕ

     = −              

X X
X X

[ ] [ ]
[ ] [ ]


 ,    L ∂= −Q Q[ ]  , 

 , , ,s s s s sN N M Mϕ ϕ=X { } ,    ,N Mϕ ϕ ϕ=X { } ,    ,sQ Qϕ=Q { } , 

 , , ,s s s= ε Ω τ{ } æ ,       ,ϕ ϕ ϕ= ε{ }ε æ ,        ,s ϕ= γ γ{ } , (11) 

ãäå , , ,C K D L[ ] [ ] [ ] [ ]  – ìàòðèöû æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê; s
∂X , ∂

ϕX , ∂Q  – 

âåêòîðû äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé è ìîìåíòîâ. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ìàòðèö æåñòêîñòè ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7]. Èç ðàâåíñòâ (11) ìîæíî 
íàéòè âåëè÷èíû sγ  è Qϕ : 

 11 12( )s s sQ Q∂
ϕγ = + − γ  ,    12 22( )s sQ Q Q Q∂ ∂

ϕ ϕ ϕ= + + γ −  , 

 11
11

1
L

= ,    12 12 11L=  ,    22 22 12 12L L= −  . (12) 

5. Ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Äëÿ âûâîäà ðàçðåøàþùåé ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ðàçðåøàþùèìè ôóíêöèÿìè: 

 1 10, , ,y y= =Y N u{ } { }  , 

 
    , , , , ss s s srN rN rM rM rQϕ ϕ=N { } ,         , , , ,su v wϕ= ψ ψu { } . (13) 
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Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ, ñòàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñî-
îòíîøåíèé ñèñòåìó ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé ñâåäåì ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà 

 ( )P′ = + +Y Y f Y  Φ , (14) 

ãäå P   – ìàòðèöà ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé çàäà÷è; f  – âåêòîð ñâîáîäíûõ 
÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé çàäà÷è, çàâèñÿùèé îò äîïîëíèòåëüíûõ 
óñèëèé è ìîìåíòîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì äîïîëíèòåëüíûõ 

íàïðÿæåíèé ∂ ; ( )YΦ  – âåêòîð, íåëèíåéíî çàâèñÿùèé îò ðàçðåøàþùèõ 

ôóíêöèé iy . Ïðèìåíÿÿ äëÿ ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) ìåòîä 
Íüþòîíà, ïðèõîäèì ê ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé 

 n nP P′ = + + +Y Y f f    , (15) 

ãäå nP   è nf  – ìàòðèöà è âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíîé çàäà÷è, çàâèñÿùèå îò êîìïîíåíò ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé íà ïðåäû-

äóùåì ïðèáëèæåíèè. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèö P  , nP   è âåê-

òîðîâ f , nf  ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7]. 
Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé âûáîð ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé (13) äàåò 

âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü íåêîòîðûå çàâèñèìîñòè ìåæäó êîìïîíåíòàìè ìàò-

ðèöû [ ]P , à òàêæå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû nP  , êîòîðûå ïîçâîëÿþò 
ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ íà èõ ôîðìèðîâàíèå. 

Ñèñòåìó ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé (15) ñëåäóåò äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè 
óñëîâèÿìè íà òîðöàõ îáîëî÷êè 

 G =Y g  , (16) 

ãäå G   è g  – çàäàííûå ìàòðèöà è âåêòîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 
Ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ óòî÷íÿþòñÿ êîìïî-
íåíòû âåêòîðà f , ñîäåðæàùèå ôèçè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü, à òàêæå ìàòðèöà 

nP   è âåêòîð nf , îòâå÷àþùèå çà ãåîìåòðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü. Ïðîöåññ 
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà ýòàïå ïðè ðåøåíèè ôèçè÷åñêè íåëè-
íåéíîé çàäà÷è çàêàí÷èâàåòñÿ òîãäà, êîãäà çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàêîï-
ëåííîé íåîáðàòèìîé äåôîðìàöèè ñäâèãà nΓ , íàéäåííûå â äâóõ ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ, îòëè÷àþòñÿ íà çàäàííóþ ìàëóþ âåëè÷èíó æ , 
îïðåäåëÿþùóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ãåîìåòðè-
÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷è êîíòðîëèðóåòñÿ ïî çíà÷åíèþ ìîäóëÿ âåêòîðà ïå-
ðåìåùåíèé. Â êàæäîì ïðèáëèæåíèè ïðîèçâîëüíîãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ êðàå-
âàÿ çàäà÷à (15), (16) ðåøàåòñÿ ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ðÿäó çàäà÷ Êîøè, äëÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ðóíãå – Êóòòà ñ äèñêðåòíîé îð-
òîãîíàëèçàöèåé ïî Ãîäóíîâó. Â ïðîöåññå ïîýòàïíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìî-
âÿçêîïëàñòè÷íîñòè â êàæäîé òî÷êå îáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòð ïî-
âðåæäàåìîñòè ω . Îí íàõîäèòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì 
Ýéëåðà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8). Ñóæäåíèå î ìîìåíòå ðàçðóøåíèÿ îáî-
ëî÷êè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè ýòèì ïàðàìåòðîì êðèòè÷åñêîãî 

çíà÷åíèÿ ∗ω  õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå èçîòðîïíîãî ñëîÿ îáîëî÷êè. 
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ðàçðåøàþùèõ óðàâíå-

íèé â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êðó÷åíèÿ ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ðåøåíèå â ðàì-
êàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êèðõãîôà – Ëÿâà. Ýòà ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò ðà-
âåíñòâî íóëþ äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà sζε  è ϕζε  è, ñëåäîâàòåëüíî, 

óãëîâ ñäâèãà sγ  è ϕγ . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ sζσ  è 

ϕζσ , à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåðåçûâàþùèå óñèëèÿ sQ  è Qϕ , íàéäåí-
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íûå èç ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Êðîìå òîãî, äîë-
æíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî 0sϕσ =  è, êàê ñëåäñòâèå – ðàâåíñòâà sN ϕ =  

0sM ϕ= = . Ïðè îòñóòñòâèè êðóòÿùèõ íàãðóçîê è îêðóæíûõ ïåðåìåùåíèé 

ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è 
ïóòåì çàäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âñåì ïåðå-
÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, åñëè ïðè ôîðìèðîâàíèè 
ìàòðèöû ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé è âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ 
îáíóëèòü âåëè÷èíû ij  â ðàâåíñòâàõ (12). 

6. Ïðèìåðû ðàñ÷åòà. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì àïðîáèðóþùèé ïðèìåð, â 
êîòîðîì ðåøåíèå çàäà÷è î ïîïåðå÷íîì èçãèáå êðóãëîé ïëàñòèíû ñ ó÷åòîì 
ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà ïðè ïîëçó÷åñòè â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé 
ïîñòàíîâêå ñîïîñòàâèì ñ ðåøåíèåì èç ðàáîòû [18]. 

Ïëàñòèíà èìååò òàêèå ðàçìåðû: âíóòðåííèé ðàäèóñ 0 0.01r = ì; íàðóæ-

íûé ðàäèóñ 0.04nr = ì; òîëùèíà 0.003h = ì. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàâà-

ëèñü ñëåäóþùèìè:  

ïðè 0r r= :   0ss s s sN N M M Qϕ ϕ= = = = = ;   

ïðè nr r= :  0s sN v w ϕ= = = ψ = ψ = . 

Ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå 0 573T T= = K ïîä äåéñòâèåì 

ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè 0.3qζ = ÌÏà. Îíà èçãîòîâëåíà èç àëþìèíèåâîãî 

ñïëàâà Ä16ÀÒ, èìåþùåãî ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå ìîäóëü óïðóãîñòè 
65E = ÃÏà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 0.3ν = . Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà îñíî-

âå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîâðåæäàåìîñòè 
1

Q
e

r
C

σ ω =  
 − ω


 è óðàâíåíèÿ 

ïîëçó÷åñòè (7). Â êà÷åñòâå ýêâèâàëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ âûáèðàëàñü èíòåí-

ñèâíîñòü íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé 3i Sσ = . Ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû 

èìåþò çíà÷åíèÿ: 70.335 10A −= ⋅ 1ÌÏà ÷n− − ; 71.9 10C −= ⋅ 1ÌÏà ÷Q− − ; Q n= =  
3p= = ; 1m = ; 1.4r = . Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè 

0.9∗ω = . Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà – Ëÿâà. Êîëè-
÷åñòâî òî÷åê èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü ðàäèóñà ïëàñòèíû ïðèíèìàëîñü sK =  

201= , ïî òîëùèíå 17Kζ = ; øàã ïî âðåìåíè 0.005t∆ = ÷; òî÷íîñòü ðåøåíèÿ 

çàäà÷è 0.001=æ . Òàêîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèè îêàçà-
ëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñõîäÿùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ. 

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1–3. Íà ðèñ. 1 
èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îòíîñèòåëüíîãî ïðîãèáà w h  ïðè 

0r r= . Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ðàçðàáîòàí-

íîé ìåòîäèêå, à òî÷êàìè – ïî ìåòîäèêå ðàáîòû [18]. Êðèâûå 1 ñîîòâåòñòâó-
þò ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîìó ðåøåíèþ, à êðèâûå 2 – ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíîìó. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè èçãèáàþùåãî ìî-
ìåíòà sM  ïðè nr r= . Íà ðèñ. 3 â ýòîì æå ñå÷åíèè â òî÷êå âíóòðåííåé ïî-

âåðõíîñòè ïëàñòèíû ïîêàçàíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè ïàðàìåòðà ïîâðåæäà-

åìîñòè ω , ãäå îí äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ∗ω . Èç ïîñëåäíåãî ðè-
ñóíêà âèäíî, ÷òî â ðàñ÷åòàõ ïî ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêå íàáëþäàåòñÿ áîëåå 
èíòåíñèâíûé ðîñò ïàðàìåòðà ω , ÷åì â ðàáîòå [18]. Âñëåäñòâèå ýòîãî çíà÷å-
íèå âðåìåíè äî ðàçðóøåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîì ðàñ÷åòå îêàçàëîñü 
íåñêîëüêî ìåíüøèì, ÷åì â ðàáîòå [18]. Âìåñòå ñ òåì, çíà÷åíèÿ èçãèáàþùåãî 
ìîìåíòà è ïðîãèáà, íàéäåííûå ïî äâóì ìåòîäèêàì, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ 
ìåæäó ñîáîé. 



183 

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

0 50 100 150 t, ÷

w/h 

1 

2 

  
-6.0

-5.5

-5.0

-4.5

-4.0

-3.5

0 50 100 150 t, ÷

Ms⋅105, MH 

1 

2 

 
 Рис. 1 Рис. 2 

0.2

0.4

0.6

0.8

0 50 100 150 t, ÷

ω 

1 

2 

   

 

2L 

z 

r 

r 

R
 

I II 

III 

 
 Рис. 3 Рис. 4 

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñ-
òè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå ãîôðèðîâàííîé îáîëî÷êè, ñðåäèííûé ìåðèäèàí 
êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 4. Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû èìåþò ñëåäóþùèå 
çíà÷åíèÿ: 0.14R = ì; 0.04r = ì; 2L r= π  ì; òîëùèíà 0.004h = ì. Îáîëî÷êà 
ñîñòîèò èç öèëèíäðè÷åñêîãî çâåíà ñ äëèíîé îáðàçóþùåé 2L  è äâóõ òîðî-
èäàëüíûõ çâåíüåâ, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò äëèíó äóãè L . Çâåíüÿ îáîçíà-
÷åíû íà ðèñóíêå ðèìñêèìè öèôðàìè I III−  è ïëàâíî ñîåäèíåíû ìåæäó 
ñîáîþ áåç ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé ′θ . 

Ïåðâîíà÷àëüíî îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå 0 273T = K, à çà-

òåì ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ òåìïåðàòóðû, âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p , îñåâîãî 

ñæèìàþùåãî sN  è ñäâèãàþùåãî sN ϕ  óñèëèé, ìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè. 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà ïî òîëùèíå îáîëî÷êè. Çàêîí 
èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè òåìïåðàòóðû è âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ çàäàåòñÿ ðà-
âåíñòâàìè  

 0 0( ) ( )kT T T T F t= + − ,    ( )kp p F t= ,    ( ) 1 exp ( 10 )F t t= − − . 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå 

 ïðè 0s s= :     ( )s kN N F t= − ,   ( )s kN N F tϕ = ,   0ss sM Qϕ = = ψ = ; 

 ïðè ns s= :     0s sQ u v ϕ= = = ψ = ψ = . 

Çäåñü âðåìÿ èñ÷èñëÿåòñÿ â ÷àñàõ, à ïàðàìåòðû íàãðåâà è íàãðóæåíèÿ èìå-
þò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 773KkT = ; 0.006ÃÏàkp = ; 0.0006ÃÏà ìkN = ⋅ . 

Îáîëî÷êà èçãîòîâëåíà èç ñòàëè 20, äëÿ êîòîðîé â ðàáîòå [10] ïðèâåäå-
íû äèàãðàììû îäíîîñíîé ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ïðè òåìïåðà-
òóðå 773KT = . Íà îñíîâå ìåòîäèêè ðàáîòû [4] áûëè îïðåäåëåíû ïàðàìåò-
ðû ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ýòîé ñòàëè ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷å-
íèè ôóíêöèè 0.5χ = . Èõ çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Ìãíîâåííàÿ òåðìî-
ìåõàíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü çàèìñòâîâàíà èç ðàáîòû [13] è â âèäå ÷èñåë ïî-
ìåùåíà â òàáë. 2. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 0.3ν = . 
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Таблица 1 

Q  C , 1ÃÏà ÷Q− −  A , ÃÏà ÷n m− −  n  m  p  

6.3311 949.4 18961 6.742 0.7663 4 

Таблица 2 

σ , ÃÏà ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ T , K ∗ε , % 
273T =  473T =  573T =  673T =  773T =  

0.000 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

0.064 0.1300 0.1200 0.1152 0.1095 0.1000 

0.120 0.2435 0.2240 0.2000 0.1900 0.1170 

0.180 0.3650 0.3000 0.2250 0.2100 0.1320 

0.260 0.3830 0.3130 0.2450 0.2300 0.1450 

0.395 0.3950 0.3200 0.2700 0.2550 0.1650 

0.700 0.4000 0.3350 0.3000 0.2830 0.1920 

1.000 0.4000 0.3460 0.3200 0.2980 0.2050 

1.500 0.4000 0.3750 0.3470 0.3210 0.2160 

2.000 0.4000 0.4250 0.3730 0.3430 0.2250 

6.10Tα  11.92 12.66 13.08 13.47 13.92 

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â èññëåäóåìîì ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ îáîëî÷êè íè-
æå òåìïåðàòóðû 1 473KT =  äåôîðìàöèÿìè ïîëçó÷åñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü 
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìãíîâåííûìè óïðóãîïëàñòè÷åñêèìè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå 
îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëèçå äàííûõ î ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ äàííîé ñòàëè. 
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â ðàñ÷åòàõ ïðè òåìïåðàòóðå 1T  çà-
äàâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷-

íîñòè: 10Q = ; 50010C −= ; 4p = ; 5010A −= ; 1m n= = , à äëÿ çíà÷åíèé òåì-

ïåðàòóðû, ëåæàùèõ â äèàïàçîíå 1 kT T T≤ ≤ , çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ïàðà-

ìåòðîâ îïðåäåëÿëèñü ïóòåì èíòåðïîëÿöèè ïî ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â ðà-
áîòå [4]. 

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå ñäâèãîâîé ìîäåëè òåîðèè îáîëî÷åê ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (7)–(9); êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîâ-

ðåæäàåìîñòè ïðèíèìàëîñü 0.9∗ω = ; òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 0.001=æ . 
Áûëî ðàññìîòðåíî äâà âàðèàíòà ðàñ÷åòà: ïåðâûé – â ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíîé, à âòîðîé – â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Çàäà÷à ðåøàëàñü 
ñ ïåðåìåííûì øàãîì ïî âðåìåíè. Ïàðàìåòðû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé 
äèñêðåòèçàöèè âàðüèðîâàëèñü è âûáèðàëèñü òàêèìè, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõî-
äèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè-
÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷è ðàçðóøåíèå îáîëî÷êè ïðîèçîøëî â òî÷êå âíóò-
ðåííåé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî çâåíà â ñå÷åíèè ñî çíà÷åíèåì ìåðèäèîíàëüíîé 

êîîðäèíàòû 1 2.615s L∗ = . Âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ ñîñòàâèëî 73116.1t∗ = ÷. Ïðè 
ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé çàäà÷è ðàçðóøåíèå òàêæå íàñòóïèëî â 

òî÷êå âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè, íî â ñå÷åíèè ñ êîîðäèíàòîé 2 2.625s L∗ =  è â 

ìîìåíò âðåìåíè 403833.8t∗ = ÷. Èç ïðèâåäåííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñå÷å-
íèÿ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå îáîëî÷êè, â äâóõ âàðèàíòàõ ðàñ÷å-
òà îêàçàëèñü î÷åíü áëèçêèìè, òî âðåìÿ äî ðàçðóøåíèÿ îòëè÷àåòñÿ â ïÿòü ñ 
ïîëîâèíîé ðàç. Àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ðàçðó-



185 

øåíèÿ â äàííûõ ñå÷åíèÿõ, ïîêàçàë, ÷òî âíóòðåííèå âîëîêíà îáîëî÷êè ÿâëÿ-
þòñÿ ðàñòÿíóòûìè, à íàðóæíûå – ñæàòûìè. Âî âíóòðåííèõ âîëîêíàõ íà-
êàïëèâàåòñÿ ïîâðåæäàåìîñòü è ðàçâèâàþòñÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, à 
ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè íå âîçíèêàþò. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, â íàðóæíûõ 
(ñæàòûõ) âîëîêíàõ óðîâåíü íàïðÿæåíèé âûøå è â íèõ ðàçâèâàþòñÿ îáà 
òèïà íåóïðóãèõ äåôîðìàöèé, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (8) ïîâðåæäàåìîñòü â 
íèõ íå íàêàïëèâàåòñÿ. 

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷è 
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5–7. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå 

ïîñëåäíåìó ýòàïó íàãðóæåíèÿ, îòâå÷àþò ìîìåíòó âðåìåíè 1 73116t∗ = ÷, 

êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè 1 0.8956∗ω = .  
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Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè 

ïî òîëùèíå îáîëî÷êè â ñå÷åíèè 1s s∗= . Çäåñü è äàëåå òî÷êàìè ïðåäñòàâëå-

íû ðåçóëüòàòû â ìîìåíò âðåìåíè 500t = ÷; êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ìî-
ìåíòó âðåìåíè 40000t = ÷; êðèâàÿ 2 – ìîìåíòó âðåìåíè 70000t = ÷; êðèâàÿ 

3 – ìîìåíòó âðåìåíè 1t
∗ . Íà ðèñ. 6 è 7 èçîáðàæåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ïî 

òîëùèíå îáîëî÷êè â ýòîì æå ñå÷åíèè èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñ-
òè cΓ  è ìåðèäèîíàëüíûõ íàïðÿæåíèé ssσ . Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî â îïàñ-
íîì ñå÷åíèè ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîå íàêîïëåíèå íåóïðóãèõ äåôîðìàöèé, 
÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ïåðåðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿ-
æåíèé ïî òîëùèíå îáîëî÷êè è ê çíà÷èòåëüíîìó ïàäåíèþ íàïðÿæåíèé íà 
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè. 
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 Рис. 7 Рис. 8 

Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè-
÷åñêè íåëèíåéíîé è ëèíåéíîé çàäà÷è â ìîìåíòû âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùèå 
ðàçðóøåíèþ. Ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòà-

òû ðàñ÷åòà, ïîëó÷åííûå ïðè 2 403830t∗ = ÷ è 2 0.8963∗ω = . Íà ýòîì ðèñóíêå 
èçîáðàæåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âäîëü ìåðèäèàíà îáîëî÷êè íàïðÿæåíèé 

ssσ  íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè. Êðèâàÿ, îòâå÷àþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíîìó ðåøåíèþ, ïîìå÷åíà áóêâîé n , à êðèâàÿ áåç îáîçíà÷åíèé ñîîòâåòñ-
òâóåò ëèíåéíîìó ðåøåíèþ. 
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Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ó÷åò ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòè â çàäà÷àõ ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà îáîëî÷åê âðàùåíèÿ 
ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íå òîëüêî íà èõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîå ñîñòîÿíèå, íî è íà âðåìÿ äî ðàçðóøåíèÿ. 
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ВИЗНАЧЕННЯ ОСЕСИМЕТРИЧНОГО ГЕОМЕТРИЧНО НЕЛІНІЙНОГО 
ТЕРМОВ’ЯЗКОПРУЖНОПЛАСТИЧНОГО СТАНУ ТОНКИХ ШАРУВАТИХ ОБОЛОНОК 
З УРАХУВАННЯМ ПОШКОДЖУВАНОСТІ МАТЕРІАЛУ 
 
Âèêëàäåíî ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ îñåñèìåòðè÷íîãî ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíîãî òåð-
ìîâ’ÿçêîïðóæíîïëàñòè÷íîãî ñòàíó øàðóâàòèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ ç óðàõóâàí-
íÿì ïîøêîäæóâàíîñò³ ìàòåð³àëó. Ìåòîäèêà áàçóºòüñÿ íà ãåîìåòðè÷íî íåë³í³é-
íèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ òåîð³¿ òîíêèõ îáîëîíîê, ùî âðàõîâóþòü äåôîðìàö³¿ ïîïå-
ðå÷íîãî çñóâó. ßê ð³âíÿííÿ ñòàíó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ òåðìîâ’ÿçêî-
ïëàñòè÷íîñò³, ùî îïèñóþòü äåôîðìóâàííÿ åëåìåíòà ò³ëà ïî òðàºêòîð³ÿõ ìàëî¿ 
êðèâèíè. Åêâ³âàëåíòíå íàïðóæåííÿ, ùî âõîäèòü äî ê³íåòè÷íèõ ð³âíÿíü ïîøêîä-
æóâàíîñò³ ³ ïîâçó÷îñò³, âèçíà÷àºòüñÿ êðèòåð³ºì äîâãîòðèâàëî¿ ì³öíîñò³, ÿêèé 
âðàõîâóº âïëèâ âèäó íàïðóæåíîãî ñòàíó. Ìåòîäèêà ³ëþñòðóºòüñÿ ÷èñåëüíèìè 
ðåçóëüòàòàìè. 
 
DETERMINATION OF AXISYMMETRIC GEOMETRICALLY NONLINEAR 
THERMOVISCOELASTOPLASTIC STATE OF THIN LAMINATED SHELLS WITH DAMAGE 
OF MATERIAL TAKEN INTO ACCOUNT 
 
A technique for determination of axisymmetric geometrically nonlinear thermovisco-
elastoplastic state of laminated shells of revolution with damage of material taken into 
account is stated. The technique is based on geometrically nonlinear equations of the 
theory of thin shells with transverse-shear deformations taken into account. As the con-
stitutive equations the relations of the theory of deformation processes along the trajec-
tories of small curvature are used. The equivalent stress in the kinetic equations of 
damage and creep is defined by the criterion of long-duration strength with accounting 
for a kind of stress state. The technique is illustrated by numerical results. 
 
Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî Ïîëó÷åíî 
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ 05.03.08 
 
 


