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ЧИСЛОВО-АНАЛІТИЧНА МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
НЕСТАЦІОНАРНОЇ ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ У ЛОКАЛЬНО-
НЕОДНОРІДНИХ СЕРЕДОВИЩАХ 
 

Запропоновано спосіб спільного використання методів розщеплення, гранич-
них елементів, покрокової часової схеми та ітераційної FD (Finite-Discrete) 
процедури для побудови інтегрального зображення розв’язку нестаціонарної 
задачі теплопровідності для замкненої області з заданою на межі умовою 
Діріхле, всередині якої знаходиться локально-неоднорідна підобласть з за-
лежними від координат фізичними характеристиками. Виконано різно-
сторонній чисельний аналіз цього підходу з урахуванням впливу на теплове 
поле залежностей від координат коефіцієнта теплопровідності та питомої 
теплоємності матеріалу. 

 
Знизити матеріаломісткість неоднорідних елементів конструкцій, які 

працюють в умовах значних теплових або механічних навантажень, та оці-
нити їх міцність і надійність важливо в різних галузях економіки й техніці, 
зокрема, в машино- і приладобудуванні та тепловій енергетиці. Для цього 
необхідно знайти теплові поля в об’єктах довільної форми, тобто побуду-
вати розв’язки нестаціонарних задач теплопровідності. Лінійні математичні 
моделі, що ґрунтуються на припущенні кусково-постійної залежності теп-
лофізичних характеристик матеріалів від координат, не завжди адекватно 
описують реальні процеси [1, 2, 10, 11]. Достовірніші ті, що враховують 
залежність коефіцієнта теплопровідності та питомої теплоємності матеріалу 
середовища від координат чи температури, приводять до диференціальних 
рівнянь зі змінними коефіцієнтами або до нелінійних [8, 9, 12–15]. Одним з 
підходів для знаходження розв’язків отриманих крайових задач матема-
тичної фізики, є виділення оператора, що характеризує вплив неоднорід-
ності, і застосування до нього ітераційних методів з дискретизацією локаль-
ної області, в якій фізичні характеристики залежать від координат [4–7]. 

Формулювання задачі та вибір числово-аналітичної методики її 
розв’язування. Припустимо, що коефіцієнт теплопровідності ( )xλ  та пито-

ма теплоємність ( )c x  матеріалу тіла, що займає область 2Ω ⊂ R , залежать 

від координат у деякій її частині 1Ω ⊂ Ω , тобто [4, 7] 

0( ) ( ) ( ),gx x xλ = λ + λ χ  0( ) ( ) ( )gc x c c x x= + χ , (1) 

де 0 0const, const,c = λ =  1( ) ( ),c x C∈ Ω  1( ) ( ),x Cλ ∈ Ω  1 2( , )x x x=  – 

декартові координати; 1 1( ) 0, / , ( ) 1,x x x xχ = ∈ Ω Ω χ = ∈ Ω , ( )xχ  – 

характеристична функція області 1Ω , 1Γ Γ = ∅∩ , 1,Γ Γ  – межі областей 

1,Ω Ω , ( ), ( )g gx c xλ  – функції, рівні нулю на межі 1Γ . 

Виділивши у диференціальному рівнянні зі змінними коефіцієнтами 
оператор, що характеризує вплив локальної неоднорідності [9], для знаход-
ження невідомої температури ( , )u x t  у локально-неоднорідному тілі одер-
жимо рівняння [6] 

0
( , )( , )

( , ) ( , ) ( , )
( ) x t

f x tu x t
a u x t P u x t P u x t

t x
∂ − ∆ = + −

∂ λ
, (2) 

крайові 

 ( , ) ( , ),u x t g x t=  ( , ) (0, ],x t T∈ Γ ×  (3) 

та початкові 

0( ,0) ( ),       u x u x x= ∈ Ω , (4) 
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умови. Тут { : 0 }T t t= < < ∞ , t  − час; 0
0

0

c
a =

λ
, ( , )( )1( , ) ,

( )x
i i
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P u x t

x x x
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λ ∂ ∂
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0

( ) ( ) ( , )
( , )
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c x c x u x t
P u x t

x t

λ − λ ∂=
λ λ ∂

, ( , )f x t  − потужність заданих внутрішніх 

джерел в області Ω ; 2( , ) ( (0, ]) ( (0, ]),u u x t C T C T= ∈ Ω × Ω ×∩  ( , ) ( )g x t C∈ Γ , 

0 ( ) ( )u x C∈ Ω , ( )mC A  − клас функцій, неперервно диференційовних з похід-

ною степеня m  в області A ; використовуємо правило підсумовування 
Ейнштейна за індексами, що повторюються. 

Щоб оптимізувати розв’язування сформульованої задачі, враховуючи 
універсальність підходу, заснованого на безпосередньому розв’язуванні ди-
ференціальних крайових задач, та позитивні сторони методів інтегральних 
рівнянь для кусково-однорідних середовищ, пропонуємо поєднати їх пере-
ваги в одній числово-аналітичній методиці. Її ефективність зумовлена 
переходом до інтегрального зображення розв’язку (замість числового дифе-
ренціювання в методах скінченних різниць та скінченних елементів) та 
дискретизацією лише області локальної неоднорідності і межі тіла. 

Побудова інтегральних зображень розв’язку задачі непрямим мето-
дом граничних елементів (НМГЕ). Надалі для спрощення викладок покла-
демо ( , ) 0.f x t ≡  Використавши НМГЕ [2] і ввівши невідомі фіктивні джере-
ла тепла, для знаходження температури запишемо інтегральне зображення 
розв’язку задачі (6), (3), (4): 

0
0

( , ) ( , , , ) ( , ) ( ) ( , , , 0) ( ) ( )
t

u x t E x t y y d d y E x t y u y d y
Γ Ω

= τ ϕ τ τ Γ + Ω +∫ ∫ ∫  

1
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xE x t y P u y d d y
Ω

+ τ τ τ Ω −∫ ∫  

1
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tE x t y P u y d d y x t T
Ω

− τ τ τ Ω ∈ Ω ×∫ ∫ , (5) 

де 
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0( , , , ) /(4 ( ))
r x y
a tE x t y e a t

−
−ττ = π − τ  − фундаментальний розв’язок рів-

няння (2), ( )
2

22

1

( , ) i i
i

r x y x y
=

= −∑ .  

Оскільки оператори ( , ),xP u x t  ( , )tP u x t  містять невідомі похідні шука-
ної функції за просторовими координатами і часом, одержимо на основі (5) 
для них такі інтегральні зображення ( ( , ) (0, ]x t T∈ Ω × ): 
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1
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∂ τ
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Спрямувавши в (5) точку x  до межі тіла, отримаємо граничне інте-
гральне рівняння: 
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1( , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) ( )
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t

g x t y E x t y y d d y
Γ

= − ϕ τ + τ ϕ τ τ Γ +∫ ∫  

  0( , , , 0) ( ) ( )E x t y u y d y
Ω

+ Ω +∫  
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t

xE x t y P u y d d y
Ω
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( , , , ) ( , ) ( ),   ( , ) (0, ]
t

tE x t y P u y d d y x t T
Ω

− τ τ τ Ω ∈ Γ ×∫ ∫ , (8) 

з розв’язку якого можна знайти введені невідомі фіктивні джерела тепла 
та обчислити, використовуючи (6), (7), температуру у внутрішніх точках 
тіла і на його межі.  

Побудова дискретно-континуальної моделі. Для аналітичного інтегру-
вання за часом розіб’ємо проміжок (0, ]T  на K  рівних проміжків ,kt k t= ∆  

Kt T=  і використаємо схему послідовності початкових умов (СППУ) [2], 

згідно з якою в кінці кожного проміжку часу шукатимемо значення ( , )ku x t  

і використовуватимемо їх як початкові для наступного кроку в (5). Межу 
тіла дискретизуємо на криволінійні ермітові елементи другого порядку [3]: 

1 , ,N
i i i j i j=Γ = Γ Γ Γ = ∅ ≠∪ ∩ , а область 1Ω  − на восьмивузлові ермітові еле-

менти другого порядку [3], inside
1 , ,N

q q q j q j=Ω = Ω Ω Ω = ∅ ≠∪ ∩ . Невідому 

функцію густини розподілу на кожному часовому інтервалі апроксимуємо 
бета-сплайнами нульового порядку (постійними): 

1
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N
j

k kj kj ij kj
jj

x
x x d d

x
=

∈ Γ
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∑  

тобто на кожному кроці по часу визначатимемо вектор невідомих 

1( , , )k k kNd d d= … . 

На останньому кроці побудови дискретно-континуальної моделі вико-
ристаємо ітераційну FD процедуру. За початкове наближення на кожному 
часовому кроці беремо розв’язок однорідної задачі 
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Ω

+ − ∆ Ω∫ .  (9) 

Тоді інтегральні зображення (5)–(7) для p -ї ( iter1, ,p N= … ) ітерації k -го 

часового проміжку мають вигляд ( 1( , ) ( , ]k kx t t t−∈ Ω × ): 
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Тут 
0

( , , ) ( , , , ) , { , , }
t

j tx t y x t y d E Q QτΦ = Φ τ τ Φ ∈∫ , ( )1, ,p p p
k k kNd d d= …  – інтенсив-

ність невідомих джерел тепла на p -й ітерації k -го часового проміжку. 
Якщо послідовність (10) інтегральних зображень збіжна, тобто 

lim ( , ) ( , )p
kk

p
u x t u x t

→∞
∃ = , то легко бачити, що (10) задовольняє рівняння (2).  

Виберемо на межі тіла множину точок колокації ( )1 2, , , Nx x x x= …  і 

задовольнимо на ній граничне інтегральне рівняння (8). Для знаходження 
невідомих джерел тепла, введених у граничних елементах, отримаємо сис-
тему лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР) 

p
pkAd B= ,   (13) 

де { }, 1, , , 1, , , { }, 1, , , { }, 1, ,k p p
ij p p ikjA a i N j N d d j N B b i N= = = = = = =… … … … , 

– коефіцієнти матриці і правої частини для p -го кроку ітерації 

( iter1, ,p N= … ) визначимо так:  
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Зрозуміло, що під час знаходження початкового наближення СЛАР має 

аналогічний (13) вигляд 0
0kAd B= , а значення 0

ib  з урахуванням (9) 

задають формули: 

1( , ) ( , , , 0) ( ) ( )i i i kb g x k t E x t y u y d y−
Ω

= ∆ − ∆ Ω∫ . 

Після завершення ітераційного процесу знаходимо значення шуканої 
функції, а також її похідних за координатами і часом на множині 

1( , ]k kt t−Ω × , використовуючи (10)–(12) відповідно.  

Зазначимо, що при ( , ) 0f x t ≠  не виникає жодних принципових труд-
нощів, лише в інтегральному зображенні (5) і, відповідно, в правій частині 
СЛАР (13) появляться доданки  
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Числові дослідження. Запропонований числово-аналітичний підхід 
апробували для області Ω , вибраної у вигляді круга одиничного радіуса з 
центром в (0,0) . Залежність коефіцієнта теплопровідності та питомої теп-

лоємності від координат у прямокутнику 1Ω  розміром 1 22 2k k×  з центром в 

(0,0)  задавали функціями 

( )[ ] ( )[ ]0 1 1 2 2( ) 1 cos / 1 cos / ,gx k x k x kλλ = λ + + π + π  

( )[ ] ( )[ ]0 1 1 2 2( ) 1 cos / 1 cos / ,cgc x c k x k x k= + + π + π  

де 0 1λ =  Вт/(м∙°С), 0 2c =  Дж/(кг∙°С), 1 20.25, 0.25k k= = , gkλ , cgk  − сталі. 

Розмірності всіх величин подано в системі СІ, за винятком темпе-
ратури, яку задано в градусах Цельсія. Крок розбиття за часом вибирали 

0.05t∆ = , кількість граничних елементів 24N = , елементів дискретизації 
області локальної неоднорідності inside 48N = , кроків для ітераційної проце-

дури iter 3N = , крайову (3) і початкову (4) умови у вигляді 

2( , )g x t x= , 0
2

0, ( ,0) 0.95,
( ) ( ,0) 0.95

( ), ( , 0) 0.95,
0.05

r x
u x r x

x r x

<= − ≥
 (14) 

( )2( , ) 1
4
tg x t x
t

= +
∆

, 0 2( )u x x= , (15) 

тобто в першому випадку початкова умова рівна нулю майже скрізь всере-
дині круга, крім внутрішнього примежового шару, де вона лінійно спадає 
від значення 2x  на межі до 0 , в другому – крайову умову вибирали так, 
щоб наприкінці четвертого часового проміжку значення температури на 
межі подвоювалось. 

Рис. 1 ілюструє поширення тепла у локально-неоднорідному тілі з ура-
хуванням лише залежності коефіцієнта теплопровідності від координат на 
другому та четвертому кроках за часом за умов (14). 
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a) б) 

Рис. 1. Поширення теплового поля в неоднорідному крузі одиничного радіуса  
( 0 1λ = Вт/(м∙°С), 0 2c = , 2gkλ = , 0cgk = ) в різні моменти часу: а – 0.1; б – 0.2 с. 

Як бачимо, наприкінці четвертого часового проміжку процес став май-
же стаціонарним, причому у прямокутнику 1Ω , де коефіцієнт теплопровід-

ності вищий за 0λ , встановлюється рівномірніша температура, бо ізотерми 

огинають його. Зауважимо, що і в однорідному крузі ( 0, 0g cgk kλ = = ) про-

цес стає стаціонарним в кінці четвертого кроку. 
Дослідимо окремо вплив залежності від координат коефіцієнта тепло-

провідності ( 2, 0g cgk kλ = = ) в цьому ж крузі для умов (14) (рис. 2a) і (15) 

(рис. 2b). Частина отриманих результатів подана на рис. 2 для різних момен-
тів часу: 0.05t =  (♦), 0.1 (■), 0.15 (•, ο) та 0.2 (▲ , ∆), причому на рис. 2а по-
рівняно з однорідним випадком (графіки з контурними символами). Відзна-
чимо, що в локально-неоднорідному тілі (рис. 2b) через високу теплопровід-
ність всередині області 1Ω  температура в ній майже всюди однакова (гори-
зонтальні лінії), чого не зафіксовано в однорідному тілі. Отже, зміна темпе-
ратури на межі призводить до слабших змін всередині тіла внаслідок 
суттєвої його теплоємності. 

  
a) б) 

Рис. 2. Оцінка впливу залежності від координат коефіцієнта теплопровідності на розподіл 
температури в неоднорідному крузі одиничного радіуса в різні моменти часу для 
граничних і початкових умов:(14) – а; (15) – б. 

Також досліджували вплив залежності від координат коефіцієнта 
питомої теплоємності ( 0, 5g cgk kλ = = ) у цьому ж крузі та сумарний вплив 

залежності від координат обох коефіцієнтів для умов (14). Частина отри-
маних результатів подана на рис. 3 для різних моментів часу порівняно з 
однорідним випадком. 
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У початкові моменти часу, поки тепло ще не встигло поширитись в 
область неоднорідності, розв’язки збігаються, в більш пізні − відрізняються, 
причому з часом процес виходить на стаціонарний режим. 

  
a) б) 

Рис. 3. Оцінка впливу залежності від координат коефіцієнта питомої теплоємності (а) та 
сумарного впливу залежності від координат обох коефіцієнтів (б) на розподіл 
температури в неоднорідному крузі одиничного радіуса в різні моменти часу. 

Висновки. Для знаходження розв’язків нестаціонарних задач тепло-
провідності у локально-неоднорідних середовищах розроблено числово-
аналітичну методику, яка поєднує непрямий метод граничних елементів (з 
урахуванням його переваг для кусково-однорідних середовищ) з виділен-
ням оператора, що характеризує вплив локальної області геометричної 
неоднорідності, та подальшою дискретизацією лише цієї області. Складніша 
математична модель, що призводить до диференціального рівняння зі змін-
ними коефіцієнтами, та ітераційна FD процедура дають можливість вико-
ристати переваги вказаних методів, оптимізувати обчислення під час ви-
значення температури і теплового потоку у локально-неоднорідних об’єктах 
довільної форми. Розроблена числово-аналітична методика суттєво змен-
шує похибки, пов’язані з апроксимацією крайової задачі, оскільки фунда-
ментальний розв’язок абсолютно точно задовольняє вихідне рівняння (2) в 
області 1\Ω Ω  та початкові умови (4). Вплив похибок, зумовлених дискре-
тизацією і числовим інтегруванням, несуттєвий і є достатньо контрольова-
ним через довільність вибору кількості граничних елементів, кількості еле-
ментів дискретизації області локальної неоднорідності 1Ω  і кроку за часом. 

Обчислювальні експерименти засвідчили доцільність урахування за-
лежності коефіцієнтів теплопровідності та питомої теплоємності матеріалу 
області від координат, оскільки відносна похибка значень теплового поля, 
отриманих з таким урахуванням і без нього, досягає 8÷10% і не зменшу-
ється з бігом часу. 

Модульний принцип програмної реалізації цього підходу дозволив уні-
фікувати розробку його складових і сприятиме підвищенню універсальності 
й гнучкості побудованої математичної моделі для розв’язування подібних 
задач у кусково-однорідних тілах з локальними областями неоднорідності. 
Результати можна використати під час створення сучасних методик іден-
тифікації локальних неоднорідностей у твердих термопружних тілах. 
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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ЛОКАЛЬНО-НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ 
 
Предложен способ совместного использования методов расщепления, граничных 
элементов, пошаговой временной схемы последовательности начальных условий и 
итерационной FD (Finite-Discrete) процедуры для построения интегрального 
представления решения нестационарной задачи теплопроводности для области с 
заданным на границе условием Дирихле, внутри которой находится локально-
неоднородная подобласть с зависимыми от координат физическими характе-
ристиками. Разработанный подход проанализирован с учетом влияния на 
тепловое поле зависимостей от координат коэффициента теплопроводности и 
удельной теплоемкости материала. 
 
THE NUMERICALLY-ANALYTICAL TECHNIQUE FOR SOLVING OF NON-STATIONARY HEAT-
CONDUCTION PROBLEM IN LOCALLY-INHOMOGENEOUS MEDIA 
 
A combination of dissociation method, boundary elements method, step-by-step time 
scheme and finite-discrete iteration procedure are used for creation of integral 
representation of solution of non-stationary heat conductivity problem for a domain 
with Dirichlet’s boundary condition and sub-domain, in which thermal properties are 
dependent on coordinates. Various numerical analysis of proposed approach for 
coordinate-dependent heat conductance and heat volume coefficients has been done. 
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