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ЕФЕКТ МЕЖОВОГО ШАРУ ЗА ДЕФОРМУВАННЯ 
ГРАНИЦІ ПРУЖНОГО ПІВПРОСТОРУ ДОВІЛЬНИМ 
НОРМАЛЬНИМ НАВАНТАЖЕННЯМ 
 

Ïðèïóùåííÿ ïðî ð³âí³ñòü íóëåâ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ ïðóæíîãî 
ï³âïðîñòîðó ïðè ¿¿ ãëàäêîìó íîðìàëüíîìó íàâàíòàæåíí³ îáóìîâëþº ïàðàäîêñ 
âçàºìîïðîíèêíåííÿ òî÷îê ìàòåð³àëüíîãî êîíòèíóóìó [2]. Ïðè öüîìó ç’ÿñîâà-
íî, ùî äëÿ óíèêíåííÿ ö³º¿ ô³çè÷íî¿ íåêîðåêòíîñò³ äîñèòü íàä³ëèòè ãðàíèöþ 
ïåâíèìè ðåîëîã³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè, ÿê³ óìîæëèâëþþòü ðåãóëþâàííÿ ¿¿ 
âåðòèêàëüíèõ ïåðåì³ùåíü ðîçïîä³ëîì íà í³é çà ïåâíèì çàêîíîì äîòè÷íèõ íà-
ïðóæåíü. Äîâåäåíî, ùî çàâæäè ³ñíóº òàêèé çàêîí ðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ íàïðó-
æåíü, çà ÿêîãî âåðòèêàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ãðàíèö³ º íóëüîâèìè çà äîâ³ëüíîãî 
íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ. 

 
Âñòóï. Îäí³ºþ ç íàéïîøèðåí³øèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè º çàäà÷³ 

ç³ çì³øàíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè, êîëè íà ð³çíèõ ÷àñòèíàõ ãëàäêî¿ ïîâåðõ-
í³ çàäàþòüñÿ ãðàíè÷í³ óìîâè ð³çíîãî òèïó. Çà òàêèõ óìîâ äåÿê³ õàðàêòåðèñ-
òèêè íàïðóæåíîãî ïîëÿ ìîæóòü íàáóâàòè ñèíãóëÿðíîãî õàðàêòåðó â îêîë³ 
òî÷êè çì³íè òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ. Íàÿâí³ñòü ñèíãóëÿðíîñòåé, ÿê ïðàâèëî, 
ñóïåðå÷èòü âèõ³äíèì ïðèïóùåííÿì, ÿê³ ôîðìóëþþòüñÿ ïðè ïîñòàíîâö³ ìà-
òåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, ùî ïîòðåáóº äîñêîíàëîãî âèâ÷åííÿ ³ îá´ðóíòóâàííÿ ô³-
çè÷íîãî ñåíñó òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â [5]. 

Ç ìåòîþ çíàõîäæåííÿ ô³çè÷íî êîðåêòíîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ 
íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ ò³ëà ïðè íîðìàëüíîìó íàâàíòàæåíí³ éîãî ïîâåðõí³ 
ñôîðìóëüîâàíî íåêëàñè÷íó çàäà÷ó ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, â ÿêó ïîðÿä ç 
êëàñè÷íèìè çì³øàíèìè óìîâàìè ââåäåíî äîäàòêîâó âèìîãó íåïåðåðâíîñò³ 
êîìïîíåíò âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó 0.5 rot= u  íà ìåæ³ 
îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ. Öÿ çàäà÷à çâåäåíà äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Ôðåä-
ãîëüìà ïåðøîãî ðîäó, ñåðåä ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ÿêîãî ìåòîäîì [1, 3] ðîç-
ðèâíèõ ³íòåãðàë³â Âåáåðà – Øàôãàéòë³íà (Â–Ø) â³äíàéäåíî ô³çè÷íî êî-
ðåêòíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâó íåïåðåðâíîñò³ êîìïîíåíò âåê-
òîðà  . Ç’ÿñîâàíî òàêîæ, ùî çà âèêîíàííÿ ö³º¿ óìîâè äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ 
º íåïåðåðâíèìè íà ìåæ³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ ³ ïðîäîâæóþòüñÿ ïîçà íåþ 
äëÿ çàáåçïå÷åííÿ óìîâè áàëàíñó ìîìåíò³â. 

ßêùî ïðèéíÿòè, ùî çîâí³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ 
äîð³âíþþòü íóëåâ³, òî íà ìåæ³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ âîíè ìàþòü êîðåíåâó 
îñîáëèâ³ñòü. Ïðè öüîìó ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñòàº ô³çè÷íî íåêîðåêòíîþ, îñ-
ê³ëüêè êîìïîíåíòà âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó íà ìåæ³ îáëàñò³ 
íàâàíòàæåííÿ ìàº ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó ç êîðåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ. Îäíèì ³ç 
íàñë³äê³â òàêîãî ðîçïîä³ëó º âèíèêíåííÿ îáëàñò³ âçàºìîïðîíèêíåííÿ òî÷îê. 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü ñòàòèêè ïðóæíîãî ò³ëà ó ï³âïðîñòîð³ 0γ ≥  çà îñå-
ñèìåòðè÷íî¿ äåôîðìàö³¿. Îäíîð³äíèé 
³çîòðîïíèé ïðóæíèé ï³âïðîñò³ð â³äíå-
ñåìî äî öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäè-
íàò ( , , )R Rα β γ . Ïðèéìàºìî, ùî ï³ä ä³ºþ 
çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ó ï³âïðîñòî-
ð³ ðåàë³çóºòüñÿ îñåñèìåòðè÷íèé íàïðó-
æåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí (ðèñ. 1). Òîä³ 
äëÿ âèçíà÷åííÿ íåíóëüîâèõ êîìïîíåíò 
âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ =u  

( ,0, )Ru Ruα γ= u  ìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü ð³âíîâàãè 

 2 2 1 22 0,    2 ( ) 0,    2k k k−
α γ β γ α β∂ θ + ∂ ω = ∂ θ − α ∂ αω = = λ + µ µ/ , (1) 

 

y

x
β

r R= α

z R= γ

 
Рис. 1 
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ñòîñîâíî îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ θ  ³ ºäèíî¿ ó öüîìó âèïàäêó íåíóëüîâî¿ êîì-
ïîíåíòè ( , )βω α γ  âåêòîðà 0.5 rot= u : 

 1div ( )u u−
α α γ γθ ≡ = α ∂ α + ∂u , 

 2 (rot ) ( , ) ( , )u uβ β γ α α γ γ αω ≡ = ∂ − ∂ = ϕ α γ − ϕ α γu , (2) 

äå ( , )αϕ α γ  ³ ( , )γϕ α γ  – ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ë³í³éíèõ åëåìåíò³â, ïàðàëåëü-

íèõ äî êîîðäèíàòíèõ îñåé α  ³ γ  â³äïîâ³äíî; λ  ³ µ  – ñòàë³ Ëÿìå. 
Áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ôóíêö³¿ 

 0
0

( , ) 2 ( ) ( )A e J d
∞

−ξγθ α γ = − ξ ξ αξ ξ∫ ,   2
1

0

( , ) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ
βω α γ = ξ ξ αξ ξ∫  (3) 

º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ð³âíÿíü (1) ó ï³âïðîñòîð³ 0γ ≥ . Òóò ( )J xν  – ôóíêö³¿ 

Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó ν . 
Çà â³äîìèìè ôóíêö³ÿìè ( , )θ α γ  ³ ( , )βω α γ  ³ç ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ 

ð³âíÿíü (2) âèçíà÷èìî:  
– êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ 

 2
1

0

( , ) ( 1) ( ) ( ) ( )u k A B e J d
∞

−ξγ
α α γ = − + ξ − ξ ξ αξ ξ +∫ [ ]  

 2
1

0

( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ+ − γ ξ ξ αξ ξ∫ , 

 2
0 0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )u B e J d k A e J d
∞ ∞

−ξγ −ξγ
γ α γ = ξ ξ αξ ξ + − γ ξ ξ αξ ξ∫ ∫ ; (4) 

– âèðàçè äëÿ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó 

 2 2 2
1 1

0 0

( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )B e J d k A e J d
∞ ∞

−ξγ −ξγ
αϕ α γ = − ξ ξ αξ ξ − − γ ξ ξ αξ ξ∫ ∫ , 

 2
1

0

( , ) 2 ( ) ( ) ( )k A B e J d
∞

−ξγ
γϕ α γ = ξ − ξ ξ ξ αξ ξ −∫ [ ]  

 2 2
1

0

( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ− − γ ξ ξ αξ ξ∫ , (5) 

à çà çàêîíîì Ãóêà òà ïîäàííÿìè (4) – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü 

 0
0

( , ) 2 ( ) ( ) ( )A B e J d
∞

−ξγ
γγσ α γ = µ ξ ξ − ξ ξ αξ ξ −∫ [ ]  

 2 2
0

0

2 ( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ− µ − γ ξ ξ αξ ξ∫ , (6) 

 ( , ) ( , ) ( , )αγ γ ασ α γ ≡ µ ϕ α γ + ϕ α γ =[ ]  

 2
1

0

2 ( ) ( ) ( )k A B e J d
∞

−ξγ= µ ξ ξ − ξ ξ αξ ξ −∫ [ ]  

 2 2
1

0

2 ( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ− µ − γ ξ ξ αξ ξ∫ . (7) 

Ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (3)–(7) ( )A ξ  ³ ( )B ξ  – äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ 
êðàéîâèìè óìîâàìè çàäà÷³ òà çàáåçïå÷óþòü ³ñíóâàííÿ é îáìåæåí³ñòü â³äïî-
â³äíèõ íåâëàñíèõ ³íòåãðàë³â. Çàóâàæèìî, ùî ó çàïðîïîíîâàí³é ìîäåë³ âèç-
íà÷àëüíèìè º êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ, îñê³ëüêè íèìè 
â³äïîâ³äíî äî çàêîíó Ãóêà âèçíà÷àþòüñÿ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü. 
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Ïîñòàíîâêà òà ðîçâ’ÿçîê êëàñè÷íî¿ çàäà÷³ äåôîðìóâàííÿ ï³âïðîñòî-
ðó çà íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ â êîëîâ³é îáëàñò³. 

Çàäà÷à 1. Íåõàé íà ãðàíèö³ 0γ =  ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó çàäàíî òàê³ 
êðàéîâ³ óìîâè: 

 

2(1 )(1 )
, 0 1,( ,0)        0

0, 1 ,

qP q
qγγ

 + − α − ≤ α ≤σ α = > π
 < α < ∞

, (8) 

 ( ,0) 0,                          0αγσ α ≡ ≤ α < ∞ . (9) 

Çàóâàæèìî, ùî ³íòåãðàë 
1

0

2 ( , 0) d Pγγπ σ α α α = −∫ , òîáòî ç³ çá³ëüøåííÿì 

ïàðàìåòðà 0q >  ïðèêëàäåíå äî ïî-
âåðõí³ ï³âïðîñòîðó íîðìàëüíå íà-
âàíòàæåííÿ ( ,0)/2γγσ α µ  âñå á³ëüøå 

ëîêàë³çóºòüñÿ â îêîë³ òî÷êè 0α =  ³ 
ïðè q → ∞  âèðîäæóºòüñÿ â çîñåðåä-
æåíó ñèëó â ïî÷àòêó ñèñòåìè êîîð-
äèíàò (ðèñ. 2). 

Òîä³ â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ (7) êðàéîâà óìîâà (9) âèêîíóºòüñÿ, 

ÿêùî 2 ( ) ( )k A Bξ = ξ ξ , à ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ (6) ðàçîì ç êðàéîâîþ óìîâîþ (8) 
âèçíà÷àþòü ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó 

 
2

0 2
0

(1 )(1 )
( ) ( ) ,        0 1,        0

2 ( 1)

qP q
A J d q

k

∞ + − α
ξ ξ αξ ξ = ≤ α ≤ >

πµ −∫ . (10) 

Äëÿ éîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàñòîñóºìî ìåòîä ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Â–Ø [1, 3], 
çã³äíî ç ÿêèì øóêàíó ôóíêö³þ ïîäàìî ó âèãëÿä³ óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Íåé-
ìàíà 

 
2 1

1
0

( )
( )

n q
n q

n

J
A a

∞
+ +

+
=

ξ
ξ =

ξ
∑  (11) 

³ç íàïåðåä íåâèçíà÷åíèìè êîåô³ö³ºíòàìè na . Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ áàçó-

âàòèìóòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ðîçðèâíîãî ³íòåãðàëó Â–Ø [4]. 
Ï³äñòàâèâøè ðÿä (11) â ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (10) òà îá÷èñëèâøè ðîç-

ðèâíèé ³íòåãðàë Â–Ø, îäåðæèìî â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  àëãåáðè÷íå ð³âíÿííÿ 

 
2 2 2

2
0

(1 ) ( 1) ( ;1 ;1; ) (1 )(1 )

2 ( 1) 2 ( 1)

q q

n q
n

n F n n q P q
a

n q k

∞

=

− α Γ + − + + α + − α
=

Γ + + µπ −
∑ , 

 0 1,        0q≤ α ≤ > . (12) 

Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (12) ùîäî êîåô³ö³ºíò³â na  º ðÿäîì çà ïîë³íîìàìè ßêîá³ 

[4] ç àðãóìåíòîì 2(1 2 )− α , òîáòî çà ôóíêö³ÿìè 2( ;1 ;1; )F n n q− + + α ≡  
(0, ) 2(1 2 )q
nP≡ − α , ÿê³ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ôóíêö³é íà ïðîì³æêó 0, 1[ ] , 

òî çã³äíî ç àïðîêñèìàö³éíîþ òåîðåìîþ Âåéºðøòðàññà ð³âíÿííÿ (12) ìàº 
ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê – íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â na  çà äîâ³ëüíî¿ íåïåðåðâíî¿ ïðàâî¿ 

÷àñòèíè. Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó éîãî ðîçâ’ÿçîê º òàêèì: 

 0 2

2 (2 )
,            0,            

2 ( 1)

q

n
P q

a a n
k

Γ +
= ≡ ∈

πµ −
 . 

-1 -0.5 0 0.5
-0.005

-0.004

-0.003

-0.002

-0.001

α

σγγ(α, 0)/2µ

0.5q =
1

2

3

10,  0.0005k m= =
 

 
Рис. 2 
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Â³äïîâ³äíî äî ð³âíîñò³ (11) òåïåð ìîæíà çàïèñàòè, ùî 

 
 

1
1 1

2 1 2 1

( ) ( )2 (2 ) 2 (2 )
( ) ,      0

2 ( 1) 1

q q
q q

q q

J JP q m q
A q

k k

+
+ +

+ +

ξ ξΓ + Γ +
ξ = = >

πµ − ξ − ξ
, 

äå /4m P= πµ ; µ  – ìîäóëü çñóâó; P  – ïàðàìåòð, ÿêèé ìàº ðîçì³ðí³ñòü íà-
ïðóæåíü. 

Äàë³ çà ôîðìóëàìè (3)–(7) îá÷èñëèìî õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó ó ï³âïðîñòîð³ çà êðàéîâèõ óìîâ (8), (9) íà ãðàíèö³ ï³â-
ïðîñòîðó 0γ = . Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ³íòåãðàëè ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñëîâè-

ìè ìåòîäàìè. Ïðîòå íà ïëîùèí³ 0γ =  âîíè âèðîäæóþòüñÿ â ðîçðèâí³ ³íòåã-

ðàëè Â–Ø, îá÷èñëèâøè ÿê³, îòðèìàºìî, ùî â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  

 2
2

1
( ,0) 4 (1 )

1
qq

m
k

+
θ α = − − α

−
, 

 
 

2
2

2

( 2)
( ,0) (1.5; 0.5 ;2; )

( 0.5)1

qkm F q
qk

β
π Γ +

ω α = α − α
Γ +−

, (13) 

 2
2

1
( ,0) (1; ;2; )

1

q
u m F q

k
α

+
α = − α − α

−
, 

 
 

2
2

2

( 2)
( ,0) (0.5; 0.5 ;1; )

(1.5 )1

qku m F q
qk

γ
π Γ +

α = − − α
Γ +−

, (14) 

 
 

2
2

2

(2 )
( ,0) (1.5;0.5 ;2; )

(0.5 )1

qk m F q
qk

α
π Γ +

ϕ α = − α − α
Γ +−

, 

 
 

2
2

2

(2 )
( ,0) (1.5; 0.5 ; 2; )

(0.5 )1

qk m F q
qk

γ
π Γ +

ϕ α = α − α
Γ +−

, (15) 

 21( ,0) (1 )(1 ) ,              ( ,0) 0qP qγγ αγσ α = − + − α σ α =
π

, (16) 

à â îáëàñò³ 1 < α < ∞  â³äïîâ³äíî 

 
2

2
2

(1;1;2 ; )4( ,0) 0
(0)1

F qm
k

−
− − α

θ α = − α =
Γ−

, 

 
2

2 2
2

( ,0) (1.5;0.5; 2; )
1

km F q
k

− −
βω α = α + α

−
, (17) 

 1
2
1( ,0)

1
u m

k
−

α α = − α
−

, 

 
2

1 2
2

( ,0) (0.5;0.5; 2; )
1

ku m F q
k

− −
γ α = α + α

−
, (18) 

 
2

2 2
2

( ,0) (1.5;0.5; 2; )
1

k m F q
k

− −
αϕ α = − α + α

−
, 

 
2

2 2
2

( ,0) (1.5;0.5; 2; )
1

k m F q
k

− −
γϕ α = α + α

−
, (19) 

 ( ,0) 0,                   ( ,0) 0γγ αγσ α = σ α = . (20) 

Àíàë³ç ôîðìóë (15) ³ (19) äëÿ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  òà 

( ,0)γϕ α  âêàçóº íà òå, ùî ó ïëîùèí³ 0γ =  âîíè ìàþòü ð³çí³ àíàë³òè÷í³ âè-

ðàçè â îáëàñòÿõ 0 1≤ α ≤  òà 1 < α < ∞ . Òîìó â³äïîâ³äíî äî ã³ïîòåçè ñóö³ëü-
íîñò³ íà ë³í³¿ ïîä³ëó êðàéîâèõ óìîâ 1α =  ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ ãðàíè÷í³ 
ð³âíîñò³ 
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1 0 1 0

lim ( , 0) lim ( , 0)α αα→ − α→ +
ϕ α ± = ϕ α ± , 

 
1 0 1 0

lim ( , 0) lim ( , 0)γ γα→ − α→ +
ϕ α ± = ϕ α ± , (21) 

íàñë³äêîì ÿêèõ º [1, 3] ð³âí³ñòü 

 
1 0 1 0

lim ( , 0) lim ( , 0)β βα→ − α→ +
ω α ± = ω α ± . (22) 

Îñê³ëüêè ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ ( ,0)γϕ α  â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü 

(15) ³ (19) çàäàí³ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì, çá³æíèì ó òî÷ö³ 1α =  çà óìîâè 
0c a b− − > , òî ãðàíè÷í³ ð³âíîñò³ (21) ³, ÿê íàñë³äîê, ãðàíè÷íà ð³âí³ñòü (22), 

à òàêîæ äðóãà ç óìîâ (8) âèêîíóâàòèìóòüñÿ, ÿêùî 0.q >  Çà âèêîíàííÿ ö³º¿ 
íåð³âíîñò³ óñ³ îçíà÷åí³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (13)–(20) õàðàêòåðèñòèêè íàïðó-
æåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåïåðåðâí³ íà ìåæ³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ 1α =  
³ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà q , äå 0q > . 

Çàçíà÷èìî, òàêîæ, ùî â³äïîâ³äíî äî ïåðøî¿ ÷àñòèíè ôîðìóëè (7) ³ êðà-
éîâî¿ óìîâè (9) ìàºìî ( , ) ( , ) 0γ αϕ α γ + ϕ α γ ≡ , òîáòî ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ó 

öüîìó âèïàäêó º âçàºìîçâ’ÿçàí³. Îòæå, öåé ðîçâ’ÿçîê º êîðåêòíèì ëèøå äëÿ 
ï³âïðîñòîðó, ðåîëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ ãðàíèö³ ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 

( , ) ( , )γ αϕ α γ = − ϕ α γ . 

Ïîêàæåìî, ùî çà âèêîíàííÿ êðàéîâî¿ óìîâè (9) ³ ãëàäêîãî (8) íàâàíòà-
æåííÿ ãðàíèö³ 0γ =  ó ïåâíîìó îá’ºì³ íàâêîëî îñ³ γ  ïðè 0α =  âèíèêàº ïà-
ðàäîêñ âçàºìîïðîíèêíåííÿ òî÷îê ìàòåð³àëüíîãî êîíòèíóóìó. Äëÿ öüîãî çà 
âèðàçîì äëÿ ( , )uγ α γ  îá÷èñëèìî 

 
2 12

2 2

0.5;1 ;2 ; (1 )
(0, )

1 1

F q qku m
k

−

γ
+ + + γγ = +

− + γ

( )
 

 
2 1

2

1;0,5 ;2 ; (1 )

1

F q q −γ + + + γ + 
+ γ 

( )
. 

Ïðè öüîìó ïàðàäîêñ âçàºìîïðîíèêíåííÿ òî÷îê ìàòåð³àëüíîãî êîíòèíóóìó 
íà îñ³ γ  ìàòèìå ì³ñöå, ÿêùî [2]  

 (0,0) (0, ) 0u uγ γ− γ + γ >[ ] . (23) 

Íà ðèñ. 3 ïîáóäîâàíî ãðàô³êè íåð³âíîñò³ (23) äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 
0.5, 1, 2, 3q = , àíàë³ç ÿêèõ ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî çîíà âçàºìîïðîíèêíåííÿ 

çàâæäè ³ñíóº ³ çá³ëüøóºòüñÿ ç³ çðîñòàííÿì ïàðàìåòðà 0q > . 

Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ãðàô³êè ðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ íàïðóæåíü (1, )/2αγσ γ µ  

ç ãëèáèíîþ äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà q . Ïðè öüîìó ïðîñë³äêîâóºòüñÿ 
ô³çè÷íî íåðåàëüíèé ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, îñê³ëüêè ìàêñèìàëüíîãî 
çíà÷åííÿ âîíè äîñÿãàþòü íà ïåâí³é ãëèáèí³. 

0 0.5 1 1.5
-0.02

-0.01

0

0.01

γ

uγ(0, 0) − [uγ(0, γ) + γ]

0.5q =
1

2
3

10,  0.05k m= =
 

      0 0.5 1 1.5
-0.03

-0.02

-0.01

γ

σαγ(1, γ)/2µ

0.5q =
12

3

10,  0.05k m= =
 

 
 Рис. 3 Рис. 4 
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Çàäà÷à 2. Íåõàé íà ìåæ³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó 0γ =  ó êîëîâ³é îáëàñ-

ò³ 0 1≤ α ≤  ä³º íîðìàëüíå íàâàíòàæåííÿ 21( ,0) (1 )(1 )qP qγγσ α = − + − α
π

 òàêå, 

ÿê ³ â çàäà÷³ 1.  
Âèçíà÷èìî ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ( ,0)αγσ α , çà ÿêîãî âåðòè-

êàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ï³âïðîñòîðó ( ,0)uγ α  áóäóòü â³äñóòí³. Äëÿ öüîãî ðîçâ’ÿ-

æåìî òàêó íåêëàñè÷íó êðàéîâó çàäà÷ó ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè: 

 21( ,0) (1 )(1 ) ,      0 1qP qγγσ α = − + − α ≤ α ≤
π

, 

 2( ,0) ( ),                     1gαγσ α = α < α < ∞ , (24) 

 ( ,0) 0,             0uγ α = ≤ α < ∞ , 

 
1 0 1 0

lim ( ,0) lim ( ,0)β βα→ − α→ +
ω α = ω α , (25) 

äå 2( )g α  – êîðèãóâàëüíà ôóíêö³ÿ, ÿêà çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ äðóãî¿ ç 
óìîâ (25) ³ ÿêà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçðèâíèõ ³íòåã-
ðàë³â Â–Ø. 

Íà ï³äñòàâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) äëÿ ( , )uγ α γ  ïåðøà ç êðàéîâèõ óìîâ (25) 

áóäå âèêîíàíà, ÿêùî ( ) 0B ξ ≡ , à ñï³ââ³äíîøåííÿ (6) ðàçîì ³ç ïåðøîþ ç êðà-
éîâèõ óìîâ (24) âèçíà÷àòü ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó 

 2
0

0

1( ) ( ) (1 )(1 ) ,      0 1
2

qA J d P q
∞

ξ ξ αξ ξ = − + − α ≤ α ≤
πµ∫ . (26) 

Äëÿ éîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàñòîñóºìî ìåòîä ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Â–Ø [1, 3], 
çã³äíî ç ÿêèì øóêàíó ôóíêö³þ íåîáõ³äíî ïîäàòè ó âèãëÿä³ óçàãàëüíåíîãî 
ðÿäó Íåéìàíà  

 
2 1

0

( )
( )

n q
n q

n

J
A b

∞
+ +

=

ξ
ξ ξ =

ξ
∑  (27) 

ç íåâèçíà÷åíèìè êîåô³ö³ºíòàìè nb .  

Ï³äñòàâèâøè ðÿä (27) â ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (26) òà îá÷èñëèâøè ðîç-
ðèâíèé ³íòåãðàë Â–Ø, â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  îäåðæèìî àëãåáðè÷íå ð³âíÿííÿ 

 
2 2

0

(1 ) ( 1) ( ;1 ;1; )

2 ( 1)

q

n q
n

n F n n q
b

n q

∞

=

− α Γ + − + + α
=

Γ + +
∑  

 21 (1 )(1 ) ,      0 1
2

qP q= − + − α ≤ α ≤
πµ

. (28) 

Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (28) ùîäî êîåô³ö³ºíò³â nb  º ðÿäîì çà ïîë³íîìàìè ßêîá³ 

[4] ç àðãóìåíòîì 2(1 2 )− α , òîáòî çà ôóíêö³ÿìè 2( ;1 ;1; )F n n q− + + α ≡  
(0, ) 2(1 2 )q
nP≡ − α , ÿê³ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ôóíêö³é íà ïðîì³æêó 0, 1[ ] , 

òî çã³äíî ç àïðîêñèìàö³éíîþ òåîðåìîþ Âåéºðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ íå-
ïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ïîë³íîìîì ³ñíóº ºäèíèé íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â nb , ÿêèé º 

ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (28) çà äîâ³ëüíî¿ íåïåðåðâíî¿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè. Ó ðîç-
ãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ðîçâ’ÿçîê º òàêèì: 

 1
0 2 (2 ) 2 (2 ),      0,      

2
q q

n
Pb q m q b n+= − Γ + = − Γ + ≡ ∈
πµ

 , 

³ â³äð³çíÿºòüñÿ çíàêîì â³ä 0a  ³ç çàäà÷³ 1. 
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Â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (27) òåïåð ìîæíà çàïèñàòè, ùî 

 
1

0 1

( )
( )

q

q

J
A b

+
+

ξ
ξ =

ξ
. 

 Äàë³ çà ôîðìóëàìè (3)–(7) ìîæíà îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæå-
íî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ó ï³âïðîñòîð³ çà óìîâ (24), (25). Ó çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó ³íòåãðàëè ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. Ïðîòå íà ïëîùèí³ 

0γ =  âîíè âèðîäæóþòüñÿ â ðîçðèâí³ ³íòåãðàëè Â–Ø, îá÷èñëèâøè ÿê³, 

îòðèìàºìî, ùî â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  

 2( ,0) 4 ( 1)(1 )qm qθ α = + − α , 

 
 2 2(2 )

( ,0) (1.5;0.5 ;2; )
(0.5 )

q
k m F q

qβ
π Γ +

ω α = − α − α
Γ +

, (29) 

 2( ,0) ( 1) (1; ;2; ),          ( ,0) 0u m q F q uα γα = + α − α α = , (30) 

 
 2 2(2 )

( ,0) 0,     ( ,0) 2 (1.5;0.5 ;2; )
(0.5 )

q
k m F q

qα γ
π Γ +

ϕ α = ϕ α = − α − α
Γ +

, (31) 

 21( ,0) (1 )(1 )qP qγγσ α = − + − α
π

, 

 
 2 2(2 )

( ,0) 2 (1.5;0.5 ;2; )
(0.5 )

q
k m F q

qαγ
π Γ +

σ α = − µ α − α
Γ +

, (32) 

à â îáëàñò³ 1 < α < ∞  â³äïîâ³äíî 

 
2

2 (1;1;2 ; )
( ,0) 4 0

(0)
F q

m
−

− − α
θ α = α =

Γ
, 

 2 2 2( ,0) (1.5;0.5; 2; )k m F q− −
βω α = − α + α , (33) 

 1( ,0) ,            ( , 0) 0u m u−
α γα = α α = , (34) 

 2 2 2( ,0) 0,       ( ,0) 2 (1.5;0.5; 2; )k m F q− −
α γϕ α = ϕ α = − α + α , (35) 

 2 2 2 2( ,0) 0,       ( ,0) 2 (1.5;0.5; 2; ) ( )k m F q g− −
γγ αγσ α = σ α = − µ α + α = α . (36) 

Àíàë³ç ôîðìóë (31) ³ (35) äëÿ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ ( ,0)γϕ α  

âêàçóº íà òå, ùî ó ïëîùèí³ 0γ =  âîíè ìàþòü ð³çí³ àíàë³òè÷í³ âèðàçè â îá-

ëàñòÿõ 0 1≤ α ≤  òà 1 < α < ∞ , ³ çà óìîâè 0q >  âîíè º íåïåðåðâíèìè. 
Òàêèì ÷èíîì, çà âèêîíàííÿ óìîâ (24) ³ (25) ³ñíóº ºäèíèé ô³çè÷íî êî-

ðåêòíèé ðîçâ’ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³, ó ÿêîìó íå ³ñíóº ïàðàäîêñó âçà-
ºìîïðîíèêíåííÿ òî÷îê ìàòåð³àëüíîãî êîíòèíóóìó, ïðè öüîìó êîðèãóâàëüíà 

ôóíêö³ÿ 2( )g α  ìàº ºäèíèé çàêîí ðîçïîä³ëó (36). 

Íà ðèñ. 5 íàâåäåíî ãðàô³êè ðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ( ,0)αγσ α  íà 

ãðàíèö³ ï³âïðîñòîðó 0γ =  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà q , ÿêèé âèçíà÷àº 
ëîêàë³çîâàí³ñòü íàâàíòàæåííÿ. Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â âêàçóº íà òå, 
ùî äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ( ,0)αγσ α  ó öüîìó âèïàäêó º íåïåðåðâíèìè íà ìåæ³ 

1α =  ³ çàíèêàþòü íà áåçìåæíîñò³ â³äïîâ³äíî äî ïðèíöèïó Ñåí – Âåíàíà. 
Ïðè öüîìó ç³ çá³ëüøåííÿì ëîêàë³çîâàíîãî íàâàíòàæåííÿ ìàêñèìóì äîòè÷-
íèõ íàïðóæåíü çðîñòàº ³ çì³ùóºòüñÿ äî öåíòðó îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ, òîá-
òî ïðè ïåðåâèùåíí³ ìåæ³ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü â îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ ìî-
æå ïîÿâèòèñÿ ïëàñòè÷íà äåôîðìàö³ÿ àáî êðèõêå ðóéíóâàííÿ. Çàóâàæèìî, 
ùî, êîëè 0.5q = , äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ â îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ çì³íþþòüñÿ 
çà ë³í³éíèì çàêîíîì. 
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 Рис. 5 Рис. 6 

Íà ðèñ. 6 íàâåäåíî çàëåæíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ( , )αγσ α γ  íà ìåæ³ 

îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ 1α =  â³ä ãëèáèíè γ  äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 0.5, 1q = , 
2, 3. Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â âêàçóº íà òå, ùî, ÿê ³ ïîâèííî áóòè, äî-
òè÷í³ íàïðóæåííÿ äîñÿãàþòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà ãðàíèö³ 0γ =  â 

òî÷ö³ 1α = , íà ïåâí³é ãëèáèí³ çì³íþþòü çíàê ³ çàíèêàþòü íà áåçìåæíîñò³. 

Íåêëàñè÷íà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äåôîðìóâàííÿ çà íîðìàëüíîãî ð³â-
íîì³ðíî ðîçïîä³ëåíîãî íàâàíòàæåííÿ â êîëîâ³é îáëàñò³. Íåõàé íà ìåæ³ 
ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó 0γ =  ó êîëîâ³é îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  ä³º ð³âíîì³ðíî ðîç-
ïîä³ëåíå íàâàíòàæåííÿ ³íòåíñèâíîñò³ p . Âèçíà÷èìî ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íà-

ïðóæåíü ( ,0)αγσ α , çà ÿêîãî âåðòèêàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ï³âïðîñòîðó ( ,0)uγ α  

áóäóòü â³äñóòí³. Äëÿ öüîãî ðîçâ’ÿæåìî òàêó íåêëàñè÷íó êðàéîâó çàäà÷ó 
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè: 

 2( ,0) ,      0 1,      ( ,0) ( ),     1p gγγ αγσ α = − ≤ α ≤ σ α = α < α < ∞ , (37) 

 
1 0 1 0

( ,0) 0,       0 ,     lim ( ,0) lim ( ,0)uγ β βα→ − α→ +
α = ≤ α < ∞ ω α = ω α , (38) 

äå 2( )g α  – êîðèãóâàëüíà ôóíêö³ÿ, ÿêà çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ äðóãî¿ ç óìîâ 
(37) ³ ìîæå áóòè ïîáóäîâàíà çà äîïîìîãîþ ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Â–Ø. 

Â³äïîâ³äíî äî äðóãîãî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (4) ïåðøà ç êðàéîâèõ óìîâ (38) 
áóäå âèêîíàíà, ÿêùî ( ) 0B ξ ≡ , à ñï³ââ³äíîøåííÿ (6) ðàçîì ³ç ïåðøîþ ç êðà-
éîâèõ óìîâ (37) âèçíà÷àòü ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó 

 0
0

( ) ( ) ,       0 1
2
p

A J d
∞

ξ ξ αξ ξ = − ≤ α ≤
µ∫ . (39) 

Äëÿ éîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàñòîñóºìî ìåòîä ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Â–Ø [1, 3], 
çã³äíî ç ÿêèì øóêàíó ôóíêö³þ íåîáõ³äíî ïîäàòè ó âèãëÿä³ óçàãàëüíåíîãî 
ðÿäó Íåéìàíà ç íåâèçíà÷åíèìè êîåô³ö³ºíòàìè nc : 

 
2 1

0

( )
( )

n q
n q

n

J
A c

∞
− +

=

ξ
ξ ξ =

ξ
∑ . (40) 

Ï³äñòàâèâøè ðÿä (40) â ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (39) òà îá÷èñëèâøè ðîçðèâíèé 
³íòåãðàë Â–Ø, â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  îäåðæèìî àëãåáðè÷íå ð³âíÿííÿ ñòîñîâíî 
íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â nc : 

 
2

0

( 1) ( 1; ;1; )
,           0 1

22 ( 1)
n q

n

n q F n q n p
c

n

∞

=

Γ − + − + − α
= − ≤ α ≤

µΓ +
∑ . (41) 

Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (41) ùîäî êîåô³ö³ºíò³â nc  º ðÿäîì çà ïîë³íîìàìè 

ßêîá³ [4] ç àðãóìåíòîì 2(1 2 )− α , òîáòî çà ôóíêö³ÿìè 2( 1; ;1; )F n q n− + − α ≡  
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(0, ) 2(1 2 )q
nP −≡ − α , ÿê³ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ôóíêö³é íà ïðîì³æêó 0, 1[ ] , 

òî çã³äíî ç àïðîêñèìàö³éíîþ òåîðåìîþ Âåéºðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ íå-
ïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ïîë³íîìîì ð³âíÿííÿ (41) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê – íàá³ð 
êîåô³ö³ºíò³â nc  çà äîâ³ëüíî¿ íåïåðåðâíî¿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè. Ó ðîçãëÿäóâàíîìó 

âèïàäêó ñòàëî¿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè éîãî ðîçâ’ÿçîê º òàêèì: 

 
1

0
2 2 ,         0,       

2 (1 ) (1 )

q q

n
Pc m c n

q q

+
= − = −π ≡ ∈

µ Γ − Γ −
 . 

Â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (40) òåïåð ìîæíà çàïèñàòè, ùî 

 
1

0

( )
( )

q

q

J
A c

− ξ
ξ ξ =

ξ
. 

Çà ôîðìóëàìè (3)–(7) ìîæíà îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ó ï³âïðîñòîð³ çà óìîâ (37), (38). Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó 
³íòåãðàëè ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. Ïðîòå íà ïëîùèí³ 0γ =  
âîíè âèðîäæóþòüñÿ ó ðîçðèâí³ ³íòåãðàëè Â–Ø, îá÷èñëèâøè ÿê³, îòðèìàºìî, 
ùî â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  

 2 2(1.5 )
( ,0) 4 ,    ( , 0) 2 (1.5 ; 0,5;2; )

(1 )
q

m k m F q
qβ

Γ − π
θ α = π ω α = − α − α

Γ −
, (42) 

 2( ,0) ( 1) ,        ( ,0) 0u k m uα γα = π + α α = , (43) 

 2 2(1.5 )
( ,0) 0,    ( ,0) 4 (1.5 ;0.5;2; )

(1 )
q

k m F q
qα γ

Γ −
ϕ α = ϕ α = − π α − α

Γ −
, (44) 

 2 2(1.5 )
( ,0) ,   ( ,0) 4 (1.5 ; 0.5;2; )

(1 )
q

p k m F q
qγγ αγ

Γ −
σ α = − σ α = − µ π α − α

Γ −
, (45) 

à â îáëàñò³ 1 < α < ∞  â³äïîâ³äíî 

  

  

2

2 2

(1 ;1 ;2 ; )
( ,0) 4

(2 ) ( )q

F q q q
m

q q

−

−
− − − α

θ α = − π
α Γ − Γ

, 

 
 

  

2
2

2 2

(1.5 ) (1.5 ;0.5 ; 2 ; )
( ,0) 2

(0.5 ) (1 ) (2 )q

q F q q q
k m

q q q

−

β −
Γ − − − − α

ω α = − π
α Γ + Γ − Γ −

, (46) 

 
  

2

1 2

(1 ; ;2 ; )
( ,0) ,        ( , 0) 0

(2 ) (1 )q

F q q q
u m u

q q

−

α γ−
− − − α

α = π α =
α Γ − Γ +

, (47) 

 ( ,0) 0αϕ α = , 
2

2
2 2

(1.5 ) (1.5 ; 0.5 ;2 ; )
( ,0) 4

(0.5 ) (1 ) (2 )q

q F q q q
k m

q q q

−

γ −

Γ − − − − α
ϕ α = − π

α Γ + Γ − Γ −
, (48) 

  

  

2

2 2

(1 ;1 ;2 ; )
( ,0) 4

(2 ) ( )q

F q q q
m

q q

−

γγ −
− − − α

σ α = − πµ
α Γ − Γ

, 

 
 

 

   

2
2

2 2

(1.5 ) (1,5 ;0,5 ;2 ; )
( ,0) 4

(0,5 ) (1 ) (2 )q

q F q q q
k m

q q q

−

αγ −
Γ − − − − α

σ α = − πµ
α Γ + Γ − Γ −

. (49) 

Àíàë³ç ôîðìóë (44) ³ (48) äëÿ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ 

( ,0)γϕ α  âêàçóº íà òå, ùî ó ïëîùèí³ 0γ =  âîíè ìàþòü ð³çí³ àíàë³òè÷í³ âè-

ðàçè â îáëàñòÿõ 0 1≤ α ≤  òà 1 < α < ∞ . Òîìó çã³äíî ç ã³ïîòåçîþ ñóö³ëüíîñò³ 
íà ë³í³¿ ïîä³ëó êðàéîâèõ óìîâ 1α =  ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ ãðàíè÷í³ ð³âíîñò³ 
(21), íàñë³äêîì ÿêèõ º ð³âí³ñòü (22). 

Îñê³ëüêè ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ ( ,0)γϕ α  â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü 

(44) ³ (48) çàäàí³ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì, çá³æíèì ó òî÷ö³ 1α =  çà óìîâè 
0c a b− − > , òî ãðàíè÷í³ ð³âíîñò³ (21) ³, ÿê íàñë³äîê, ãðàíè÷íà ð³âí³ñòü (22) 

àáî äðóãà ç óìîâ (38) âèêîíóâàòèìóòüñÿ, ÿêùî 0 0.5q< < . Çà âèêîíàííÿ 
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ö³º¿ íåð³âíîñò³ óñ³ îçíà÷åí³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (42)–(49) õàðàêòåðèñòèêè íà-
ïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåïåðåðâí³ íà ìåæ³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ 

1α =  ³ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà ,  0 0.5q q< < , ïðè÷îìó çà óìîâè 0.5q <  
íàïðóæåíî äåôîðìîâàíèé ñòàí çàíèêàº íà áåçìåæíîñò³. 

Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâè 0 0.5q< <  â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåííÿ (49) 

íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ ( ,0)γγσ α  íåïåðåðâíî ïðîäîâæóºòüñÿ â îáëàñòü 

1 < α < ∞  ³ âèêëèêàº íîðìàëüíå äîâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ 0γ = . Î÷åâèäíî, ùî 
öå äîâàíòàæåííÿ ìîæíà çðåàë³çóâàòè çà óìîâè, ùî ô³çè÷íà ãðàíèöÿ ò³ëà 
çàáåçïå÷óº íåïåðåðâí³ñòü ïðóæíèõ ïîâîðîò³â. ßêùî 0q = , òî öå äîâàíòà-
æåííÿ â³äñóòíº, ïðîòå óñ³ ³íø³ õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî 
ñòàíó, îçíà÷åí³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (42)–(49), ìàþòü íà ìåæ³ 1α =  îáëàñò³ 
íàâàíòàæåííÿ ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü. Íàòîì³ñòü äîòè÷íå íàïðóæåííÿ 

( ,0)αγσ α  â îáëàñò³ 1 < α < ∞  ñï³ââ³äíîøåííÿì (49) âèçíà÷àº êîðèãóâàëüíó 

ôóíêö³þ 2( )g α , ÿêà ó êëàñè÷í³é ïîñòàíîâö³ çàâæäè äîð³âíþº íóëåâ³. 

Êîðèãóâàëüíà ôóíêö³ÿ 2( )g α , ÿêà çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà 0 0.5q< < , 

äîñÿãàº ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà ë³í³¿ 1α = : 

 
 

 

 

max 2 ( ) (1.5 )
(1,0) (1) 8

( 0.5) (1 )
q q

g k m
q qαγ αγ
Γ Γ −

σ = σ = = − µ
Γ + Γ −

. 

Òîìó ïðè äîñÿãíåíí³ äîïóñòèìîãî ð³âíÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó òî÷ö³ 1α =  
ìîæå â³äáóòèñÿ ïëàñòè÷íå äåôîðìóâàííÿ àáî ðîçòð³ñêóâàííÿ ìàòåð³àëó. Íà 
ðèñ. 7 ³ 8 çîáðàæåíî ðîçïîä³ëè íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, îá÷èñ-
ëåí³ çà ôîðìóëàìè (45) ³ (49), äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 0 0.5q< <  

(ñóö³ëüí³ ë³í³¿) òà ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó, êîëè 0.5q = −  (øòðèõîâà ë³í³ÿ) [2]. 
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σαγ(α, 0)/2µ

0.5q = −

0.490.25

0
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 Рис. 7 Рис. 8 

Êëàñè÷íà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äåôîðìóâàííÿ çà íîðìàëüíîãî ð³âíî-
ì³ðíî ðîçïîä³ëåíîãî íàâàíòàæåííÿ ó êîëîâ³é îáëàñò³. ßêùî ðåîëîã³÷í³ 
âëàñòèâîñò³ ô³çè÷íî¿ ìåæ³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó äîïóñêàþòü ìîæëèâ³ñòü 
ðîçðèâó ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó, çîêðåìà, íà ìåæ³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ, 
òî ñë³ä ïðèéíÿòè 0.5q = − . Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ï³äñóìîâóâàííÿ 
[4] ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ ¥àóññà, â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (42)–(49) 
îäåðæèìî, ùî â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  

  
2

2
( ,0) 4 ,          ( ,0) 4

1
m k mβ

αθ α = π ω α = −
− α

, (50) 

 2( ,0) ( 1) ,           ( , 0) 0u k m uα γα = π + α α = , (51) 

  
2

2
( ,0) 0,             ( ,0) 8

1
k mα γ

αϕ α = ϕ α = −
− α

, (52) 

  
2

2
( ,0) ,          ( , 0) 8

1
p k mγγ αγ

ασ α = − σ α = −
− α

, (53) 
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à â îáëàñò³ 1 < α < ∞  â³äïîâ³äíî 

  

2

1 1( ,0) 24 arcsin ,       ( , 0) 0
1

m β
  θ α = − − ω α =  α  − α

, (54) 

 
21 1( ,0) 2 arcsin ,       ( ,0) 0u m uα γ

 α − α = α − α =  α α  
, (55) 

 ( ,0) 0,              ( ,0) 0α γϕ α = ϕ α = , (56) 

 ( )
2

1 1, 0 24 arcsin ,       ( , 0) 0
1

mγγ αγ
  σ α = µ − σ α =  α  − α

. (57) 

Àíàë³ç âèðàç³â (50)–(57) ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî çà óìîâè ð³âíîñò³ íóëåâ³ 
äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ïîçà îáëàñòþ íàâàíòàæåííÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü íà-
ïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó º ô³çè÷íî íåêîðåêòíîþ, îñê³ëüêè ñóïåðå÷èòü 
ã³ïîòåç³ ñóö³ëüíîñò³. Ñïðàâä³, â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (50) ³ (54) êîìïî-
íåíòà ( ,0)βω α  âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó   íà ë³í³¿ 1α =  

ìàº ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó. Ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó öå îçíà÷àº, ùî íà ë³í³¿ 
1α =  ïîâèííî âèíèêíóòè âçàºìîïðîíèêíåííÿ áåçìåæíî ìàëèõ ïðóæíèõ 

åëåìåíò³â âíàñë³äîê ðîçðèâó ïðóæíèõ ïîâîðîò³â. Â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíî-
øåíü (21), (54) öå ïðèçâîäèòü äî íåâèçíà÷åíîñò³ õàðàêòåðó äåôîðìóâàííÿ 
íà ë³í³¿ 1α = , îñê³ëüêè îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ ( ,0)θ α  òàì ìàº ðîçðèâ äðóãîãî 
ðîäó ç³ çì³íîþ çíàêó, ùî ïîðóøóº ¿¿ ³íâàð³àíòí³ñòü. Ðàçîì ç òèì äîòè÷í³ 
íàïðóæåííÿ ( ,0)αγσ α  â îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ íà ë³í³¿ 1α =  ìàþòü êîðåíå-

âó îñîáëèâ³ñòü ³ ëîêàëüíî ïîðóøóþòü ñèìåòð³þ òåíçîðà íàïðóæåíü. 
Âèñíîâêè. Ïîêàçàíî, ùî ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äåôîðìóâàííÿ ï³âïðîñòî-

ðó çà íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ â êîëîâ³é îáëàñò³ çà óìîâè â³äñóòíîñò³ äî-
òè÷íèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ º ô³çè÷íî íåêîðåêòíîþ, îñê³ëüêè ³ñíóº ïàðà-
äîêñ âçàºìîïðîíèêíåííÿ òî÷îê ìàòåð³àëüíîãî êîíòèíóóìó. 

Äîâåäåíî, ùî çà íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñ-
òîðó â êîëîâ³é îáëàñò³ ç íóëüîâèì çíà÷åííÿì íà ¿¿ ìåæ³ çàâæäè ³ñíóº ºäè-
íèé çàêîí ðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, çà ÿêîãî âåðòèêàëüí³ ïåðåì³ùåí-
íÿ ãðàíèö³ äîð³âíþþòü íóëåâ³. 

Ïîêàçàíî, ùî çà äîâ³ëüíîãî íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ ïðóæ-
íîãî ï³âïðîñòîðó â êîëîâ³é îáëàñò³ ³ñíóº ìíîæèíà ðîçïîä³ë³â äîòè÷íèõ íà-
ïðóæåíü, ÿê³ º íåïåðåðâíèìè íà ìåæ³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ ³ çàëåæàòü â³ä 
ïàðàìåòðà 0 0.5q< < , ÿêèé õàðàêòåðèçóº ðåîëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ ìåæîâîãî 
øàðó. 

Äîâåäåíî, ùî çà óìîâè 0.5q = −  äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ çîâí³ îáëàñò³ íà-
âàíòàæåííÿ äîð³âíþþòü íóëåâ³, à â îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ íà ¿¿ ìåæ³ ìàþòü 
êîðåíåâó îñîáëèâ³ñòü. Ïðè öüîìó âèíèêàº ðîçðèâ ïðóæíîãî êóòà ïîâîðîòó 

(1,0)γϕ  íà ìåæ³ 1α = , ùî çóìîâëþº ïîðóøåííÿ ã³ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³. 
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ЭФФЕКТ ГРАНИЧНОГО СЛОЯ ПРИ ДЕФОРМИРОВАНИИ ГРАНИЦЫ  
УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА ПРОИЗВОЛЬНОЙ НОРМАЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ 
 
Ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå íóëþ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå óïðóãîãî 
ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè åå ãëàäêîé íîðìàëüíîé íàãðóçêå ïðåäîïðåäåëÿåò ïàðàäîêñ 
âçàèìîïðîíèêíîâåíèÿ òî÷åê ìàòåðèàëüíîãî êîíòèíóóìà. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî 
äëÿ èçáåæàíèÿ ýòîé ôèçè÷åñêîé íåêîððåêòíîñòè äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, 
÷òî ãðàíèöà òåëà îáëàäàåò ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðå-
ãóëèðîâàòü åå âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì íà íåé ïî îïðåäåëåííî-
ìó çàêîíó êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêîé 
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïðè êîòîðîì âåðòèêàëüíûå ïåðå-
ìåùåíèÿ ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè ïðè ïðîèçâîëüíîé íîðìàëüíîé íàãðóçêå.  
 
EFFECT OF BOUNDARY LAYER AT STRAIN OF ELASTIC 
HALF-SPACE BOUNDARY BY ARBITRARY NORMAL LOADING  
 
The assumption on vanishing of the tangential stresses on the boundary of elastic half-
space subject to smooth normal load causes a paradox of infiltration of points of ma-
terial continuum. We demonstrate that in order to avoid this physical ill-posedness it is 
sufficient to assume that the boundary of the solid satisfies some flow properties that 
allow us to regulate its vertical displacements by means of distribution of tangential 
stresses on it according to a certain law. It is proved that there always exists such a 
distribution law that the vertical displacements of the boundary are equal to zero under 
arbitrary normal load.  
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