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ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ ДЕЯКИХ ВИРОДЖЕНИХ ПАРАБОЛІЧНИХ 
РІВНЯНЬ ТИПУ КОЛМОГОРОВА 
 

Äëÿ òðüîõ êëàñ³â âèðîäæåíèõ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà äî-
ñë³äæåí³ ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè òà êîðåêòíà ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷³ Êîø³. 

 

 Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ êëàñè ð³âíÿíü 21
BE , 22

BE  ³ 23
BE , ÿê³ óçàãàëü-

íþþòü â³äïîâ³äíî êëàñ 21E  âèðîäæåíèõ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü òèïó Êîëìî-

ãîðîâà ïîðÿäêó 2b , êëàñ 22E  óëüòðàïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü òèïó Êîëìîãîðî-

âà ³ êëàñ 23E  âèðîäæåíèõ ð³âíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà ç 2b
→

-ïàðàáîë³÷íîþ 
÷àñòèíîþ çà îñíîâíèìè çì³ííèìè ³ç ìîíîãðàô³¿ [4]. Óòî÷íþþòüñÿ ³ äîïîâíþ-
þòüñÿ ðåçóëüòàòè ç [4] äëÿ êëàñ³â 21E , 22E  ³ 23E  òà íàâîäÿòüñÿ â³äïîâ³äí³ 
ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ êîðåêòíî¿ ðîçâ’ÿç-

íîñò³ çàäà÷³ Êîø³ äëÿ êëàñ³â 21
BE , 22

BE  ³ 23
BE . Óòî÷íåííÿ ³ äîïîâíåííÿ ðå-

çóëüòàò³â ç [4] ñòîñóºòüñÿ â ïåðøó ÷åðãó ïîíÿòòÿ ðîçâ’ÿçê³â òà îö³íîê ïðè-
ðîñò³â ñòàðøèõ ïîõ³äíèõ â³ä ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Ïðè îçíà÷åíí³ 
ðîçâ’ÿçê³â âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïîíÿòòÿ ïîõ³äíî¿ Ë³ â³ä ôóíêö³¿ â³äíîñíî â³ä-
ïîâ³äíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ [2, 3, 6]. 
 1. Ïîçíà÷åííÿ, îçíà÷åííÿ, ïðèïóùåííÿ. Ðîçãëÿäàòèìåìî ð³âíÿííÿ ç 
âèðîäæåííÿìè çà äâîìà ãðóïàìè ïðîñòîðîâèõ çì³ííèõ. Äëÿ öüîãî ââàæàòè-
ìåìî, ùî n -âèì³ðíà ïðîñòîðîâà çì³ííà x  ñêëàäàºòüñÿ ç 1n -âèì³ðíî¿ çì³í-

íî¿ 
11 11 1: ( , , )nx x x=  , 2n -âèì³ðíî¿ çì³ííî¿ 

22 21 2: ( , , )nx x x=   ³ 3n -âèì³ðíî¿ 

çì³ííî¿ 
33 31 3: ( , , )nx x x=  , òîáòî 1 2 3: ( , , )x x x x= . Òóò 1n , 2n  ³ 3n  – òàê³ íà-

òóðàëüí³ ÷èñëà, ùî 3 2 1n n n≤ ≤  ³ 1 2 3n n n n+ + = . Â³äïîâ³äíî äî öüîãî 

ìóëüòè³íäåêñ nk +∈   çàïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿä³ 1 2 3: ( , , )k k k k= , äå =:k  

+= ∈1( , , ) n
nk k 
   , 1,2,3∈ { } . 

 Îá’ºêòîì íàøîãî äîñë³äæåííÿ º ð³âíÿííÿ âèãëÿäó 

 − ∂ = ∈ Π ∈
1 (0,( , , ) ( , ) ( , ),      ( , ) ,    1,2,3B x TS A t x u t x f t x t x { }( ) ] , (1) 

äå Π = ∈ ∈(0, : ( , ) | (0, ,  n
T t x t T x{ }] ]  , 

 
2 1 3 2

2 3

1 2
1 2

1 1 1 1

:
j j

n n n n

B t sj s x sj s x
j s j s

S b x b x
= = = =

   = ∂ − ∂ − ∂   
   ∑ ∑ ∑ ∑ , (2) 

 1
1 1 1

1

1
2

, , : ( , ) k
x k x

k b

A t x a t x
≤

∂ = ∂∑( ) , (31) 

 
1 1

1 1 1 12 0
, 1 1

, , : ( , ) ( , ) ( , )
j s j

n n

x js x x j x
j s j

A t x a t x a t x a t x
= =

∂ = ∂ ∂ + ∂ +∑ ∑( ) , (32) 

 
≤

∂ = ∂∑ 1
1 1 1

1

3
2

, , : ( , ) k
x k x

k b

A t x a t x( ) . (33) 

 Ó âèðàç³ (2) 1
sjb , 2

sjb  – çàäàí³ ä³éñí³ ÷èñëà, â (31) b  – çàäàíå íàòóðàëüíå 

÷èñëî ³ 
11 11 1: nk k k= + + , à â (33) b  – íàéìåíøå ñï³ëüíå êðàòíå çàäàíèõ 
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íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 
11, , nb b  ³ = + +

1 11 1 11 1: n nk m k m k , äå : /j jm b b= , 

11, ,j n∈ { } . 
 Äèôåðåíö³àëüíèé âèðàç (2) ìîæíà çàïèñàòè ÿê  

 = ∂ − ( , )B t xS x BD , (4) 

äå B  – ìàòðèöÿ ðîçì³ðó n n× , ÿêà ìàº âèãëÿä 

 

1

2:

O B O

B O O B
O O O

= , (5) 

1B , 2B  – ìàòðèö³, ñêëàäåí³ â³äïîâ³äíî ç êîåô³ö³ºíò³â 1
sjb , 11, ,s n∈ { } , 

21, ,j n∈ { } , ³ 2
sjb , 21, ,s n∈ { } , 31, ,j n∈ { } ; O  – íóëüîâ³ ìàòðèö³ â³äïî-

â³äíèõ ðîçì³ð³â; 
11 1 21 2 31 31 2 3

: col , , , , , , , ,x x x x x x xn n n
D = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ( ) ; ⋅ ⋅( , )  – 

ñêàëÿðíèé äîáóòîê â n . 
 Äëÿ ð³âíÿíü (1), 1,2,3∈ { } , ïðèïóñêàòèìåìî âèêîíàíèìè òàê³ óìîâè: 

 1 ) ìàòðèöÿ (5), ó ÿê³é áëîêè 1B  ³ 2B  çàïèñàí³ â³äïîâ³äíî ó âèãëÿä³ 
1
1
1
2

B

B
 ³ 

2
1
2
2

B

B
, äå 1

1B , 1
2B , 2

1B  ³ 2
2B  – ìàòðèö³ â³äïîâ³äíî ðîçì³ð³â 2 2n n× , 

1 2 2( )n n n− × , 3 3n n×  ³ 2 3 3( )n n n− × , çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 ≠ ∈1det 0,       1,2jB j { } ; 

2 ) ³ñíóº òàêà ñòàëà 0δ > , ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ 0,( , ) Tt x ∈ Π[ ]  ³ 
1

1
nσ ∈   

ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 Φ σ ≤ − δ σ1 1Re ( , , ) ( )t x K  , 
äå 

 1
1

1

1 1 1
2

( , , ) : ( , )( )kk
k b

t x a t x i
=

Φ σ = σ∑ ,  

 
1

2 1 1 1
, 1

( , , ) : ( , )
n

js j s
j s

t x a t x
=

Φ σ = − σ σ∑ , 

 
=

Φ σ = σ∑ 1
1

1

3 1 1
2

( , , ) : ( , )( )kk
k b

t x a t x i , 

 
= = =

σ = σ σ = σ σ = σ∑ ∑ ∑
1 1 1 22 2

1 1 1 2 1 1 3 1 1
1 1 1

( ) : ,       ( ) : ,       ( ) : j
n n n

bb
j j j

j j j

K K K . 

 Êëàñè ð³âíÿíü (11), (12), (13), ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 1  òà â³äïîâ³äíî 

óìîâè 21 , 22  ³ 23 , ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç 21
BE , 22

BE  ³ 23
BE . 

 Ïðèïóùåííÿ ùîäî ãëàäêîñò³ êîåô³ö³ºíò³â äèôåðåíö³àëüíèõ âèðàç³â (3), 
1,2,3∈ { } , ÿê³ çðîáèìî íèæ÷å, ãàðàíòóâàòèìóòü ëèøå ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçê³â 

(ó òîìó ÷èñë³ é ôóíäàìåíòàëüíèõ) ð³âíÿíü ³ç êëàñ³â 2
BE  , 1,2,3∈ { } , ó 

ïåâíîìó ïîñëàáëåíîìó ñåíñ³. Íàâåäåìî â³äïîâ³äí³ îçíà÷åííÿ, ÿê³ º àíàëî-
ã³÷íèìè îçíà÷åííÿì, íàâåäåíèì ó [2, 3]. 

 Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêö³ÿ u  íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³éîâíîþ çà Ë³ â òî÷ö³ 
( , )t x  â³äíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàíîãî äèôåðåíö³àëüíèì âèðàçîì (2) (àáî 
(4)), ÿêùî ³ñíóº ñê³í÷åííà ãðàíèöÿ 
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→

= γ − γ
0

1( , ) : lim ( ( , , )) ( ( , ,0))L
B

h
S u t x u t x h u t x

h
( ) ( ) , 

äå 
′ ′ ′γ = −( , , ) : , hBt x h t h e x( ( ) ) , h ∈  , – ³íòåãðàëüíà êðèâà çàäàíîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ( , )t x  (òóò ³ äàë³ øòðèõ îçíà÷àº 
òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèö³). 

 Ãðàíèöÿ ( , )L
BS u t x( )  íàçèâàºòüñÿ ïîõ³äíîþ Ë³ â³ä ôóíêö³¿ u  â òî÷ö³ 

( , )t x  â³äíîñíî çàäàíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. 

 Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ³ñíóþòü ïîõ³äí³ tu∂ , 
2 jx u∂  ³ 

3 jx u∂  â òî÷ö³ ( , )t x , 

òî ( , ) ( , )L
B BS u t x S u t x=( ) ( ) . 

 Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêö³þ u  íàçèâàòèìåìî L -ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1) â 

(0,TΠ ] , ÿêùî ³ñíóþòü ó (0,TΠ ]  íåïåðåðâí³ ïîõ³äíà Ë³ L
BS u  òà çâè÷àéí³ ïîõ³ä-

í³ 1

1

k
x u∂ , 1 2k b≤ , ó âèïàäêó 1= , ïîõ³äí³ 

1jx u∂ , 
1 1j sx x u∂ ∂  – ó âèïàäêó 

2= , ïîõ³äí³ 1

1

k
x u∂ , 1 2k b≤ , – ó âèïàäêó 3=  ³ â êîæí³é òî÷ö³ ∈( , )t x  

∈ Π(0,T ]  çàäîâîëüíÿºòüñÿ ð³âíÿííÿ 

 − ∂ =
1

( , , ) ( , ) ( , )L
B xS A t x u t x f t x( ) . (6) 

Íàäàë³ ï³ä ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿíü (1) ðîçóì³òèìåìî L -ðîçâ’ÿçêè, à ï³ä 

âèðàçîì BS u  – ïîõ³äíó Ë³ L
BS u . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòðóêòóðó ìàòðèö³ B , îïèñàíó â óìîâ³ 1 , ëåãêî ïå-
ðåêîíàòèñü, ùî 

 1 2 3( ) : ( ), ( ), ( )hBe x X h X h X h X h
′ ′ ′ = =( ) ( ) , 

 = ∈1( ) : ( ), , ( ) ,      1,2,3nX h X h X h { }( )
    ; 

 1 1 1( ) : ,      1, ,j jX h x j n= ∈ { } , 

 
1

1
2 2 1 2

1

( ) : ,      1, ,
n

j j kj k
k

X h x h b x j n
=

= + ∈∑ { } , 

 
2 1 22

2 2 1
3 3 2 1 3

1 1 1

( ) : ,      1, ,
2

n n n

j j sj s sj ks k
s k s

hX h x h b x b b x j n
= = =

= + + ∈∑ ∑ ∑ { } , 

 ( , , ) ( , ( )),      t x h t h X h hγ = − ∈  . 

 Ùîá ñôîðìóëþâàòè íàñòóïí³ ïðèïóùåííÿ ùîäî êîåô³ö³ºíò³â âèðàç³â 
(3), ââåäåìî â³äïîâ³äí³ ïîíÿòòÿ ãåëüäåðîâèõ ôóíêö³é. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî 
ñïåö³àëüí³ â³äñòàí³ ì³æ òî÷êàìè x  ³ ξ , ( , )t x  ³ ( , )τ ξ , äå ,t τ ⊂ { } , =:x{  

1 2 3 1 2 3  ( , , ), : ( , , ) nx x x= ξ = ξ ξ ξ ⊂}  , 1 1  : ( , , ), : ( , , )n nx x x= ξ = ξ ξ ⊂ { }
        

⊂ n . Ö³ â³äñòàí³ âðàõîâóþòü ñïåöèô³êó êîæíîãî ³ç òðüîõ ð³âíÿíü (1). 
Ïðèéìåìî, ùî 

 

− +

=

− +

=

− +

= =


− ξ =




ξ = − ξ =



− ξ =


∑

∑

∑ ∑

3
1/(2 ( 1) 1)

1
3

1/(2( 1) 1)

1
3 1/(2 ( 1) )

1 1

, 1,

( ; ) : , 2,

, 3,
s

j

b s
s s

s

s
s s

s
n

b s m

sj sj
s j

x

d x x

x








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 τ ξ = − τ + ξ ∈1/
( , ; , ) : ( , ),             1,2,3

r
d t x t d x { }

   , 

äå 1 : 2r b= , 2 : 2r =  ³ 3 : 2r b= . 

 Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêö³þ ( , )f t x , 0,( , ) Tt x ∈ Π[ ] , íàçèâàòèìåìî B -ãåëüäå-

ðîâîþ ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0,1]  â 0,TΠ[ ] , ÿêùî ³ñíóº òàêà ñòàëà 0H > , ùî äëÿ 

áóäü-ÿêèõ τ ξ ⊂ Π 0,( , ),( , ) Tt x{ } [ ]  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 ( , ) ( , ) ( , ( ); , )f t x f H d t X t α− τ ξ ≤ − τ τ ξ ( ) . 

 Êð³ì óìîâ 1 , 2 , âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ùå òàê³ óìîâè: 

 3 ) êîåô³ö³ºíòè âèðàçó 
1

( , , )xA t x ∂  îáìåæåí³ òà B -ãåëüäåðîâ³ ç ïî-

êàçíèêîì α ∈ (0,1)  â 0,TΠ[ ] ; 

 4 ) êîåô³ö³ºíòè âèðàçó 
1

( , , )xA t x ∂  ìàþòü îáìåæåí³ òà B -ãåëüäåðîâ³ 

ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0,1)  â 0,TΠ[ ]  ïîõ³äí³ òîãî ñàìîãî âèãëÿäó, ïðè ÿêèõ âîíè 

ñòîÿòü. 

 2. Çâ’ÿçîê êëàñ³â 21
BE , 22

BE  ³ 23
BE  ç êëàñàìè 21E , 22E  ³ 23E . Çðîáèìî â 

ð³âíÿííÿõ (1), 1,2,3∈ { } , çàì³íó ïðîñòîðîâèõ çì³ííèõ çà äîïîìîãîþ ñèñòå-
ìè ð³âíîñòåé 

 ˆ
1jx

= =

=

  
 ∈    = 

∈ +

 ∈ +

∑ ∑

∑







2 1

1

1 2
1 3

1 1

1
1 3 2

1

1 2 1

, 1, , ,

:
, 1, , ,

, 1, , ;

n n

ks k sj
s k
n

kj k
k

j

b x b j n

b x j n n

x j n n

{ }

{ }

{ }

 

 ˆ
2jx

2
2

2 3
1

2 3 2

,            1, , ,
:

,            1, , ;

n

sj s
s

j

b x j n

x j n n
=


∈= 

 ∈ +

∑ 



{ }

{ }
 

 ˆ = ∈ 3 3 3: ,                       1, ,j jx x j n{ } , 

ÿêó êîðîòêî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 x̂ Ux′ ′= , (7) 
äå 

 =
1

2

3

U O O
U O U O

O O U
, 

1U , 2U  ³ 3U  – ìàòðèö³ â³äïîâ³äíî ðîçì³ð³â 1 1n n× , 2 2n n×  ³ 3 3n n× . 

 ßê äîâåäåíî â [1], çà óìîâè 1  çàì³íà (7) º íåâèðîäæåíîþ ³ íåâèðîä-

æåíèìè º ìàòðèö³ 1U , 2U  ³ 3U . 

 Ï³ñëÿ ðåàë³çàö³¿ çàì³íè (7) ð³âíÿííÿ (1), 1,2,3∈ { } , ïåðåõîäÿòü ó ð³â-
íÿííÿ 

 ˆ ˆ (
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ− ∂ = ∈ Π ∈

1 0,( , , ) ( , ) ( , ),      ( , ) ,     1,2,3TxB
S A t x u t x f t x t x  { }( ) ] , (8) 

ó ÿêèõ 
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ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ= = =2 3

1

2 1 2: ,      : ,    :n n

O B O
I I

B O O B B B
O OO O O

 

( rI  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó r ); ˆ
ˆ ˆ ∂

1
( , , )xA t x , 1,2,3∈ { } , – äèôåðåíö³-

àëüí³ âèðàçè òîãî ñàìîãî âèãëÿäó, ùî é âèðàçè 
1

( , , )xA t x ∂ , 1,2,3∈ { } , ¿õí³ 

êîåô³ö³ºíòè ˆ
1ka , ˆ

jsa , ˆ
ja  ³ ˆ

0a  âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âèðàæåí³ â íîâèõ çì³ííèõ 

x̂  êîåô³ö³ºíòè 
1ka , jsa , ja  ³ 0a  òà åëåìåíòè ìàòðèöü 1B  ³ 2B . Ïðè öüîìó ç 

óìîâ 2 , 3  ³ 4  âèïëèâàþòü äëÿ ð³âíÿíü (8), 1,2,3∈ { } , â³äïîâ³äíî 

óìîâè ˆ
2 , ˆ

3  ³ ˆ
4 , ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ïîïåðåäí³õ ëèøå òèì, ùî â íèõ 

( )X h  çàì³íåíî íà ˆ ′ ′=( ) : ( )X h UX h( ) , äå 

 ˆ ˆ ˆ
!

−

−
=

′ ′= = ∑
1

( )
0

1( ) : ( ) ,               ( ) : r
j r j

r

X h U X h X h h x
r

( )


     , 

 1, , ,      1,2,3lj n∈ ∈ { } { } . 

 Îòæå, çà äîïîìîãîþ çàì³íè (7) ð³âíÿííÿ (1), 1,2,3∈ { } , äëÿ ÿêèõ âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè 1 , 2 , 3  ³ 4 , çâîäÿòüñÿ äî ð³âíÿíü (8), 1,2,3∈ { } , ÿê³ 

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ˆ
2 , ˆ

3  ³ ˆ
4 . 

 Êëàñè ð³âíÿíü (81), (82) ³ (83), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ â³äïîâ³äíî óìîâè 

ˆ
21 , ˆ

22  ³ ˆ
23 , º êëàñàìè 21E , 22E  ³ 23E , ðîçãëÿíóòèìè â [4]. 

 Çàóâàæèìî, ùî â ìîíîãðàô³¿ [4] ôàêòè÷íî ðîçãëÿäàþòüñÿ ðîçâ’ÿçêè 

ð³âíÿíü (8) â ñåíñ³ îçíà÷åííÿ 2, ó ÿêîìó ð³âíÿííÿ (6) òðåáà çàì³íèòè ð³â-

íÿííÿì 

 ˆ ˆ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ− ∂ =

1
( , , ) ( , ) ( , )L

xB
S A t x u t x f t x( ) , 

äå ˆ ˆL
B

S u  – ïîõ³äíà Ë³ â³ä ôóíêö³¿ û  â³äíîñíî âåêòîðíîãî ïîëÿ 
B̂

S . 

 3. Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³. Çðîáëåí³ â ï. 2 çàóâàæåí-
íÿ ³ ðåçóëüòàòè ç ìîíîãðàô³¿¿ [4], ùî ñòîñóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîç-
â’ÿçêó (ÔÐ) ³ êîðåêòíî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ð³âíÿíü ³ç êëàñ³â 21E , 

22E  ³ 23E , äîçâîëÿþòü îäåðæàòè â³äïîâ³äí³ ðåçóëüòàòè äëÿ ð³âíÿíü ³ç êëà-

ñ³â 21
BE , 22

BE  ³ 23
BE . 

 Êð³ì íàâåäåíèõ ó ïîïåðåäí³õ ïóíêòàõ ïîçíà÷åíü, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî 
ùå òàê³: 

 
= =

   = − + = − +   
   ∑ ∑

3 3

1 2
1 1

1 1: 1 ,             : 1
2 2s s

s s

M s n M s n
b

, 

 
= =

 = − + 
 ∑ ∑

3

3
1 1

1: 1
2

sn

js j

M s
b

; 

 += = = ∈ 1
1 1 1 1 1 1 11 2 3

: ,    : ,     : ,          nk k k k k k k  ; 

  1

22: ,     : ,        1, ,
2 1 2 1

j
j

j

bbq q j n
b b

= = ∈
− −

{ } ; 
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 ∆ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅( , , ) : ( , , ) ( , , )y
xf x f x f y ; 

 (1) 1
1 1( , ; , ) : exp ( ) qq

cE t x c t x−τ ξ = − − τ − ξ ×{ }  

  ( )
−∞

α

=

α α      × Γ − τ Γ ×      
      ∑

1
/ 2

0

( )
2 2

j
b

j

C t j
b b

 

 −

=

 × − δ − τ − τ − ξ 
 

∑
3

1
0

1

exp ( ) ( ) qj qs
s s

s

c t X t , 

 
3

2(2) 1 2

1

( , ; , ) : exp ( ) ( )s
c s s

s

E t x c t X t−

=

 τ ξ = − − τ − τ − ξ 
 

∑ , 

 
1

1(3)
1 1

1

( , ; , ) : exp ( ) k k

n
q q

c k k
k

E t x c t x−

=

 τ ξ = − − τ − ξ × 
 

∑  

 
−∞

α

=

   α α   × Γ − τ Γ ×            
∑

1
/(2 )

0

( )
2 2

j
b

j

C t j
b b

 

 −

= =

 × − δ − τ − τ − ξ 
 

∑ ∑
3

1
0

1 1

exp ( ) ( )
s

k k

n
q s qj

sk sk
s k

c t X t , 

äå c , C  ³ 0δ  – äåÿê³ äîäàòí³ ñòàë³, ïðè÷îìó 0 1δ < ; Γ  – ãàììà-ôóíêö³ÿ Åé-

ëåðà; α  – ÷èñëî ç óìîâè 3 ; 

 
2 1 3 2

2 3

1 2
1 2

1 1 1 1

:
j j

n n n n

B sj s sj s
j s j s

S b b∗
τ ξ ξ

= = = =

   = −∂ + ξ ∂ + ξ ∂   
   ∑ ∑ ∑ ∑  

– âèðàç, ñïðÿæåíèé äî BS ; 
1

( , , )A∗
ξτ ξ ∂  – âèðàç, ñïðÿæåíèé äî 

1
( , , )xA t x ∂ . 

 Òåîðåìà 1. Íåõàé 1,2,3∈ { }  òà âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1 , 2  ³ 3 . 

Òîä³ äëÿ ð³âíÿííÿ (1) ³ñíóº ÔÐ çàäà÷³ Êîø³ Z , äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ 
îö³íêè 

 11

1

( )( , ; , ) ( ) ( , ; , )
M k rk

cx Z t x C t E t x
− −∂ τ ξ ≤ − τ τ ξ  

 , (9) 

 1 ( )( , ; , ) ( ) ( , ; , )M
B cS Z t x C t E t x− −τ ξ ≤ − τ τ ξ 

 , (10) 

 
− − +αα∆ ∂ τ ξ ≤ − τ ×11

1

( )
( , ; , ) ( ( ; )) ( )

M k rky
x x Z t x C d x y t  

   

 × τ ξ + τ ξ( ) ( )( , ; , ) ( , ; , )c cE t x E t y( )  , (11) 

 (1 )( , ; , ) ( ; ) ( ) M ry
x BS Z t x C d x y t − − +αα∆ τ ξ ≤ − τ × 

 ( )  

 × τ ξ + τ ξ( ) ( )( , ; , ) ( , ; , )c cE t x E t y( )  , (12) 

â ÿêèõ 0 t T≤ τ < ≤ , ξ ⊂, , nx y{ }  , 1k r≤  . 

 ßêùî äîäàòêîâî âèêîíóºòüñÿ óìîâà 4 , òî äëÿ ñïðÿæåíîãî ð³âíÿííÿ 

 
1 0, )( , , ) ( , ) ( , ),      ( , )B TS A v g∗ ∗

ξ− τ ξ ∂ τ ξ = τ ξ τ ξ ∈ Π( ) [ , 

³ñíóº ÔÐ çàäà÷³ Êîø³ Z∗
 , ÿêèé çâ’ÿçàíèé ³ç Z  ð³âí³ñòþ 



62 

 ( , ; , ) ( , ; , ),     0 ,     , nZ t x Z t x t T x∗ τ ξ = τ ξ ≤ τ < ≤ ξ ⊂  { }  , (13) 

(ðèñêà îçíà÷àº êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ), ³ äëÿ Z  ïðàâèëüíà ôîðìóëà 
çãîðòêè 

 ( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )
n

Z t x Z t x y Z y dyτ ξ = β β τ ξ∫  


, 

 ≤ τ < β < ≤ ξ ⊂0 ,  ,  nt T x{ }  . (14) 

 Ä î â å ä å í í ÿ. ²ñíóâàííÿ ÔÐ Z  ³ ïðàâèëüí³ñòü îö³íîê (9) ³ (10) âè-
ïëèâàº ³ç âèùåâêàçàíîãî çâ’ÿçêó ì³æ ð³âíÿííÿìè (1) ³ (8) òà â³äïîâ³äíèõ 
ðåçóëüòàò³â ç [4] äëÿ ð³âíÿíü (8). Äîâåäåííÿ îö³íîê (11) ³ (12) º äîñèòü ãðî-
ì³çäêèì ³ âèêîðèñòîâóº ðîçâèíóòó â [4] ìåòîäèêó îö³íîê äëÿ âèïàäêó ð³â-

íÿííÿ (8). Äîâåäåííÿ ³ñíóâàííÿ ÔÐ Z∗
  òà ïðàâèëüíîñò³ ôîðìóë (13) ³ (14) 

ïðîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî äîâåäåííþ â [4] äëÿ âèïàäêó ð³âíÿííÿ (8). ◊ 
 Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä íàâåäåíèõ ó òåîðåì³ 1 îö³íîê ÔÐ íàéòî÷í³øèìè º 

îö³íêè äëÿ ð³âíÿíü ³ç êëàñó 22
BE . Òàê ñàìî, ÿê ó [4], äîâîäèòüñÿ, ùî ÔÐ 2Z  

îö³íþºòüñÿ ÷åðåç ÔÐ 0Z  ìîäåëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 
1

1
1

0
j

n

B x
j

S a u
=

 − ∂ = 
 ∑ . 

Äëÿ 0Z  ìîæíà îäåðæàòè ÿâíó ôîðìóëó. 

4. Êîðåêòíà ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷³ Êîø³ òà ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ ðîç-
â’ÿçê³â. Íàâåäåí³ â ïîïåðåäíüîìó ïóíêò³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü äîñë³äèòè 
âëàñòèâîñò³ ïîòåíö³àë³â, ïîðîäæåíèõ ÔÐ Z , ³ íà ¿õí³é îñíîâ³ äîâåñòè ð³ç-
íîìàí³òí³ òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷³ Êîø³ òà ³íòåãðàëüí³ 

çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ ð³âíÿíü ³ç êëàñ³â 21
BE , 22

BE  ³ 23
BE . Íèæ÷å áóäóòü 

íàâåäåí³ ò³ëüêè äâ³ òåîðåìè äëÿ ð³âíÿíü ³ç êëàñó 22
BE . Âîíè º íàéòî÷í³øèìè 

ïîð³âíÿíî ç àíàëîã³÷íèìè òåîðåìàìè äëÿ ³íøèõ äâîõ êëàñ³â ð³âíÿíü.  
 Îçíà÷èìî íåîáõ³äí³ íîðìè òà ïðîñòîðè ôóíêö³é. Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàê³ 
íàáîðè ôóíêö³é: 

 = =1 1 2 2 3 3 1 2 3( , ) : ( , ), ( , ), ( , ) ,          ( ) : ( ), ( ), ( )t k t a k t a k t a t s t s t s tk a s( ) ( ) , 

 2 1 1
0 0( , ) : ,                   1,2,3k t a c a c a t − −= − ∈

     { }( ) , 

  = + +  
 

222 1 4 1 2
1 1 1 2 1 3 3( ) : ( , ) 2 ( , ) ( , )s t k t a t B k t a t B B k t a , 

 = + =
22 2

2 2 2 3 3 3 3 3( ) : 2 ( , ) 4 ( , ),        ( ) : 4 ( , )s t k t a t B k t a s t k t a , 

 0,t T∈ [ ] , 

äå 0 (0, )c c∈ , c  – ñòàëà ç îö³íîê (9) ³ (10) äëÿ 2= ; = 1 2 3: ( , , )a a aa  – íàá³ð 

òàêèõ íåâ³ä’ºìíèõ ÷èñåë, ùî 
−

∈

 <  
 

1 (2 1)
0

1,2,3
min

c
T

a{ }



 
; 1B  ³ 2B  – íîðìè 

ìàòðèöü 1B  ³ 2B . 

 Äëÿ 1,p ∈ ∞[ ]  ³ ôóíêö³¿ ( , )u t x , 0,( , ) Tt x ∈ Π[ ] , îçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî 

0,t T∈ [ ]  íîðìè 
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=

 ⋅ = − 
 

∑
3

( , ) 2

1 ( )

( , ) : ( , )exp ( , ) ( )
n

p

t
p

L

u t u t x k t a X tk a
  

 
, 

 ( )
3

( ) 2

1 ( )

( , ) : ( , )exp
n

p

t
p

L

u t u t x s t x
=

 ⋅ = − 
 

∑s
 

 
. 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ òî÷îê ( )X t , 1,2,3∈ { } , òà â³äîì³ íåð³âíîñ-
ò³, ìàºìî 

 ′ ′′= + ≤
22 1

2 2 1( ) ( )X t x t B x( )  

    ′ ′′≤ + ≤ +   
   

2 22 2 22 1 2 1
2 1 2 12 ( ) 2x t B x x t B x( ) , 

 ′ ′ ′ ′ ′′ ′= + + ≤
2

2 2 2 2 1
3 3 2 1

1( ) ( ) ( ) ( )
2

X t x t B x t B B x( ) ( )  

  ′ ′ ′ ′ ′′ ′≤ + + ≤ 
 

22 2 2 2 1 2
3 2 1

14 ( ) ( ) ( )
2

x t B x t B B x( ) ( )  

 ≤ + +
2 2 22 2 22 2 4 2 1

3 2 14 4x t B x t B B x , 

³, îòæå, 

 
= =

   − ≤ −   
   

∑ ∑
3 3

2 2

1 1

exp ( ) exp ( , ) ( )s t x k t a X t    
 

, 

òîìó 

 ⋅ ≤ ⋅ ∈ ∈ ∞( ) ( , )( , ) ( , ) ,     0, ,     1,t t
p pu t u t t T ps k a [ ] [ ] . 

 Íåõàé pLa , 1,p ∈ ∞[ ] , – ïðîñòîðè âèì³ðíèõ ôóíêö³é : nϕ →  , äëÿ 

ÿêèõ º ñê³í÷åííèìè íîðìè ϕ = ϕ (0, ):p p
a k a ;  

Ma  – ïðîñò³ð êîìïëåêñíîçíà÷íèõ óçàãàëüíåíèõ áîðåëüîâèõ ì³ð µ  â 
n , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 

 
=

 µ = − µ < ∞ 
 

∑∫
3

2

1

: exp ( )
n

a x d xa
 


; 

 − ( )
1

TL s  – ïðîñò³ð âèì³ðíèõ ôóíêö³é : nψ →   ç³ ñê³í÷åííîþ íîðìîþ 

1

3
2

1 ( )

( )exp ( )
nL

x s T x
=

 ψ  
 
∑  
 

;  

 ( )
0

TC−s  – ïðîñò³ð òàêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é : nψ →  , ùî 

=

 ψ → 
 
∑
3

2

1

( ) exp ( ) 0x s T x 


 ïðè x → ∞ . 

 Ñôîðìóëþºìî îñíîâí³ òåîðåìè äëÿ ð³âíÿííÿ (12). Ïðè öüîìó äëÿ ïðàâî¿ 
÷àñòèíè öüîãî ð³âíÿííÿ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî óìîâè 

p ) ôóíêö³ÿ Π →(0,: Tf ]   íåïåðåðâíà, ëîêàëüíî ãåëüäåðîâà çà x  â³ä-

íîñíî â³äñòàí³ 2 ( ; )d x ξ  ð³âíîì³ðíî ùîäî t  ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî (0,t T∈ ] º ñê³í-

÷åííèìè âåëè÷èíè ⋅ ( , )( , ) t a
pf t k  ³ τ= τ ⋅∫ ( , )

0

( ) : ( , )
t

p pF t f k a , äå 1,p ∈ ∞[ ] . 
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 Òåðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1 , 22 , 32  ³ 42 .  
Òîä³ ïðàâèëüí³ òàê³ òâåðäæåííÿ: 

 (³) äëÿ äîâ³ëüíèõ ôóíêö³é ϕ ∈ pLa  ³ ôóíêö³¿ f , ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâó 

p , 1,p ∈ ∞[ ] , ôîðìóëà 

 2 2
0

( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( , )
n n

t

u t x Z t x d d Z t x f d= ξ ϕ ξ ξ + τ τ ξ τ ξ ξ∫ ∫ ∫
 

, 

 (0,( , ) Tt x ∈ Π ] , (15) 

âèçíà÷àº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (12), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 

 ⋅ ≤ ϕ + ∈( , )( , ) ( ) ,          (0,t
pp pu t C F t t Tk a a( ) ] , 

ïðè 1,p ∈ ∞[ ]  – ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( )

0
lim ( , ) ( ) 0t

pt
u t

→
⋅ − ϕ ⋅ =s , 

à ïðè p = ∞  – ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
0

lim ( ) ( , ) ( ) ( )
n nt

x u t x dx x x dx
→

ψ = ψ ϕ∫ ∫
 

 

äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )
1

TL−ψ ∈ s ; 

 (³³) äëÿ áóäü-ÿêî¿ óçàãàëüíåíî¿ ì³ðè Mµ ∈ a  ³ ôóíêö³¿ f , ùî çàäîâîëü-

íÿº óìîâó 1 , ôîðìóëîþ 

 2 2
0

( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( , )
n n

t

u t x Z t x d x d Z t x f d= ξ µ + τ τ ξ τ ξ ξ∫ ∫ ∫
 

, 

 (0,( , ) Tt x ∈ Π ] , (16) 

âèçíà÷àºòüñÿ ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (12), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ 

îö³íêà 

 ⋅ ≤ µ + ∈( , )
1( , ) ( ) ,            (0,t

pu t C F t t Tk a a( ) ] , 

³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
0

lim ( ) ( , ) ( ) ( )
n nt

x u t x dx x d x
→

ψ = ψ µ∫ ∫
 

 

äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ ( )
0

TC−ψ ∈ s . 

 Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ð³âíÿííÿ (12) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

1 , 22 , 32 , 42 , äëÿ éîãî ïðàâî¿ ÷àñòèíè f  – óìîâà p , à äëÿ ðîçâ’ÿçêó 

u , âèçíà÷åíîãî â (0,TΠ ] , âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 ( , )( , ) ,      (0,t
pu t C t T⋅ ≤ ∈k a ] , (17) 

ç äåÿêèìè ñòàëîþ 0C >  ³ 1,p ∈ ∞[ ] .  

 Òîä³ ïðè (1,p ∈ ∞]  ³ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ pLϕ ∈ a , à ïðè 1p =  – ºäèíà 

óçàãàëüíåíà ì³ðà Mµ ∈ a  òàê³, ùî ðîçâ’ÿçîê u  çîáðàæóºòüñÿ â³äïîâ³äíî ó 
âèãëÿä³ (15) ³ (16). 
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 Çðîáèìî äåê³ëüêà çàêëþ÷íèõ çàóâàæåíü. 

 1°. Ç òåîðåì 2 ³ 3 âèïëèâàº, ùî ïðîñòîðè pLa , (1,p ∈ ∞] , ³ Ma  º ìíîæè-

íàìè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (12) òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè 
ðîçâ’ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (17) â³äïîâ³äíî ç (1,p ∈ ∞]  ³ 1p = . Öÿ óìîâà 

º íåîáõ³äíîþ ³ äîñòàòíüîþ äëÿ çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ó âèãëÿä³ (15) ³ (16). 
 2°. Íà ïðàêòè÷íó âàæëèâ³ñòü ð³âíÿíü òèïó (12) âêàçàíî â [3–5]. 
 3°. Çíàõîäæåííÿ óìîâ íà êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿíü (1), çà ÿêèõ L -ðîçâ’ÿçêè 
º çâè÷àéíèìè ðîçâ’ÿçêàìè, ÿâëÿº ñîáîþ çíà÷íî ñêëàäí³øó çàäà÷ó. ¯é áóäóòü 
ïðèñâÿ÷åí³ íàñòóïí³ ïóáë³êàö³¿. 
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ВЫРОЖДЕННЫХ  
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ТИПА КОЛМОГОРОВА 
 
Äëÿ òðåõ êëàññîâ âûðîæäåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà Êîëìîãîðîâà èñ-
ñëåäîâàíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ è êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè. 
 
CAUCHY PROBLEM FOR SOME DEGENERATE PARABOLIC 
KOLMOGOROV TYPE EQUATIONS  
 
For three classes of the degenerate parabolic Kolmogorov type equations the fundamen-
tal solutions and correct solvability of the Cauchy problem are investigated. 
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