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ПРО ПАРНІ МНОЖИНИ ЗБІЖНОСТІ ДЛЯ ДВОВИМІРНИХ НЕПЕРЕРВНИХ 
ДРОБІВ ІЗ КОМПЛЕКСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 
 

Äîâåäåíî àíàëîã òåîðåìè Ëåéòîíà – Óîëëà ïðî ïàðí³ ìíîæèíè çá³æíîñò³ äëÿ 
äâîâèì³ðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â ³ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè. 
 
Â àíàë³òè÷í³é òåîð³¿ íåïåðåðâíèõ äðîá³â ïîðÿä ç òàêèìè âàæëèâèìè 

êëàñè÷íèìè òåîðåìàìè çá³æíîñò³, ÿê îçíàêè Âîðï³öüêîãî, Ñëåøèíñüêîãî –
Ïð³íãñãåéìà, ïàðàáîë³÷í³ òåîðåìè, òåîðåìè ïðî ïàðí³ îáëàñò³ çá³æíîñò³ ïîñ³-
äàþòü âàãîìå ì³ñöå. Äåòàëüíèé îãëÿä ðîá³ò, ùî ñòîñóþòüñÿ ö³º¿ òåìè, çðîá-
ëåíî â [5]. Ïèòàííÿ ïðî ïàðí³ îáëàñò³ çá³æíîñò³ äëÿ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ 
äðîá³â çàãàëüíîãî âèãëÿäó ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòàõ [1, 4, 7], äëÿ ã³ëëÿñòèõ ëàí-
öþãîâèõ äðîá³â ç íåð³âíîçíà÷íèìè çì³ííèìè – âèâ÷àºòüñÿ Î. ª. Áàðàí [2]. 
Âèÿâèëîñü, ùî ó ïðèðîäíîìó ôîðìóëþâàíí³ â³äîì³ òåîðåìè ïðî ïàðí³ îá-
ëàñò³ çá³æíîñò³ íåïåðåðâíèõ äðîá³â íå ïåðåíîñÿòüñÿ íà ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ 
äðîáè çàãàëüíîãî âèãëÿäó [3, 4, 7]. Äëÿ äâîâèì³ðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â 
(ÄÍÄ) ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè öå ïèòàííÿ äî öüîãî ÷àñó íå âèâ÷àëîñü. 

Ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííèé äâîâèì³ðíèé íåïåðåðâíèé äð³á (ÄÍÄ) âèãëÿ-
äó [3] 
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Îçíà÷åííÿ 1 [6]. Íàçâåìî n -ìè ô³ãóðíèìè íàáëèæåííÿìè àáî n -ìè 
ô³ãóðíèìè ï³äõ³äíèìè äðîáàìè ÄÍÄ (1) ñê³í÷åíí³ ÄÍÄ âèãëÿäó  
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 Îçíà÷åííÿ 2 [7]. ÄÍÄ (1) íàçèâàþòü ô³ãóðíî çá³æíèì, ÿêùî ³ñíóº ñê³í-
÷åííà ãðàíèöÿ ïîñë³äîâíîñò³ éîãî íàáëèæåíü nf{ } . Âåëè÷èíó ö³º¿ ãðàíèö³ 

íàçèâàþòü çíà÷åííÿì íåñê³í÷åííîãî ÄÍÄ (1). 
 Îçíà÷åííÿ 3. Ïàðíîþ ìíîæèíîþ çá³æíîñò³ ÄÍÄ (1) íàçâåìî ïàðó ï³ä-
ìíîæèí 1 2,E E  êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè òàêèõ, ùî âèêîíàííÿ óìîâ 

 2 1,2 1 1 2 ,2 2      ,        ,      1,2k k k ka E a E k− − ∈ ∈ =  , 

 2 1, 1 , 2 1 1,         ,       0,1, ,     1,2,k j k k k ja E a E k j+ − + −∈ ∈ = =  , 

 2 , 2 , 2 2,           ,         0,1, ,     1,2,k j k k k ja E a E k j+ +∈ ∈ = =  

çàáåçïå÷óº çá³æí³ñòü ÄÍÄ (1). 
Çàëèøêàìè ÄÍÄ (1) íàçèâàþòüñÿ âèðàçè âèãëÿäó 
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 Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (2), (3) òà ïîçíà÷åííÿ (4), (5), ìàºìî 
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 Äëÿ äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ïîñë³äîâíîñòåé ô³ãóðíèõ ï³äõ³äíèõ äðî-
á³â ÄÍÄ (1) âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëó ð³çíèö³ 2 1n p> +  [3] 
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 Ëåìà. Íåõàé åëåìåíòè ÄÍÄ (1) çàäîâîëüíÿþòü òàê³ óìîâè: 
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 , 2 1 2 1,,         k k j k j ka r a r+ − + −≤ ≤ ,  

 , 2 2 ,2(1 ),    2(1 ),   0,1, ,    1,2,k k j k j ka r a r k j+ +≥ + ≥ + = =  , (11) 

äå r  – äîäàòíà ñòàëà, 1 4r < / . Òîä³ äëÿ çàëèøê³â ÄÍÄ (1) ñïðàâäæóþòüñÿ 
òàê³ îö³íêè: 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ïðàâèëüí³ñòü îö³íîê (12) äëÿ 0p =  âèïëèâàº ç ôîð-

ìóë (5). ßêùî îö³íêè (12) ïðàâèëüí³ äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ p  òà 0,1,k =  , 

1, 2,j =  , òî, âðàõîâóþ÷è óìîâè (10), îäåðæèìî  
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Àíàëîã³÷íî äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî ïðàâèëüí³ñòü îö³íîê (12) äëÿ çà-
ëèøê³â 
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Îö³íèìî òåïåð çàëèøêè ( ) ,  1, 2, ,  0,1,p
kQ k p= =  . Çàóâàæèìî, ùî 
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âèïëèâàº ç ôîðìóë (4) ³ íåð³âíîñò³ (14). ßêùî îö³íêè (13) ñïðàâäæóþòüñÿ 
äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ 0p ≥  òà 0,1,k =  , òî, âðàõîâóþ÷è óìîâè (11), 
îòðèìàºìî 
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Îòæå, äëÿ âñ³õ ìîæëèâèõ çíà÷åíü p  òà 0,1,k =   îö³íêè (13) ïðàâèëüí³. ◊ 

Òåîðåìà. ßêùî äëÿ åëåìåíò³â ÄÍÄ (1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè  
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äå ,r ε  – äîäàòí³ ñòàë³, 1 4r < / , 1ε < , òî ÄÍÄ (1) çá³ãàºòüñÿ ô³ãóðíî, ³ 
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Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (16) òåîðåìè òà îö³íêè (12), ìàºìî 
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Çàóâàæèìî, ùî  
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2°. Íåõàé 2 1k = − . Âðàõîâóþ÷è íåð³âíîñò³ (13) äëÿ çàëèøê³â ÄÍÄ, 
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k j jkp

jn p
n p k

p j n jk
j j

j

a

f f

Q Q

−
− + − +
− −

=
−

− −=

=

Φ − Φ ⋅

− ≤ Φ − Φ + +
∏

∑
∏

  

 

2
( 4 ) (4 4 )
2 ,2 21

,1 ( 2 )
22 (4 2 ) ( 2 )

(4 2 ) ( 2 )1 1

1

k
n k p k
k j jk pp

j jj n p
pk p j n j

p j n jk j j j
j j

j

a
a

Q Q
Q Q

− −
−

= −
− −

− −= =

=

Φ − Φ ⋅

+ + Φ ⋅ +
∏

∑ ∏
∏
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2 1

, 2
1 2 1

2 2 1
(4 2 ) ( 2 )

1 1

22 (1 )
1

p

j j p
j p

p p
p j n j

j j
j j

a
rr
r

Q Q

 
 
 
 

+

= +
+

− −

= =

+ ≤ − ε +
−

∏

∏ ∏
 

 
2 2 1 1

2
2 2

1

2 22 (1 )
1 (1 2 ) (1 2 )(1 5 4 )

p kp k
p k

k

r r rr
r r r r r

 
 
  
 

− + −
−

=

 + − ε + −  − − − +
∑  

 
2 21

2
2

1

2 22 (1 )
1 1 2 (1 2 )(1 5 4 )

p kp k
p k

k

r r rr
r r r r r

 
 
  
 

−−
−

=

 + − ε + − −  − − +
∑  

 
2

22 (1 )
(1 2 )(1 5 4 )

p
prr

r r r
 + − ε + 
 − − +

 

 
2

2 1
2

2 2(1 ) 2 (1 )
1 2 1(1 2 )(1 5 4 )

p p
p pr r rr

r rr r r

 
 
 
 

+ + − ε ≤ − ε + − − − − +
 

 
12 2 2

2
2 2

1

(1 ) 2 2 (1 )
1(1 2 ) (1 2 )(1 5 4 )

p kp k
p k

k

r r r r
rr r r r

 
 
 
 

−− +
−

=

−  + − ε + −  − − − +
∑  

 
1 2 2

2
2

1

2 22 (1 )
1 2 1 (1 2 )(1 5 4 )

p kp k
p k

k

r r rr
r r r r r

 
 
 
 

− −
−

=

 + − ε + − −  − − +
∑  

 
2

22 (1 )
1 2 (1 2 )(1 5 4 )

p
pr rr

r r r r
   + + − ε   −   − − +

. (23) 

 Ïðèïóñòèìî, ùî α  – ä³éñíèé êîð³íü ð³âíÿííÿ 

 3 2( ) 8 14 9 1 0F α = α − α + α − = . 

Ðîçãëÿíåìî òàê³ âèïàäêè: 
(à) r ≤ α . 

Îñê³ëüêè 2( ) 24 28 9 0F x x x′ = − + >  äëÿ âñ³õ ä³éñíèõ x , òî ( ) 0F r ≤  ïðè 

r ≤ α , òîáòî 3 28 14 9 1 0r r r− + − ≤ , îòæå, 

 2 3 2 2 32 1 7 14 8 1 2 5 10 4 8r r r r r r r r r≤ − + − = − − + + − =  

 2(1 2 )(1 5 4 )r r r= − − + . 
Òàêèì ÷èíîì,  

 
2

2 1
(1 2 )(1 5 4 )

r
r r r

≤
− − +

. 

Êð³ì òîãî, 2 1
1

r
r

<
−

 äëÿ 1
3

r < . Îñê³ëüêè 1
7

α < , òî 2 1
1

r
r

<
−

 äëÿ r ≤ α . 

 Ïîçíà÷èìî  

 
2

2 2max ,  1
1 (1 2 )(1 5 4 )

r rd
r r r r

 = ≤ − − − + 
. 

Òîä³ 

 
2

2 1
4

22 (1 )
1

p
p

n p
rf f r
r

+ − ≤ − ε + − 
 

 
1

1 1 2 2
2

1 1

(1 ) 2(1 ) (1 )
1 2(1 2 )

p p
p k k p k p k k p k

k k

r r r rd d d d
rr

−
− + − − − −

= =

− ⋅+ − ε + − ε +
−−

∑ ∑  
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2

2 122 (1 ) (1 ) 2 (1 )
1 2 1

p
p p p p pr rrd d r

r r
+ + − ε + − ε ≤ − ε + − − 

 

 1
2

(1 ) 2(1 ) ( 1) (1 )
1 2(1 2 )

p p p pr r r rp d p d
rr

+− ⋅+ − ε + − − ε +
−−

 

 
2

2 122 (1 ) (1 ) 2 (1 )
1 2 1

p
p p p p pr rrd d r

r r
+ + − ε + − ε ≤ − ε + − − 

 

 
2

(1 ) 2( 1) 2 (1 )
1 2 1 2(1 2 )

pr r r r rp p r
r rr

− ⋅ + + − + + − ε − − −
. 

Îòæå,  

 
2

2 1
4 2

(1 )2lim 2 (1 ) 3 (1 )
1 (1 2 )

p
p p

n p
n

r rrf f r p r
r r

+

→∞

+   − ≤ − ε + + − ε   −   −
 

³ îñòàòî÷íî îòðèìóºìî, ùî 

 4lim 0n p
n

f f
→∞

− →  ïðè p → ∞ . 

(á) 1 4rα < < .  
 Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàëüíèé ÄÍÄ âèãëÿäó 

 
ˆˆ

ˆ
,

0
1

( )
( )

1 ( )
D

k k

k k

a z
z

z

∞

=
Φ +

+ Φ
, (24) 

 
ˆ ˆˆ , ,

1 1

( ) ( )
( ) ,       0,1,

1 1D D
k j k k k j

k
j j

a z a z
z k

∞ ∞
+ +

= =
Φ = + =  , (25) 

äå  
 , , , ,ˆ ˆ

2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ,            ( ) ,      1,2,k k k k k k k ka z a a z a z k− − − −= = =  , 

 ˆ ˆ
, 2 1 , 2 1 2 1, 2 1,( ) ,     ( )k k j k k j k j k k j ka z a z a z a z+ − + − + − + −= = ,  

 ˆ ˆ
, 2 , 2 2 , 2 ,( ) ,          ,     0,1, ,     1,2,k k j k k j k j k k j ka z a a a k j+ + + += = = =  . 

Â îáëàñò³ 1:
1

z zε
 = < − ε 

D  åëåìåíòè ôóíêö³îíàëüíîãî ÄÍÄ (24), 

(25) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè, òîìó äëÿ éîãî ô³ãóðíèõ íàáëèæåíü (7) 
ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 
ˆˆ ˆ ˆ
1,1( )

0 ( 2)
1

( )
( ) ( ) 2

1 2( )

n
n n

a z rf z z r
rQ z−

≤ + ≤ +Φ −
. 

Îòæå, âñ³ ô³ãóðí³ ï³äõ³äí³ äðîáè ÄÍÄ (24), (25) – öå ãîëîìîðôí³ ôóíêö³¿, 

ð³âíîì³ðíî îáìåæåí³ â îáëàñò³ εD . ßêùî :z z z
rα
α∈ = <D { } , òî, ÿê áóëî 

ïîêàçàíî âèùå, ÄÍÄ (24), (25) çá³ãàºòüñÿ ð³âíîì³ðíî. Î÷åâèäíî, ùî 

α ε⊂D D , òîìó çà òåîðåìîþ Ìîíòåëÿ – Â³òàë³ [3] öåé äð³á çá³ãàºòüñÿ ð³â-

íîì³ðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñò³ εD , çîêðåìà, íà ìíîæèí³ {1} , à öå îçíà÷àº, 

ùî ÄÍÄ (1) çá³ãàºòüñÿ ô³ãóðíî. Ïðè öüîìó 

 
(1 ) 3 42 (1 ) (1 )
1 2 1 2n
r rf r r

r r
− ε −≤ − ε + = − ε

− −
, 

 3 4lim (1 )
1 2n

n

rf f r
r→∞

−= ≤ − ε
−

. 

 Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
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 Íàñë³äîê. Ìíîæèíè  

 1 : (1 )E z z r= ≤ − ε{ } , 

 2 : 2 1 2
1 2

rE z z r
r

  = ≥ + +  −  
, 

äå ,r ε  – äîäàòí³ ñòàë³, 1 4,  1r < ε </ , óòâîðþþòü ïàðíó ìíîæèíó çá³æ-
íîñò³ ÄÍÄ (1). 

 Íàñë³äîê ìîæíà ââàæàòè äâîâèì³ðíèì àíàëîãîì â³äîìî¿ òåîðåìè Ëåé-
òîíà – Óîëëà [5]. 
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О ПАРНЫХ МНОЖЕСТВАХ СХОДИМОСТИ ДЛЯ ДВУМЕРНЫХ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 
С КОМПЛЕКСНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 
 
Äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ëåéòîíà – Óîëëà î ïàðíûõ ìíîæåñòâàõ ñõîäèìîñòè äëÿ 
äâóìåðíûõ öåïíûõ äðîáåé ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè. 
 
ON THE TWIN CONVERGENCE REGIONS FOR TWO-DIMENSIONAL 
CONTINUED FRACTIONS WITH COMPLEX ELEMENTS  
 
The analogue of the Leighton – Wall’s theorem for two-dimensional continued fractions 
has been proved. 
 
1 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â, 

2 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè  Îäåðæàíî 

 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 25.05.07 
 
 


