
20 ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2006. – 49, ¹ 1. – Ñ. 20-30. 

ÓÄÊ 539.3 
 
В. Т. Грінченко, Н. С. Городецька 
 
МЕТОД СУПЕРПОЗИЦІЇ СТОСОВНО ГРАНИЧНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ 
НЕОДНОРІДНИХ ХВИЛЕВОДІВ  
 

Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ ðîçâèíóòî äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äèíàì³÷íî¿ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³, â ÿêèõ ïîëÿ íàïðóæåíü ìàþòü ëîêàëüí³ ñèíãóëÿðíîñò³ 
ñòåïåíåâîãî âèãëÿäó. Ïîêàçíèê ñòåïåíÿ òàêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé âèçíà÷àºòüñÿ 
àïð³îðíî íà îñíîâ³ çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ïîë³â íàïðóæåíü ó ïðóæíèõ ò³-
ëàõ ïðè íàÿâíîñò³ êóòîâèõ òî÷îê íà ãðàíèö³. Íà ïðèêëàä³ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿç-
êó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî õâèëåâîäó ïîêàçàíî çâ’ÿçîê ì³æ àñèìï-
òîòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè íåâ³äîìèõ àëãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè, äî ÿêî¿ çâî-
äèòüñÿ ãðàíè÷íà çàäà÷à, òà ëîêàëüíîþ îñîáëèâ³ñòþ â êóòîâ³é òî÷ö³. Íàÿâ-
í³ñòü òàêîãî çâ’ÿçêó âèêîðèñòàíî ç ìåòîþ ïîáóäîâè åôåêòèâíîãî àëãîðèòìó 
îäåðæàííÿ ê³ëüê³ñíèõ îö³íîê õàðàêòåðèñòèê õâèëüîâèõ ïîë³â. Çàïðîïîíîâà-
íèé ìåòîä ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ øèðîêîãî êîëà ãðàíè÷-
íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè.  

 
 1. Âñòóï. Ïðîáëåìà ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ º 
ñêëàäíîþ ³ áàãàòîãðàííîþ. Âèíèêàþ÷³ ïðè öüîìó òðóäíîù³ ñòèìóëþþòü 
ðîçâèòîê íîâèõ ÿê ÷èñåëüíèõ, òàê ³ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ. Åôåêòèâí³ñòü êîæíîãî ³ç çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîä³â âèçíà÷àºòüñÿ, 
íàñàìïåðåä, êîíêðåòíèì çì³ñòîì çàäà÷³. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìåòîäè º âçàº-
ìîäîïîâíþþ÷èìè ³ ¿õ ñï³ëüíå âèêîðèñòàííÿ äàº ìîæëèâ³ñòü êîíòðîëþâàòè 
òî÷í³ñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â. Ïîðÿä ³ç ïðÿìèìè ÷èñåëüíèìè ñõåìàìè 
ðîçâèâàþòüñÿ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷. 
Ïðè öüîìó çíàõîäæåííÿ àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó äîçâîëÿº âñòàíîâèòè óìîâè 
³ñíóâàííÿ òà îäíîçíà÷íîñò³ [7, 8], ðîçðîáèòè åôåêòèâí³ àëãîðèòìè äëÿ îòðè-
ìàííÿ ê³ëüê³ñíèõ äàíèõ ç óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé ïîñòàâëåíî¿ ãðàíè÷íî¿ 
çàäà÷³ [9], à òàêîæ äàòè ô³çè÷íå òðàêòóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó. 

Ðîçâèòêó îäíîãî ç òàêèõ ìåòîä³â – ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ – ñòîñîâíî 
àíàë³çó ïîøèðåííÿ õâèëü ó ô³çè÷íî íåîäíîð³äíèõ ïðóæíèõ õâèëåâîäàõ 
ïðèñâÿ÷åíà öÿ ðîáîòà. Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ãåîìåòð³¿ ðîçãëÿíóòîãî õâèëåâî-
äó º íàÿâí³ñòü êóòîâèõ òî÷îê. Íà ñüîãîäí³ â³äîì³ ñòðîã³ ðîçâ’ÿçêè ðÿäó ãðà-
íè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ îáëàñòåé ç êóòîâèìè òî÷êàìè. Öå, íà-
ñàìïåðåä, ãðàíè÷íà çàäà÷à äëÿ ïëîñêîãî êëèíà ç ð³çíèìè òèïàìè ãðàíè÷íèõ 
óìîâ íà ãðàíÿõ ïðè ð³çíèõ êóòàõ ðîçêðèâó [26]. Ç àíàë³çó ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ 
çàäà÷ âèïëèâàº, ùî íàïðóæåíèé ñòàí â îêîëàõ êóòîâèõ òî÷îê º ñêëàäíèì ³ 
äëÿ íüîãî õàðàêòåðíà øâèäêà çì³íþâàí³ñòü ïðè íàÿâíîñò³ ëîêàëüíèõ ³íòåã-
ðîâíèõ îñîáëèâîñòåé.  

Ïðè íàÿâíîñò³ ëîêàëüíèõ îñîáëèâîñòåé â õàðàêòåðèñòèêàõ õâèëüîâèõ 
ïîë³â, ÿê ïðàâèëî, âèíèêàº íåîäíîçíà÷í³ñòü ó ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³. 
Ïðè öüîìó ìîæíà ïîáóäóâàòè äåê³ëüêà ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü îñ-
íîâí³ ð³âíÿííÿ çàäà÷³ ³ â³äð³çíÿþòüñÿ ò³ëüêè øâèäê³ñòþ ïðÿìóâàííÿ äî íå-
ñê³í÷åííîñò³ ò³º¿ àáî ³íøî¿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ. Òîä³ äëÿ ïîáóäîâè ºäèíîãî 
ðîçâ’ÿçêó íåîáõ³äíî âèçíà÷èòè ô³çè÷íî îá´ðóíòîâàíèé õàðàêòåð ñèíãóëÿð-
íîñò³ íà ðåáð³. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ïèòàííÿ ïðî îñîáëèâîñò³ ïðè ãàðìîí³÷íèõ 
ïðîöåñàõ ó ïðóæíèõ ò³ëàõ ìîæå áóòè âèð³øåíî íà îñíîâ³ àíàë³çó â³äïîâ³ä-
íî¿ ñòàòè÷íî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ [20]. Ðîçâ’ÿçîê òàêèõ çàäà÷ ó ïîëÿðíèõ êîîð-
äèíàòàõ ìîæíà îòðèìàòè àáî ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ìåëë³íà, àáî 
íà îñíîâ³ çàãàëüíîãî ïîäàííÿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü. 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî äîñë³äæåííÿ îñîáëèâîñòåé, ÿê³ âèêîíàíî çà äîïî-
ìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ìåëë³íà, â³äíîñÿòüñÿ äî ïðÿìèõ ìåòîä³â, ó òîé ÷àñ ÿê 
ëîêàëüí³ äîñë³äæåííÿ øëÿõîì ïîáóäîâè ì³ñöåâîãî ðîçâ’ÿçêó â³äíîñÿòüñÿ äî 
íàï³âîáåðíåíèõ ìåòîä³â. Öå âèïëèâàº ç òîãî, ùî â ïåðøîìó âèïàäêó îñîá-
ëèâ³ñòü âèÿâëÿºòüñÿ ç îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìåëë³íà äëÿ íàïðóæåíü, 
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à â äðóãîìó – ôóíêö³¿ íàïðóæåííÿ çàäàþòüñÿ ó âèãëÿä³ äåÿêîãî ñòåïåíå-
âîãî ðÿäó, ïîêàçíèêè ñòåïåí³â ÿêîãî çíàõîäÿòüñÿ ç óìîâè ³ñíóâàííÿ íåòðè-
â³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó îäíîð³äíî¿ çàäà÷³ òà âèìîãè îáìåæåíîñò³ åíåðã³¿ äåôîð-
ìàö³¿, íàêîïè÷åíî¿ â îêîë³ òî÷îê ñèíãóëÿðíîñò³. Â³äì³íí³ñòü ì³æ öèìè äâîìà 
ìåòîäàìè ïðîÿâèëàñÿ ïðè çíàõîäæåíí³ ëîãàðèôì³÷íî¿ îñîáëèâîñò³. ¯¿ ³ñíó-
âàííÿ âïåðøå áóëî äîâåäåíî ïðÿìèì ìåòîäîì [5], íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî 
íàï³âîáåðíåíèé ìåòîä áóâ ðîçâèíåíèé ðàí³øå. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â äîñë³ä-
æåíü îñîáëèâîñòåé ó ñòàòè÷íèõ çàäà÷àõ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ íàâåäåíî â ðî-
áîòàõ [6, 27]. 

Êð³ì òîãî, âàæëèâèì º âèñíîâîê ïðî òå, ùî ö³ îñîáëèâîñò³ ìîæíà âè-
çíà÷èòè øëÿõîì àíàë³çó ïîëÿ â îêîë³ ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê íåçàëåæíî â³ä 
ðîçâ’ÿçêó çàãàëüíî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ îáëàñò³ ç êóòàìè, òîáòî ¿õ ìîæíà 
ââàæàòè çàçäàëåã³äü â³äîìèìè [4]. 

Âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðó îñîáëèâîñò³ âèÿâëÿºòüñÿ ³ñòîòíèì ïðè ïîáóäîâ³ 
åôåêòèâíèõ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé ç êó-
òîâèìè òî÷êàìè.  

Öÿ îáñòàâèíà âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ìåòîä³ ñóïåðïîçèö³¿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ êîíêðåòíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ç îñîáëèâîñòÿìè. 

2. Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿. Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ 
´ðóíòóºòüñÿ íà ³äå¿ Ëÿìå, ÿêà ïîëÿãàº â òîìó, ùî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà-
÷³ äëÿ îáìåæåíîãî ò³ëà áóäóºòüñÿ ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ äåê³ëüêîõ ÷àñòêî-
âèõ ðîçâ’ÿçê³â, êîæíèé ç ÿêèõ ìàº äîñòàòí³é ñòóï³íü ôóíêö³îíàëüíî¿ äî-
â³ëüíîñò³ äëÿ çàäîâîëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ÷àñòèíàõ ïîâåðõí³ ò³ëà, ùî 
íàëåæàòü äî êîîðäèíàòíèõ ïîâåðõîíü îäí³º¿ ñ³ì’¿. Ëÿìå ñïðîáóâàâ çíàéòè 
òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî ð³âíîâàãó ïàðàëåëåï³ïåäà, âèêîðèñòîâóþ÷è òðè 
íàáîðè ðîçâ’ÿçê³â äëÿ øàðó. Òàêèé ï³äõ³ä ïðèâ³â äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ìåòîäè äîñë³äæåííÿ ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêî¿ íà òîé ÷àñ 
ùå íå áóëè ðîçðîáëåí³, ùî ñòðèìóâàëî øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó. Òåîð³ÿ 
íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì áóëà ðîçâèíóòà ëèøå â 30-õ ðîêàõ äâàäöÿòîãî ñòîë³òòÿ 
Á. Ì. Êîÿëîâè÷åì [24, 25]. 
 Âåëèêèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ âíåñëè Á. Ë. Àáðàìÿí 
òà éîãî ó÷í³ [1–3]. Â³äì³òèìî ðîáîòó [1], ó ÿê³é âïåðøå äîâåäåíî ðåãóëÿð-
í³ñòü íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì, ÿê³ ïîðîäæóâàëèñü ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. 

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ³ ìàòåìàòè÷íå îá´ðóíòóâàííÿ öåé ìåòîä îäåðæàâ 
ó ðîáîòàõ Â. Ò. Ãð³í÷åíêà òà À. Ô. Óë³òêà [17–22]. Ó íèõ äîñë³äæåííÿ 
Á. Ì. Êîÿëîâè÷à áóëî ðîçâèíóòî äëÿ ñèñòåì, ÿê³ ïîðîäæóþòüñÿ ãðàíè÷íèìè 
çàäà÷àìè òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â ðàìêàõ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿. Íà ïðèêëàä³ çà-
äà÷³ ïðî ïðÿìîêóòíèê áóëî çíàéäåíî çâ’ÿçîê ì³æ õàðàêòåðîì ïîâåä³íêè 
êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü â îêîë³ êóòîâèõ òî÷îê ³ àñèìïòîòè÷íèìè 
âëàñòèâîñòÿìè íåâ³äîìèõ ó íåñê³í÷åíí³é ñèñòåì³. 

Çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ âíåñëè òàêîæ Î. À. Ãî-
ëîâ³í [10, 11], À. Ì. Ãîì³ëêî, Â. Â. Ìåëåøêî [12–14] òà ³í. 

Ó ö³é ðîáîò³ ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ ðîçâèíóòî äëÿ äèíàì³÷íèõ ãðàíè÷íèõ 
çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ ç äîñë³äæåííÿì õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â â íåîäíîð³äíèõ õâè-
ëåâîäàõ. Ó ïîëÿõ íàïðóæåíü â òàêèõ õâèëåâîäàõ ìîæóòü ³ñíóâàòè ëîêàëüí³ 
îñîáëèâîñò³. Ïðè öüîìó íàÿâí³ñòü îñîáëèâîñò³ â êóòîâ³é òî÷ö³ ³ ¿¿ õàðàêòåð 
ââàæàþòüñÿ àïð³îðíî â³äîìèìè. Ìîäåëüíîþ çàäà÷åþ äëÿ äîñë³äæåííÿ 
õàðàêòåðó îñîáëèâîñòåé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íåîäíîð³äíèõ ò³ë 
ó çàëåæíîñò³ â³ä ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèù, ùî êîíòàêòóþòü, 
êóò³â òà ãðàíè÷íèõ óìîâ º ïëîñêà çàäà÷à ïðî êëèí [5, 6, 23]. 

Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿäàºòüñÿ äèôðàêö³ÿ ïðóæíèõ õâèëü íà ãðàíèö³ ðîç-
ä³ëó â íåðåãóëÿðíîìó õâèëåâîä³. Ï³ä íåðåãóëÿðíèì õâèëåâîäîì ðîçóì³ºìî 
õâèëåâ³ä, âëàñòèâîñò³ ÿêîãî ìîæóòü çì³íþâàòèñÿ âçäîâæ íàïðÿìêó ïîøè-
ðåííÿ õâèëü. Çîêðåìà, ðîçãëÿäàºòüñÿ íåðåãóëÿðíèé õâèëåâ³ä, óòâîðåíèé çà 
ðàõóíîê æîðñòêîãî êîíòàêòó äâîõ ï³âøàð³â ç ð³çíèìè ìåõàí³÷íèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè. 
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2.1. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ òà ïîáóäîâà çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿç-
êó äëÿ æîðñòêîãî êîíòàêòó äâîõ ï³âøàð³â îäíàêîâî¿ âèñîòè. Ðîçãëÿ-
äàºòüñÿ ñòàö³îíàðíå õâèëüîâå ïîëå â ïðóæíîìó õâèëåâîä³, óòâîðåíîìó 
æîðñòêèì ç’ºäíàííÿì äâîõ ïðóæíèõ ï³âøà-
ð³â îäíàêîâî¿ âèñîòè 2h , àëå ç ð³çíèìè ìå-
õàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (ðèñ. 1) [15].  

Õâèëüîâå ïîëå çáóäæóºòüñÿ ïåðøîþ 
íîðìàëüíîþ õâèëåþ, ùî íàäõîäèòü ç íå-
ñê³í÷åííîñò³ â ïðàâîìó ï³âøàð³. Ïàäàþ÷³é 
õâèë³ â³äïîâ³äàº ³íäåêñ «0». ²íäåêñè «1» ³ «2» 
â³äíîñÿòüñÿ äî ë³âîãî òà ïðàâîãî ï³âøàðó 
â³äïîâ³äíî. Âëàñòèâîñò³ ³çîòðîïíèõ ñåðåäîâèù õàðàêòåðèçóþòüñÿ ìîäóëÿìè 
çñóâó 1 2,µ µ , êîåô³ö³ºíòàìè Ïóàññîíà 1 2,ν ν  ³ ãóñòèíàìè 1 2,ρ ρ . Ïîâåðõí³ 

Y h= ±  â³ëüí³ â³ä íàïðóæåíü. Íàäàë³ ìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó òà ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ íàâåäåíî â áåçðîçì³ðíèõ êîîðäèíàòàõ / ,  /y Y h z Z h= = .  

Ãðàíè÷í³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä 

 (1) (2)( 1, ) 0,    0,       ( 1, ) 0,   0yy yyz z z zσ ± = ≤ σ ± = ≥ , 

 (1) (2)(( 1, ) 0,    0,       ( 1, ) 0,    0yz yyz z z zτ ± = ≤ τ ± = ≥ . (1) 

Ó çîí³ êîíòàêòó óìîâè ñïðÿæåííÿ çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 (1) (2) (0) (1) (2) (0)( ,0) ( ,0) ( ,0),     ( ,0) ( ,0) ( , 0)zz zz zz zy zy zyy y y y y yσ = σ + σ τ = τ + τ , 

 (1) (2) (0) (1) (2) (0)( ,0) ( ,0) ( , 0),     ( ,0) ( ,0) ( ,0)z z z y y yu y u y u y u y u y u y= + = + . (2) 

Íåîáõ³äíî çíàéòè âåêòîð ïåðåì³ùåíü ( , ) ( , ), ( , )y zy z u y z u y z=u { } , ùî çà-

äîâîëüíÿº âåêòîðíå ð³âíÿííÿ Ëÿìå  

 
2

2
( ) grad div

t
∂µ ∆ + λ + µ = ρ
∂

uu u , (3) 

çàäàí³ ãðàíè÷í³ óìîâè (1) òà óìîâè ñïðÿæåííÿ (2). 
Äîäàòêîâî äî óìîâ ñïðÿæåííÿ (2) ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ óìîâè âèïðîì³-

íþâàííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³, ÿê³ ïîëÿãàþòü ó òîìó, ùî êîæíà íîðìàëüíà 
õâèëÿ, ùî ïîøèðþºòüñÿ, ó ïðîéäåíîìó ³ â³äáèòîìó ïîëÿõ ïåðåíîñèòü åíåð-
ã³þ â³ä ãðàíèö³ ðîçä³ëó íà íåñê³í÷åíí³ñòü.  

Ó ìåòîä³ ñóïåðïîçèö³¿ âèðàç äëÿ âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ó êîæíîìó ç ï³â-
øàð³â ìàº äâ³ ñêëàäîâ³. Ïåðøà ìàº äîñòàòíþ äîâ³ëüí³ñòü ùîäî âèêîíàííÿ 
ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïîâåðõíÿõ 1y = ± . Ö³ âèìîãè çàäîâîëüíÿº çàãàëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ íåñê³í÷åííîãî øàðó. Äëÿ ñèìåòðè÷íèõ êîëè-
âàíü øóêàí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ 0z ≥  ìàþòü âèãëÿä 

 (2)
1 1 1 2 2 2

1 ( ) ch ( ) ch
2

i z
zu ix p y x p p y e d

∞
τ

−∞

= τ τ − τ τ
π ∫ ( ) , 

 (2)
1 1 1 1 2 1

1 ( ) sh ( ) sh
2

i z
yu x p p y i x p y e d

∞
τ

−∞

= τ + τ τ τ
π ∫ ( ) . (4) 

Äðóãó ñêëàäîâó ïðèéìàþòü ó âèãëÿä³ â³äîìîãî ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çà-
äà÷³ äëÿ ïåð³îäè÷íî äåôîðìîâàíî¿ ï³âïëîùèíè: 

  
1 1 2(2)

2 0 1 1
1

cosi z q z q z
z k k k k

k

u i A e A q e B e y
∞

Ω − −

=

= Ω − + β β∑ ( ) , 

 1 2(2)
2 2

1

sinq z q z
y k k k k

k

u A e B q e y
∞

− −

=

= − β + β∑ ( ) . (5) 

 

z 

2h 

u(1)
 

−1 

u(2)
 

u(0)
 

1 

y 

2 1 

z 
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Òóò 

 
2 2

2 2

, ,

, ,

k j k j
j

j k k j

q
i

 β − Ω β ≥ Ω= 
− Ω − β β ≤ Ω

   
2 2

2 2

, ,

, ,

j j
j

j j

p
i

 τ − Ω τ ≥ Ω= 
− Ω − τ τ ≤ Ω

 

k kβ = π , ,  1,2j
j

h j
c
ωΩ = = ; 1c  – øâèäê³ñòü ïîçäîâæí³õ õâèëü; 2c  – 

øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íèõ õâèëü. 
Äðóãà ñêëàäîâà ïåðåì³ùåíü – öå ñóìà ïî k , ÿêà º ðÿäîì Ôóð’º çà ïîâ-

íèìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêö³ÿìè. Âîíà çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ äâîõ äî-
â³ëüíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè 0z = , à ³íòåãðàë Ôóð’º (ïåðøà ñêëàäîâà ïåðå-
ì³ùåííÿ) – âèêîíàííÿ óìîâ ïðè 1y = ± . 

Âèêîíàííÿ óìîâè â³äñóòíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõíÿõ y =  

1= ±  ïðèâîäèòü äî çâ’ÿçêó ì³æ 1( )x τ  ³ 2 ( )x τ  ó âèãëÿä³ 

 
2 2

2 2
1 2

1 1

sh
( ) ( )

2 sh
p p

x i x
p p

τ +
τ = − τ

τ
. 

Òîä³, ââîäÿ÷è íîâó ôóíêö³þ 2
2 1( ) ( ) /( )x i x pτ = τ τ , îäåðæèìî âèðàç äëÿ âåê-

òîðà ïåðåì³ùåíü ó âèãëÿä³ 

 1 2
2

1

1sin ( ) ( , )
2

q z q z i z
y k k k k y

k

u A e B q e y x U y e dy
∞∞

− − τ

= −∞

= − β + β + τ τ
π∑ ∫( ) , 

 1 1 2
0 1 1

1

cosi q z q z
z k k k k

k

u i A e A q e B e y
∞

Ω − −

=

= Ω − + β β +∑ ( )  

  

1 ( ) ( , )
2

i z
zx U y e dy

∞
τ

−∞

+ τ τ
π ∫ ,  (6) 

äå 

 
2 2

2 2 2 1
1 2 1

2 1

ch ch
( , )

sh 2 shy

p y p p y
U y p p p

p p
ξ + τ = τ − 

 
, 

 
2 2

2 2 2 2 1
1

2 1

sh sh
( , )

sh 2 shy

p y p p y
U y p

p p
ξ + τ = τ − 

 
, 

ç íåâ³äîìèìè ñòàëèìè 0 , , ,  1,2,k kA A B k =  , ³ ôóíêö³ºþ ( )x τ . 

Ðîçâ’ÿçîê äëÿ ïðîéäåíîãî ïîëÿ ( 0z < ) çàïèñóºòüñÿ àíàëîã³÷íî ç óðàõó-
âàííÿì çì³íè íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ ³ ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà 
â³äíîñíî íåâ³äîìèõ 0 , , ,  1, 2,k kC C D k =  , ³ ôóíêö³¿ ( )x τ . 

Âèêîíàííÿ óìîâè â³äñóòíîñò³ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõíÿõ y =  

1= ±  òà óìîâ ñïðÿæåííÿ (2) ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ³íòåãðî-àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü â³äíîñíî ñòàëèõ íåâ³äîìèõ 0 , , ,k kA A B 0 , , ,  1, 2,k kC C D k =  , ³ 

ôóíêö³é ( ),  ( )x xτ τ , ÿêà ìàº òàêèé âèãëÿä: 

 
(2)2 2

(2) (2)0 1
0 2 (2)2

11

2
( ) ( ) ( ) ( ) 0k k k k

k

i
x A A e B c

∞

=

Ω Ω
τ ∆ τ + − τ + τ =

τ − Ω
∑ , 

 
(1)2 2

(1) (2)0 1
0 2 (1)2

11

2
( ) ( ) ( ) ( ) 0k k k k

k

i
x C C e D c

∞

=

Ω Ω
τ ∆ τ + − τ − τ =

τ − Ω
∑ , 

 (1) (2) (2)2
0 1 0 1 0i C i AΩ + Ω = −ξ Ω , 
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2 (1)2 2 (2)2

(1) (1)2 2
1 1 2 12 2

k k
k k k k

k k

q q
C q D A q B

β + β +   µ − + − µ + =   β β   
 

 
(2)2 2 (2)2

(2)2 (1)22 1 2
2 1(2)2 2 (2)2 2

2 1

2
( 1)k

k k

p
p p

p p

µ ξ ξ − Ω
= − − −

+ β + β

( )
( )

( )( )
, 

 
(2)2 2 (2)2

(1) (1) (2)2 2 2
1 1 1 (2)2 2 (2)2 2

2 1

2
( 1)kk k k k k k

k k

p p
C q D A q D p

p p

ξ + − β + + β = − ξ − 
 + β + β

, 

 (1) (1) (2)
1 1( 1) ( ) ( )

2
k k

k k k k k k kC D q x u d A B q
∞

−∞

β
− β + − − τ τ τ + β + −

π ∫ ( ) ( )  

 (2) (2)( 1) ( ) ( ) ( )
2

k k
k kx u d u

∞

−∞

β
− − τ τ τ = − ξ

π ∫ , 

 
(1)2 (1)2 (2)2 (2)2(1)2 (2)2
2 0 2 02 2

1 0 2 0( ) ( )
2 4 2 4

C x d A x d
∞ ∞

−∞ −∞

Ω Ω Ω ΩΩ Ω   µ + τ τ − µ + τ τ =   π π   ∫ ∫  

 
(2)2 (2)2
2 0

2 2
i

Ω Ω
= µ , 

 
2 (1)2 2 (2)2

(1) (1)2 21
2

2

1( 1) ( )
2 2 2

kk k
k k k k k

q q
C D q x b d A

∞

−∞

β + β +µ   − β − − τ τ − +  µ π  ∫   

 (2) (2) (2)
2

1( 1) ( ) ( )
2

k
k k k kB q x b d i b

∞

−∞

+ β − − τ τ = − ξπ ∫ .  (7) 

Òóò ξ  – õâèëüîâå ÷èñëî ïàäàþ÷î¿ õâèë³, 

 2 2 2 2 2
2 1 1 1 2 2( ) 2 ch 4 ch 0p p p p p∆ τ = τ − Ω − τ =( ) , 

 
2 ( )22

( ) ( )2 2
1 2 ( )2 2 ( )2

2 1

2( )
i

i i
k i i

k k

p
u p

p p

τ +τ τ = − 
 β + β +

, 

 
2 ( )2 2 22 ( )2

( ) ( )2 2 02
1 2 ( )2 2 ( )2

2 1

( )( )2
( )

ii
i i

k i i

pp
b p

q q

τ + τ + Ωτ τ = − 
 τ + τ +

, 

 
( ) 2 2 ( ) 22

2 2 ( ) ( )1 0 22
0 1 2 ( )2 2 ( )2

1 2

2 2
,    ( ) ,     

2

i i
i ik k

k ki i

q q
e c

q q

β + Ω βΩ
Ω = − Ω τ = =

τ + τ +

( )
. 

Ñòðóêòóðà ñèñòåìè (7) âêàçóº íà âàæëèâó îñîáëèâ³ñòü àëãåáðà¿÷íèõ 
ñï³ââ³äíîøåíü, ùî âèïëèâàþòü ç óìîâ ñïðÿæåííÿ. Îòðèìàíà ñèñòåìà (7) º 
ñèñòåìîþ äðóãîãî ðîäó, ó ÿê³é ïðèðîäíèì ÷èíîì âèä³ëÿþòüñÿ ãîëîâí³ åëå-
ìåíòè, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü çà âèêîíàííÿ êîíêðåòíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ñàìå 
ôîðìóâàííÿ àëãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè ïðîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì îñíîâíèõ 
âëàñòèâîñòåé ðîçâèíåííÿ ó ðÿäè Ôóð’º. Öå çàáåçïå÷óº çá³æí³ñòü âèêîðèñòà-
íèõ ðîçâèíåíü íàâ³òü ó âèïàäêó íàÿâíîñò³ ³íòåãðîâíèõ îñîáëèâîñòåé ó 
ôóíêö³é, ÿê³ ðîçâèâàºìî ó ðÿäè, ÿê öå ìàº ì³ñöå â äîñë³äæóâàí³é ô³çè÷í³é 
çàäà÷³. Õàðàêòåð ñèíãóëÿðíîñò³ â ïîë³ íàïðóæåíü ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé äî 
ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ â ö³ëîìó. 

Äëÿ ïîâíîãî îïèñó õâèëüîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèö³ ðîçä³ëó äâîõ ï³äøàð³â 
ïðîñò³ ìåòîäè ðåäóêö³¿ ³íòåãðî-àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü íåïðèäàòí³. Öå çóìîâ-
ëåíî íàÿâí³ñòþ â êóòîâ³é òî÷ö³ îñîáëèâîñò³ çà íàïðóæåííÿìè ïðè ïåâíèõ 
ñï³ââ³äíîøåííÿõ ïàðàìåòð³â êîíòàêòóþ÷èõ ñåðåäîâèù [6]. 

²ñíóâàííÿ â êóòîâ³é òî÷ö³ îñîáëèâîñò³ çà íàïðóæåííÿìè ïðèçâîäèòü äî 
òîãî, ùî â ðàìêàõ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ ³íòåãðàëè òà ðÿäè äëÿ íàïðóæåíü íà 
ë³í³¿ êîíòàêòó ñõîäÿòüñÿ ïîâ³ëüíî. 
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Äëÿ îäåðæàííÿ ðîçâ’ÿçêó, ùî àäåêâàòíî îïèñóº õâèëüîâå ïîëå íà 
ãðàíèö³ ðîçä³ëó, íåîáõ³äíî âèêîðèñòàòè àñèìïòîòè÷í³ âëàñòèâîñò³ íåâ³äîìèõ. 
Àíàë³ç àñèìïòîòèêè íåâ³äîìèõ ó ñóìàõ áàçóºòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ çá³æ-
íîñò³ ðÿä³â äëÿ íàïðóæåíü ïîáëèçó êóòîâèõ òî÷îê íà ë³í³¿ êîíòàêòó äâîõ 
ñåðåäîâèù: 1, 0y z= ± = + . Çâàæàþ÷è íà õàðàêòåð îñîáëèâîñò³ â îêîë³ êóòà, 

íîðìàëüíå ( 1, 0)zz yσ = ±  ³ äîòè÷íå ( 1, 0)zyτ ±  íàïðóæåííÿ ìîæóòü áóòè 

ïîäàí³ ó âèãëÿä³ [16] 

 
( ) ( )

12 1 2 1

( 1, )( 1, )
( ),   ( )

2 2(1 ) (1 )

zyzz
zz

y y
y y

+ +

−ε −ε

τ ±σ ± σ τ= + ψ = + ψ
µ µ− −

. (8) 

Òóò ( ) ( ),+ +σ τ  – ñòàë³ âåëè÷èíè, à 1( ),  ( )y yψ ψ  – äåÿê³ ãëàäê³ ôóíêö³¿.  
Çàïèøåìî äîäàíêè ç îñîáëèâ³ñòþ ó âèðàçàõ (8) íåñê³í÷åííèì ðÿäîì çà 

ñèñòåìàìè ôóíêö³é cos k yβ  ³ sin k yβ . 

Ïðè îá÷èñëåíí³ êîåô³ö³ºíò³â öèõ ðÿä³â âèêîðèñòîâóâàëèñÿ çíà÷åííÿ 
³íòåãðàë³â 

 
0.51

2 1
0.5

0

2(1 ) cos ( ) ( )
2k k

k
y y dy J

ε−
−ε

ε−
 π− β = Γ ε β β ∫ , 

 
0.51

2 1
0.5

0

2(1 ) sin ( ) ( )
2k k

k
y y dy J

ε−
−ε

ε+
 π− β = Γ ε β β ∫ . (9) 

Âèõîäÿ÷è ç âèðàç³â äëÿ íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó ðàìêàõ 
ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ ç óðàõóâàííÿì (8), äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü k  ìîæíà çà-
ïèñàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ àñèìïòîòè÷íèõ çíà÷åíü íåâ³äîìèõ 

,  k kA B  ó âèãëÿä³ 

 0 0.5 0 0.5
(2)2 (2)2 0.5 (2)2 (2)2 0.5
1 2 1 2

2 2
,        k k

k k

a J b J
A Bε− ε−

ε− ε−

−
= =

Ω − Ω β Ω − Ω β
, 

 
4 4

( ) ( )1 2
0 0 02 2

1 2

1 ,     tan
24 (k

a d d + +Ω + Ω πε   = − = σ + τ   
   β Ω − Ω

, 

 
4 4 ( ) (2)2 (2)2
1 2 1 2

0 0 2 2
1 2

1
24 ( ) kk

b d
+Ω + Ω σ Ω − Ω = − −  β β Ω − Ω

( )
. (10) 

Óñòàíîâèâøè õàðàêòåð ïîâåä³íêè íåâ³äîìèõ ó ñèñòåì³ (7), ââàæàºìî, ùî 

 , ,       K K K K
k k

k k

A B
A B k Kε ε

β β
= = >

β β
. 

Àíàëîã³÷íî äëÿ ë³âîãî ï³âøàðó ( 0)z <  çíàõîäèìî àñèìïòîòèêó íåâ³äî-

ìèõ ,k kC D . Ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äîçâîëÿþòü çàì³íèòè âñ³ íåâ³äîì³ ç âèñîêè-

ìè íîìåðàìè â íåñê³í÷åíí³é ñèñòåì³ (7) ¿õ àñèìïòîòè÷íèì çíà÷åííÿì ³ 
ïðîâåñòè êîðåêòíó ðåäóêö³þ ñèñòåìè. Àñèìïòîòèêà äëÿ ôóíêö³é ( ),  ( )x xτ τ  
ïðè τ → ∞  âèïëèâàº ç ïåðøîãî é äðóãîãî ð³âíÿíü ñèñòåìè (7) â³äïîâ³äíî: 

 ( ) ( )
(2)2 (2)2 3
1 2

4 1 1( ) coth ( 1)
22

x + +
ε+

επ   τ = − σ ε − τ ε   
   πΩ − Ω τ

, 

 ( ) ( )
(1)2 (1)2 3
1 2

4 1 1( ) coth ( 1)
22

x − −
ε+

επ   τ = − σ ε − τ ε   
   πΩ − Ω τ

 . (11) 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîêàçíèêà îñîáëèâîñò³ 1 − ε  ó âèðàçàõ (8) çáåðåæåìî 
ò³ëüêè ãîëîâí³ ÷ëåíè â ñèñòåì³ (7). Îäåðæèìî òàêó ñèñòåìó îäíîð³äíèõ ð³â-

íÿíü â³äíîñíî ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  ,  + + − −σ τ σ τ : 
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 ( ) ( )
2 1 0+ −µ τ + µ τ = , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 1 12(1 ) (1 2 ) tg 2(1 ) (1 2 ) tg 0

2 2
+ + + − −επ επ− ν σ + − ν τ + σ − ν σ + − ν τ = , 

 

( )
2 ( )

( )
2 2 2

(1 ) tg
2

sin sin
2 2

+
+

+
επε + ε τ ε σµ σ − − −  πε πε 

 

 

( )
2 ( )

( )
1 2 2

(1 ) tg
2 0

sin sin
2 2

−
−

−
επε + ε τ ε σ− µ σ − − =  πε πε 

, 
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Âèçíà÷íèê îòðèìàíî¿ ñèñòåìè çá³ãàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿì Äàíäåðñà äëÿ 
ñòàòè÷íèõ çàäà÷ [6]: 

 
2

2 2 2 2 2sin ( ) 0.25 sin 0
2
επ β + α − β ε − επ − ε α = 

 
. (12) 

Òóò 

 2 1 1 2 2 1 1 2

2 1 1 2 2 1 1 2

(1 ) (1 ) (1 2 ) (1 2 )1,        
(1 ) (1 ) 2 (1 ) (1 )

µ − ν − µ − ν µ − ν − µ − ν
α = β =

µ − ν + µ − ν µ − ν + µ − ν
. 

Àíàë³ç ð³âíÿííÿ (12) äëÿ ð³çíèõ êîìá³íàö³é ïðóæíèõ ñòàëèõ íàâåäåíî â [6]. 
Ïîäàëüøà ïîáóäîâà àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçêó ïîâ’ÿçàíà ç³ ñïîñîáîì çàìè-

êàííÿ ñèñòåìè. Ó ðîáîò³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ òðàäèö³éíèé ï³äõ³ä, â ÿêîìó çà-
äàþòüñÿ àñèìïòîòè÷í³ âèðàçè äëÿ âñ³õ ÷îòèðüîõ êîåô³ö³ºíò³â. Ó öüîìó âè-

ïàäêó ( ) ( ),  + +σ τ  äëÿ â³äáèòîãî ïîëÿ ³ ( ) ( ),  − −σ τ  äëÿ ïðîéäåíîãî ïîëÿ òàêîæ 

ñòàþòü íåâ³äîìèìè, à êîåô³ö³ºíòè , , ,k k k kA B C D  äëÿ óñ³õ k K>  çàäàþòüñÿ 

ó âèãëÿä³ (11). 
Çàê³í÷óþ÷è ðîçãëÿä ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ ñòîñîâíî çàäà÷³ äèôðàêö³¿ 

íîðìàëüíèõ õâèëü íà âåðòèêàëüí³é ãðàíèö³ â ñêëàäåíîìó õâèëåâîä³, ï³ä-
êðåñëèìî ùå ðàç, ùî îñíîâíà ïåðåâàãà öüîãî ìåòîäó ïîëÿãàº â ìîæëèâîñò³ 
âðàõóâàííÿ ëîêàëüíèõ îñîáëèâîñòåé çà íàïðóæåííÿìè íà ãðàíèö³ ðîçä³ëó. 
Öå äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè åôåêòèâíèé àëãîðèòì äëÿ îá÷èñëåííÿ õàðàêòåðèñ-
òèê â³äáèòîãî òà ïðîéäåíîãî ïîë³â ïðè âðàõóâàíí³ îáìåæåíîãî ÷èñëà äîäàí-
ê³â ó ðÿäàõ ñèñòåìè (7). 

Ïðè âèçíà÷åíí³ ïîðÿäêó ë³í³éíî¿ ñèñòåìè, ùî â³äïîâ³äàº ñèñòåì³ (7), íå-
îáõ³äíî îö³íèòè ÿê³ñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó, ùî îïèñóº õâèëüîâèé ïðîöåñ 
ó íåðåãóëÿðíîìó õâèëåâîä³. Äëÿ öüîãî ³ñíóº ðÿä êðèòåð³¿â. Íàñàìïåðåä, îö³-
íþâàëàñÿ ñò³éê³ñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â. Ïðè ïðîâåäåíí³ îá÷èñëåíü áóëî 
âñòàíîâëåíî, ùî ïðè çáåðåæåíí³ á³ëüø í³æ äåñÿòè ÷ëåí³â ó ðÿäàõ çíà÷åííÿ 
íåâ³äîìèõ , , , , 1,2k k k kA B C D k = , ïðàêòè÷íî íå çì³íþºòüñÿ (çáåð³ãàþòüñÿ 

÷îòèðè çíà÷óù³ öèôðè), à äëÿ íåâ³äîìèõ , , , , 3, 4k k k kA B C D k = , çáåð³ãàþ-

òüñÿ äâ³ çíà÷óù³ öèôðè. Öèì çàáåçïå÷óºòüñÿ âèñîêà òî÷í³ñòü îö³íîê ³íòåã-
ðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê õâèëüîâèõ ïîë³â. 

Ïðè âèêîíàíí³ ðîçðàõóíê³â ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ó ñóìàõ ñèñòåìè (7) 
15K = . Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü k  âèêîðèñòîâóâàëèñÿ àñèìïòîòè÷í³ çíà÷åííÿ 

íåâ³äîìèõ. ²íòåãðóâàííÿ íà ³íòåðâàë³ ( , )−∞ + ∞  ç óðàõóâàííÿì ïàðíîñò³ 

ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é çâîäèëîñÿ äî ³íòåãðóâàííÿ íà ³íòåðâàë³  (0, )T  ç 
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äîäàâàííÿì çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà íà ³íòåðâàë³ ( , )T +∞ , îòðèìàíîãî ïðè âèêî-
ðèñòàíí³ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü çà τ  ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é. Ïðè 
öüîìó T  ïðèéìàëè ð³âíèì 200. 

Îäíèì ³ç êðèòåð³¿â ïðàâèëüíîñò³ ðîçâ’ÿçê³â áóâ êîíòðîëü çà òî÷í³ñòþ 
âèêîíàííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðã³¿. Ñåðåäí³é çà ïåð³îä ïîò³ê ïîòóæíîñò³ 
÷åðåç ïîïåðå÷íèé ïåðåð³ç, ùî ïåðåíîñèòü ïàäàþ÷à õâèëÿ, äîð³âíþº ñóì³ 
ïîòóæíîñòåé, ùî ïåðåíîñÿòü â³äáèò³ òà ïðîéäåí³ õâèë³, ùî ïîøèðþþòüñÿ. 
Ñåðåäí³é çà ïåð³îä ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ó â³äáèòîìó òà ïðîéäåíîìó ïîëÿõ äî-
ð³âíþº ñóì³ ïîòîê³â, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü êîæí³é õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ, íà 
äàí³é ÷àñòîò³. Â³í âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 
( )

2 ( )( ) ( )2 ( )2 ( )2
2 1

1

( )
,   ,    1, 2

2

iJ
i ji i i i

j j i j j
j

E E E K i
=

′∆ ξ
= = µ ω Ω ξ − Ω =∑ ( ) . (13) 

Íàãàäàºìî, ùî ³íäåêñ 1i =  â³äïîâ³äàº ïðîéäåíîìó ïîëþ, à ³íäåêñ 2i =  – 
â³äáèòîìó; J  – ê³ëüê³ñòü õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ ó â³äïîâ³äíîìó ï³âøàð³; 

jK  – àìïë³òóäà j -¿ íîðìàëüíî¿ õâèë³. Àìïë³òóäó jK  ó â³äáèòîìó òà ïðîé-

äåíîìó ïîëÿõ âèçíà÷àëè ç³ ñï³ââ³äíîøåíü 

 (2) (1)Res ( ),         Res ( )
j j

j jK x K x
τ=ξ τ=ξ

= τ = τ , 

äå Res ( )
j

x
τ=ξ

τ  º ëèøêîì ôóíêö³¿ ( )x τ  ïðè jτ = ξ . 

Äëÿ øèðîêîãî ä³àïàçîíó çì³íè ïàðàìåòð³â ñåðåäîâèùà ïðè ïðèéíÿò³é 
ê³ëüêîñò³ íåâ³äîìèõ ó ê³íöåâ³é ñèñòåì³ çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ âèêîíó-
âàâñÿ ç òî÷í³ñòþ äî 0.2%  åíåðã³¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³. 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî âðàõóâàííÿ îñîáëèâîñò³ çà íàïðóæåííÿìè ïðàêòè÷-
íî íå ïîçíà÷àëîñÿ íà òî÷íîñò³ âèêîíàííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðã³¿. Öå 
çóìîâëåíî òèì, ùî àìïë³òóäè õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ, âèçíà÷àþòüñÿ, â îñ-
íîâíîìó, ïåðøèìè êîåô³ö³ºíòàìè ñèñòåìè (7). Òîìó àíàë³ç åíåðãåòè÷íèõ 
îñîáëèâîñòåé ïðîöåñó â³äáèòòÿ – ïðîõîäæåííÿ íîðìàëüíî¿ õâèë³ íà ãðàíèö³ 
ñêëàäåíîãî õâèëåâîäó – ìîæå áóòè ïðîâåäåíèé ïðè âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó 
ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿ ñèñòåìè (7). Ðîçïîä³ë åíåðã³¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ ì³æ â³äáèòèì ³ 
ïðîéäåíèì ïîëÿìè äëÿ êîíêðåòíèõ ïàðàìåòð³â êîíòàêòóþ÷èõ ñåðåäîâèù 
áóäå íàâåäåíî íèæ÷å. 

Ãîëîâíèì êðèòåð³ºì àäåêâàòíîñò³ âèáðàíî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ñõåìè º êîíò-
ðîëü çà òî÷í³ñòþ âèêîíàííÿ óìîâ ñïðÿæåííÿ. Àíàë³ç òî÷íîñò³ âèêîíàííÿ 
óìîâ ñïðÿæåííÿ äîçâîëèâ óñòàíîâèòè òàê³ çàêîíîì³ðíîñò³. Çàì³íà íåñê³í-
÷åííî¿ ñèñòåìè (7) ñê³í÷åííîþ ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ïîõèáêè ó âè-
êîíàíí³ óìîâ ñïðÿæåííÿ. Ïðè âèêîðèñòàíí³ îïèñàíîãî âèùå àëãîðèòìó çð³-
çàííÿ ñèñòåìè âåëè÷èíà ïîõèáêè âèêîíàííÿ óìîâ ñïðÿæåííÿ äëÿ ïåðåì³-
ùåíü ,z yu u  äëÿ âñ³õ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäê³â íå ïåðåâèùóâàëà 4% â³ä 

(0) (0,0)zu  (ïåðåì³ùåííÿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³). Ïîõèáêà çà äîòè÷íèìè íàïðóæåí-

íÿìè íå ïåðåâèùóâàëà 0.02% â³ä (0) (0,0)zzσ  (íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ ïàäà-

þ÷î¿ õâèë³) äëÿ óñ³õ 1y < , êð³ì ìàëîãî îêîëó êóòîâî¿ òî÷êè, ³ ïðàêòè÷íî 
íå çàëåæàëà â³ä ïîêàçíèêà îñîáëèâîñò³ â êóòîâ³é òî÷ö³. Äëÿ íîðìàëüíîãî 

íàïðóæåííÿ (1,2) ( ,0)zz yσ  ñèòóàö³ÿ ³íøà. Òî÷í³ñòü âèêîíàííÿ óìîâ ñïðÿæåííÿ 

çíà÷íî ñïàäàº ïîáëèçó ìàëîãî îêîëó êóòîâî¿ òî÷êè ( 1, 0y z= ± = + ). 
Íàãàäàºìî, ùî ïîáëèçó ìàëîãî îêîëó êóòîâî¿ òî÷êè íîðìàëüíå íàïðó-

æåííÿ â³äáèòîãî ( 2i = ) ïîëÿ ³ ïðîéäåíîãî ïîëÿ ( 1i = ) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 

 
(2) (1)( ) ( )

2 1 2 1

( 1, ) ( 1, )
( ),        ( )

2 2(1 ) (1 )
zz zzz z

y y
y y

+ −

−ε −ε

σ ± σ ±σ σ= + ψ = + ψ
µ µ− −
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Íàâ³òü íàéìåíøà âåëè÷èíà ð³çíèö³ ( ) ( )+ −δ = σ − σ  ïîáëèçó êóòà ïðèç-

âîäèòü äî íåñê³í÷åííî¿ ïîõèáêè 2 1(1 )y −εδ = δ − / . Òîìó íàâ³òü ç óðàõóâàííÿì 
àñèìïòîòèêè íåâ³äîìèõ, ÿêà â³äîáðàæàº ïîâåä³íêó õâèëüîâèõ ïîë³â ïîáëèçó 
êóòîâèõ òî÷îê, íå ìîæíà çàäîâîëüíèòè ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ óìîâè ñïðÿæåí-
íÿ çà íàïðóæåííÿìè ïîáëèçó êóòà. Ó òîé æå ÷àñ ïðè ðîçðàõóíêàõ äëÿ âñ³õ 

0.98y <  óìîâè ñïðÿæåííÿ çà íîðìàëüíèìè íàïðóæåííÿìè âèêîíóâàëèñÿ ç 

ïîõèáêîþ äî 5.0%  â³ä (0) (0,0)zzσ . 

3. ×èñåëüíèé ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî îñîáëèâîñò³ ïðîöåñó â³äáèòòÿ – 
ïðîõîäæåííÿ ïåðøî¿ íîðìàëüíî¿ õâèë³ â³ä ãðàíèö³ ðîçä³ëó â ñêëàäåíîìó 
õâèëåâîä³ ó âèïàäêó, êîëè ó â³äáèòîìó ïîë³ õâèë³ âèùèõ ïîðÿäê³â, ùî ïî-
øèðþþòüñÿ, ïîÿâëÿþòüñÿ ðàí³øå, í³æ ó ïðîéäåíîìó. Òàêà ñèòóàö³ÿ ìîæëè-
âà çà óìîâè 1 1 1 1 2 2 2 2(1 ) (1 2 ) (1 ) (1 2 )µ − ν ρ − ν > µ − ν ρ − ν( ) ( )/ / . Àíàë³ç ïðîâåäåìî 

äëÿ ÷àñòîò, ìåíøèõ â³ä ÷àñòîòè (2)2
2Ω ≤ π . 

Êîíêðåòí³ îá÷èñëåííÿ âèêîíàºìî äëÿ õâèëåâîäó ç òàêèìè õàðàêòåðèñ-
òèêàìè: 2 1 2 1 2 1/ 6.54, / 8.5, 0.29, 0.3µ µ = ρ ρ = ν = ν = . Ó öüîìó âèïàäêó 
âèíèêàº îñîáëèâ³ñòü çà íàïðóæåííÿìè ó êóòîâ³é òî÷ö³ ç ïîêàçíèêîì 
1 0.089− ε = . Õâèëÿ ïàäàº ç á³ëüø òâåðäîãî ñåðåäîâèùà â á³ëüø ì’ÿêå ñåðå-
äîâèùå. 

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî ÷àñòîòíó çàëåæí³ñòü 
òðàíñôîðìàö³¿ åíåðã³¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ ó 
â³äáèò³ òà ïðîéäåí³ õâèë³, ùî ïîøèðþþòüñÿ, 
äëÿ ñêëàäåíîãî õâèëåâîäó. Ñóö³ëüíà êðèâà 
õàðàêòåðèçóº åíåðã³þ ïðîéäåíîãî ïîëÿ, à 
øòðèõîâà – â³äáèòîãî. Êðàïêàìè íà îñ³ E  ïî-
çíà÷åíî åíåðã³¿ â³äáèòèõ ³ ïðîéäåíèõ ïîë³â, 
çíàéäåí³ çà îäíîâèì³ðíèì íàáëèæåííÿì; ÷å-

ðåç ∗Ω  ïîçíà÷åíî ÷àñòîòó, íà ÿê³é ó â³äáèòî-
ìó ïîë³ ïîÿâëÿþòüñÿ õâèë³ âèùèõ ïîðÿäê³â, 
ùî ïîøèðþþòüñÿ. Ó ðîçãëÿíóòîìó ä³àïàçîí³ 
÷àñòîò ó ïðîéäåíîìó ïîë³ õâèë³ âèùèõ ïî-

ðÿäê³â, ùî ïîøèðþþòüñÿ, ùå íå ç’ÿâëÿþòüñÿ. Äëÿ ÷àñòîò àæ äî (2)
2 2.0Ω <  

òðàíñôîðìàö³ÿ åíåðã³¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ ó â³äáèò³ òà ïðîéäåí³ õâèë³ äîñèòü 
äîáðå îïèñóºòüñÿ â ðàìêàõ ñòðèæíåâî¿ ìîäåë³ ³ âèçíà÷àºòüñÿ ò³ëüêè ñï³â-
â³äíîøåííÿì ³ìïåäàíñ³â êîíòàêòóþ÷èõ ñåðåäîâèù. Äëÿ ÷àñòîò, âèùèõ â³ä 

(2)
2 2Ω = , ñèòóàö³ÿ çì³íþºòüñÿ, õî÷à ó â³äáèòîìó òà ïðîéäåíîìó ïîëÿõ, ÿê ³ 

ðàí³øå, ³ñíóº ò³ëüêè îäíà õâèëÿ, ùî ïîøèðþºòüñÿ. Åíåðã³ÿ ïðîéäåíîãî ïîëÿ 

ïî÷èíàº çá³ëüøóâàòèñÿ, ³ íà ÷àñòîò³ (2)
2 2.45Ω =  ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ìàêñèìóì 

ïðîõîäæåííÿ. Íà ö³é ÷àñòîò³ åíåðã³ÿ ïðîéäåíîãî ïîëÿ çá³ëüøèëàñÿ ó 2.1 ðà-
ç³â â³äíîñíî åíåðã³¿ ïðîéäåíîãî ïîëÿ â íèçüêî÷àñòîòíîìó ä³àïàçîí³. Ç ðîñòîì 
÷àñòîòè ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íàñòóïíà õàðàêòåðíà ðèñà â òðàíñôîðìàö³¿ åíåðã³¿ 
ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Åíåðã³ÿ ïðîéäåíîãî ïîëÿ çìåíøóºòüñÿ, ³ â öüîìó âèïàäêó 

íà ÷àñòîò³ ∗Ω , êîëè ó â³äáèòîìó ïîë³ ç’ÿâëÿþòüñÿ õâèë³ âèùèõ ïîðÿäê³â, 
ùî ïîøèðþþòüñÿ, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ìàêñèìóì â³äáèòòÿ. Äëÿ ðîçãëÿíóòî¿ ïà-

ðè ìàòåð³àë³â íà ÷àñòîò³ ∗Ω  åíåðã³ÿ â äðóãå ñåðåäîâèùå ïðàêòè÷íî íå ïðî-
õîäèòü. Â îáëàñò³ ÷àñòîò, êîëè ó â³äáèòîìó ïîë³ ïîÿâëÿþòüñÿ õâèë³ âèùèõ 
ïîðÿäê³â, ùî ïîøèðþþòüñÿ, åíåðã³ÿ â³äáèòîãî ïîëÿ âèçíà÷àºòüñÿ åíåðãîºì-
í³ñòþ óñ³õ õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ íà äàí³é ÷àñòîò³. Ïðè öüîìó ñïîñòåð³ãà-
ºòüñÿ ³ñòîòíà çàëåæí³ñòü åíåðãåòè÷íî¿ âàãè êîæíî¿ ç íèõ â³ä ÷àñòîòè.  

4. Âèñíîâêè. Âðàõóâàííÿ ëîêàëüíî¿ îñîáëèâîñò³ ïî íàïðóæåííÿì â 
êóòîâ³é òî÷ö³ â íåîäíîð³äíîìó õâèëåâîä³, óòâîðåíîìó æîðñòêèì êîíòàêòîì 
äâîõ ï³âøàð³â ç ð³çíèìè ìåõàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äîçâîëèâ âèÿâèòè 
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ðÿä íîâèõ îñîáëèâîñòåé áëèæíüîãî äî ãðàíèö³ ðîçä³ëó ïîëÿ, ÿê³ íå ìîæóòü 
áóòè çíàéäåí³ â ðàìêàõ îäíîâèì³ðíèõ ìîäåëåé. Çîêðåìà, â ä³àïàçîí³ ÷àñòîò, 
ó ÿêîìó â â³äáèòîìó òà â ïðîéäåíîìó ïîëÿõ ïîøèðþºòüñÿ ëèøå îäíà õâèëÿ, 
³ñíóþòü ³íòåðâàëè, â ÿêèõ ãðàíèöÿ ðîçä³ëó çîâñ³ì ïî-ð³çíîìó ïðîïóñêàº 
åíåðã³þ. Íà ïåâíèõ ÷àñòîòàõ ãðàíèöÿ ìàêñèìàëüíî ïðîçîðà, à íà ³íøèõ 
ïðàêòè÷íî íå ïðîïóñêàº åíåðã³þ â äðóãèé ï³âøàð. Ðîçâèíóòà ìåòîäèêà ïî-
áóäîâè òà àíàë³çó çàãàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â äèíàì³÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷, ùî 
áàçóºòüñÿ íà ñóòòºâîìó âèêîðèñòàíí³ àïð³îðíèõ â³äîìîñòåé ïðî ëîêàëüí³ 
îñîáëèâîñò³ ïîë³â íàïðóæåíü, ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äëÿ øèðîêîãî êîëà 
çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè.  
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МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ГРАНИЧНЫМ ЗАДАЧАМ 
В НЕОДНОРОДНЫХ ВОЛНОВОДАХ 
 
Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè ðàçâèò äëÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè 
óïðóãîñòè â ïîëÿõ íàïðÿæåíèÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ îñîáåííîñòü 
ñòåïåííîãî âèäà. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè òàêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ àï-
ðèîðíî íà îñíîâå îáùèõ ñâîéñòâ ïîëåé íàïðÿæåíèé â óïðóãèõ òåëàõ ïðè íàëè÷èè 
óãëîâûõ òî÷åê ãðàíèöû. Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî 
âîëíîâîäà ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè íåèçâåñòíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à, è ëîêàëüíîé îñî-
áåííîñòüþ â óãëîâîé òî÷êå. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñâÿçè èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê õàðàêòåðèñòèê 
âîëíîâûõ ïîëåé. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ øè-
ðîêîãî êëàññà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 
 
METHOD OF SUPERPOSITION AS APPLIED TO BOUNDARY-VALUE 
PROBLEMS IN NON-REGULAR WAVEGUIDS 
 
The method of superposition has been developed for solving the boundary problems of 
the dynamic elasticity theory. There are local power singularities of stress field. The 
exponent of such singularities is defined a priori on the basis of the general properties 
of stress fields in elastic bodies in the presence of angular points on the boundary. The 
connection between asymptotic properties of the unknown coefficients of algebraic sys-
tem corresponding to the boundary problem and local singularity at angular point has 
been found. The boundary problem for non-regular waveguide has been considered. The 
existence of the connection is used for development of effective algorithm for obtaining 
the quantitative estimations of characteristics of the wave fields. The proposed method 
can be used for solving a wide class of problems of mathematical physics. 
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