
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2006. – 49, ¹ 1. – Ñ. 31-37. 31 

ÓÄÊ 539.3 
 
А. Ф. Улитко, М. А. Моргунов 
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УПРУГОЙ ПОЛОСЕ ПРИ ИЗГИБЕ 
 

Íà ïðèìåðå çàäà÷è î êîíòàêòå àáñîëþòíî æåñòêîãî äèñêà ñ òîíêîé óïðóãîé 
ïîëîñîé èññëåäîâàíî äèíàìèêó èçìåíåíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â îáëàñòè 
êîíòàêòà ñ óâåëè÷åíèåì ïðèêëàäûâàåìîé ê äèñêó ñèëû, áàçèðóÿñü íà òî÷íîì 
ðåøåíèè çàäà÷è è ñîîòâåòñòâóþùåì ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè, ïîñòðîåííîì ñ 
èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè Ãåðöà – Òèìîøåíêî. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé, êîòîðîå 
îáîñíîâûâàåò öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ãèïîòåçû Ãåðöà – Òèìîøåíêî 
â êîíòàêòíîé ìåõàíèêå òîíêîñòåííûõ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî 
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïðèêëàäûâàåìîé ñèëû ïðîèñõîäèò îò-
ðûâ ïîëîñû îò äèñêà â ñðåäèíå îáëàñòè êîíòàêòà. 

 
 Ââåäåíèå. Çàäà÷è î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè òâåðäûõ òåë ñ òîíêî-
ñòåííûìè óïðóãèìè ýëåìåíòàìè îáðàçóþò ñïåöèôè÷åñêèé ðàçäåë êîíòàêò-
íîé ìåõàíèêè. Ñðåäè îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé çàäà÷ ýòîãî êëàññà ñëåäóåò îò-
ìåòèòü âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íà-
ïðÿæåíèé ê ïðîãèáàì òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ, âûçâàííûõ äåéñòâèåì ñèëî-
âûõ ôàêòîðîâ, à òàêæå ê ôîðìå îñíîâàíèÿ øòàìïîâ, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ 
ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ òåîðèé èçãèáà ïëàñ-
òèí è îáîëî÷åê. Êàê îòìå÷åíî â îáçîðíîé ðàáîòå [2], ïðè èçãèáå òîíêèõ óï-
ðóãèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè âáëèçè òî÷åê ïðèëî-
æåíèÿ ýòèõ ñèë âîçíèêàþò îáëàñòè ñ ðåçêî íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì 
íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îá 
èçãèáå òîíêîé óïðóãîé ïîëîñû ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè ïðåäñòàâëåíî â 
ðàáîòå [4]. Â ýòîé ñòàòüå îòìå÷åíî ñóùåñòâåííîå ðàñõîæäåíèå òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è è ïðèáëèæåííîãî, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâàíèè ãèïîòåç Êèðõãî-
ôà, âáëèçè òî÷åê ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë. Ïðèáëèæåííîå ýôôåê-
òèâíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî ïîñòðîåíî íà îñíîâå òåîðèè Ãåðöà – Òè-
ìîøåíêî. Èñïîëüçîâàíèå ãèïîòåçû Ãåðöà – Òèìîøåíêî äàëî âîçìîæíîñòü 
ïîñòðîèòü êîððåêòíûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ çà-
äà÷ î êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ àáñîëþòíî æåñòêèõ òåë (øòàìïîâ) ñ 
òîíêèìè óïðóãèìè ýëåìåíòàìè âî âñåé îáëàñòè, âêëþ÷àÿ ëîêàëüíûå çîíû 
âáëèçè ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ íàãðóçîê, äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà 
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ [3, 6, 7]. 

 1. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè àáñîëþòíî 
æåñòêîãî äèñêà ñ òîíêèì óïðóãèì ñëîåì. Ðàññìîòðèì íåîãðàíè÷åííóþ óï-
ðóãóþ ïîëîñó òîëùèíû 2h , â êîòîðóþ âäàâëèâàåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêèé 
äèñê ðàäèóñà R  âåðòèêàëüíîé ñèëîé P  
(ðèñ. 1). Ïîëîñà óäåðæèâàåòñÿ â ðàâíî-
âåñèè ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè èíòåí-
ñèâíîñòè /2P , ïðèëîæåííûìè â òî÷êàõ 
x = ±   íèæíåé ïîâåðõíîñòè. 
 Â äàëüíåéøåì íå ó÷èòûâàåì ñèëû 
òðåíèÿ â çîíå êîíòàêòà è ïðèíèìàåì, ÷òî 

h . Ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì 
çíà÷åíèè ñèëû P  êîíòàêò äèñêà ñ ïîëî-
ñîé áóäåò ðåàëèçîâàòüñÿ íà ó÷àñòêå 

  ( , )a a− , ðàçìåð êîòîðîãî çàâèñèò îò âå-
ëè÷èíû ñèëû P  è èçãèáà ïîëîñû è îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è. 
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Рис. 1 
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 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðóåì â âèäå 

 
2 2

,       
2y y h

a xu x a
R=
−≈ − + ∆ ≤ , 

 0,      y y h
x a

=
σ = > , 

 ( ) ( ) ,  
2y y h

P x x x
=

σ = − δ − + δ + − ∞ < < ∞ [ ] , 

 0,    xy y h
x

=±
τ = − ∞ < < ∞ , (1) 

ãäå ( )δ ⋅  – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, à ∆  – ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. 
 Ñîãëàñíî ðàáîòå [5] ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå 

 
0

( , ) ( , ) cosxu x y u y x d
x

∞
∂= λ λ λ

∂ ∫ , 

 
0

( , ) ( , ) cosyu x y v y x d
∞

= λ λ λ∫ , (2) 

ãäå xu , yu  – êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé â íàïðàâëåíèè îñåé x  è y  ñîîò-

âåòñòâåííî, à ôóíêöèè ( , )u yλ  è ( , )v yλ  îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåí-
ñòâàìè: 

 2 ( , ) ( ) ch ( ) (3 4 ) ch shu y A y C y y yλ λ = λ λ λ + λ − ν λ + λ λ +[ ]  

 ( ) sh ( ) (3 4 ) sh chB y D y y y+ λ λ λ − λ − ν λ + λ λ[ ] , 

 ( , ) ( ) sh ( ) ch ( ) ch ( ) shv y A y C y y B y D y yλ = λ λ + λ λ + λ λ − λ λ , (3) 

ãäå ν  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ( )A λ , ( )B λ , ( )C λ  è 
( )D λ  îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ äëÿ íîð-

ìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðèíèìàþò âèä 

 
0

( ) ch ( ) (1 2 ) ch sh
2

y
A y C y y y

G

∞σ
= λ λ λ + λ − ν λ + λ λ +∫ [ ]{  

   ( ) sh ( ) (1 2 ) sh ch cosB y D y y y x d+ λ λ λ − λ − ν λ + λ λ λ λ[ ]} , 

 
0

( ) sh ( ) 2(1 ) sh ch
xy

A y C y y y
G

∞τ
= − λ λ λ + λ − ν λ + λ λ +∫ [ ]{  

   ( ) ch ( ) 2(1 ) ch sh sinB y D y y y xd+ λ λ λ − λ − ν λ + λ λ λ λ[ ]} , (4) 

ãäå G  – ìîäóëü ñäâèãà. 
 Óäîâëåòâîðèâ ñìåøàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1), ïîëó÷èì ñèñòåìó 
ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè ( )C λ : 

 
2

0

ch (ch sh )
sh ( )

sh (ch sh )
h h h h

h C
h h h h

∞ λ λ λ + λ  λ + λ −  λ λ λ − λ ∫  

  
2ch 1cos sin ,   

ch sh 2(1 )
h P xx d x a

h h h R

∗ λ− λ λ λ = ≤λ λ − λ π − ν
 , 

  

0

ch sh
2 ( ) cos cos 0,

sh
h h h PC xd x a

h

∞ ∗λ λ + λ λ − λ λ λ = > λ π ∫  , (5) 

ãäå 2P P G∗ = . 
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Ïðåäñòàâèì ( )C λ  êàê 

 0
0

sh1( ) ( ) ( ) cos
2 ch sh

ah PC r J r dr
h h h

∗λ  λ = ϕ λ + λ λ λ + λ π ∫  . (6) 

Ïðè ýòîì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à 
ïåðâîå ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèîáðåòàåò âèä 
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1 sh
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2ch 1cos sin

ch sh 2(1 )
h P xx d

h h h R

∗ λ − λ λ λ =λ λ − λ π − ν
 . (7) 

 Óðàâíåíèå (7) ëåãêî ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü èç 

óðàâíåíèÿ (7) P∗  íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ 

 
0

2 ( )
a

P x dx∗ ∗= σ∫ , (8) 

ãäå ( ) ( , ) ( , ) 2 ,y yx x h x h G x a∗ ∗σ = − σ = −σ ≤/ . 

 Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè ( )x∗σ  è ( )xϕ : 

 0 2 2
0 0

( )
( ) ( ) ( ) cos

a a

x

r dr
x r J r x dr d

r x

∞
∗ ϕ

σ = ϕ λ λ λ =
−

∫ ∫ ∫ , (9) 

ïðè ýòîì 
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r x

∗ ϕ
= = π ϕ

−
∫ ∫ ∫ . (10) 

 Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (8) è (10), óðàâíåíèå (7) ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ïðåîáðàçîâàíèé ïðèìåò âèä 

 02 2
0 0 0
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x a hr dr e h h
d J

h hx r

∞ −λϕ λ + λ− ϕ η η λ − λη + λ − λ−
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 0
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he h h xJ x d
h h R
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+ λ + λη λ λ =λ + λ − ν

[ ] . (11) 

 Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Àáåëÿ ðàâåíñòâî (11) 
ïðåîáðàçîâûâàåòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 
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Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå 

 ,           ,          0 ,  1rx y x y
a a

η= = ≤ ≤ , 

 ( ) ( ),      ( ) ( ),      ( , ) ( , )x ax x ax x y ax ay∗ ∗σ = σ ϕ = ϕ = K K , (14) 

ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíîé ôîðìå çàïèñè óðàâíåíèé (9), (10), (12), (13):  
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  0 0
0

exp sh
cos ( ) ( )

sh 2 2

h h h
a a a

J y J x d
ah h

a a

∞
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 

∫  . (18) 

 2. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåçû 
Ãåðöà – Òèìîøåíêî. Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå çàäà÷è îá èçãèáå òîíêîé óïðóãîé ïîëîñû ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè, 
ïîñòðîåííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç Êèðõãîôà, ñóùåñòâåííî íå ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è âáëèçè òî÷åê ïðèëîæåíèé ýòèõ ñèë. Â êà-
÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà 
è äîïîëíåíèÿ ê ðàáîòå [4] èçîáðà-
çèì îòêëîíåíèå íîðìàëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ íà îñíî-
âàíèè òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî 
êèðõãîôîâñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 
âáëèçè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñîñðå-
äîòî÷åííîé ñèëû (ðèñ. 2). 
 Ðèñ. 2 ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñò-
âóåò ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ïðèâå-
äåííîé â ðàáîòå [4], à òàêæå âû-
áðàííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, 
êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ÷èñ-
ëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Îáëàñòü ÷åðíîãî 
öâåòà, âûäåëåííàÿ øòðèõîâûì áåëûì êîíòóðîì, ñîîòâåòñòâóåò îòêëîíå-
íèÿì, áîëüøèì 20%. 
 Óêàçàííóþ âûøå íåêîððåêòíîñòü ìîæíî ëåãêî ïðåîäîëåòü ïóòåì ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåçû Ãåðöà – Òèìîøåíêî. Ñîãëàñ-
íî ýòîé ãèïîòåçå íàïðÿæåííî-äåôîðìàöèîííîå ñîñòîÿíèå òåëà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà 
(ïîëóïëîñêîñòè) è îáùåãî ðåøåíèÿ èçãèáà, âû÷èñëåííîãî ïî òåîðèè Êèðõ-
ãîôà. 
 Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîíòàêòå 
àáñîëþòíî æåñòêîãî äèñêà ñ òîíêîé óïðóãîé ïîëîñîé ïî òåîðèè Ãåðöà – Òè-
ìîøåíêî. 
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Рис. 2 
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 Âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì ðåøåíèåì ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ ïîëó-
ïëîñêîñòè [1], êîòîðîå ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñèììåòðèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 
âèäå 
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x C f d
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 − ησ = − η η π η − −
∫ , (19) 

ãäå  

 1( )
2(1 )

y

y h

u
f

=

∂
η = −

− ν ∂η
. (20) 

 Êîíñòàíòà C  îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è èç óñëîâèÿ ðà-

âåíñòâà íóëþ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ( )x∗σ  íà ãðàíèöàõ îáëàñòè êîí-
òàêòà. 
 Ó÷èòûâàÿ ïî ìåòîäó ñóïåðïîçèöèè ëîêàëüíîå îáæàòèå ïîëîñû è åå èç-
ãèá ñ òî÷íîñòüþ äî ãëàâíîãî ÷ëåíà, âû÷èñëåííûé ïî òåîðèè Êèðõãîôà, 
ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ( )f η  â âèäå 

 1 1( )
2(1 )

f P
R

∗ η = − − α η − ν  
, (21) 

ãäå  

 
3

3
4(1 )h

α =
+ ν
 . (22) 

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (20)–(22) óðàâíåíèå (19) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 

 
2 2

2 2

1 1 1( )
2 (1 )

a

a

a
x C P d

R xa x

∗ ∗

−

 − η σ = + − α η η  π − ν η −  −
∫ . (23) 

Âûïîëíèâ ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ è âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì 

( ) 0a∗σ = , ïîëó÷èì 

 2 2

2 2

1 1 1 1( )
2(1 ) 2

x C P a x
Ra x

∗ ∗    σ = + − α −    − ν    −
, (24) 

 21 1
4(1 )

C a P
R

∗ = − α − ν  
. (25) 

Ïîäñòàâèâ (25) â (24), ïîëó÷èì 

 2 2 2 21 1( )
2(1 )

x a x P a x
R

∗ ∗ σ = − − α −  − ν
. (26) 

 Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå îò 0  äî a  è èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå ðàâíîâåñèÿ (8), çàïèøåì ñîîòíîøåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëû P∗ : 

 
2

24(1 )
aP

R a
∗ π=

− ν + πα[ ]
. (27) 

 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå Ãåðöà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü 
èç ðåøåíèÿ (26), (27), åñëè ïàðàìåòðó α  ïðèñâîèòü çíà÷åíèå, ðàâíîå 0. 
 Â áåçðàçìåðíîì âèäå óðàâíåíèå (26) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: 

 2 21( ) 1 1
2(1 )

ax x P a x
R

∗ ∗ σ = − − α −  − ν
 . (28) 
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3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è èõ àíàëèç. Èññëåäóåì ðàñïðåäå-
ëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â îáëàñòè êîíòàêòà, ïîëüçóÿñü òî÷íûì ðå-
øåíèåì çàäà÷è (15)–(18). Â êà÷åñòâå 
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âûáåðåì 0.3,ν =  

20 ñì,  4 ñìR= = . Çíà÷åíèÿ äðóãèõ 
ïàðàìåòðîâ âàðüèðîâàëèñü. Íà ðèñ. 3 
èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ 
íàïðÿæåíèé äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëü-
øèõ çíà÷åíèé òîëùèíû ïîëîñû (h =  

0.5 ñì=  è ñîîòâåòñòâåííî 40h =/ ). 
Êðèâûå 1–4 íà ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóþò 
çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà 3,  2,  1.5,  1a = ñì. 
Ïðè ýòîì äëÿ êðèâûõ 2–4 îòíîñèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ ñèëû P∗ = 0.00313, 0.00308 
è 0.00301. Èç ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íîð-

ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ( )x∗σ  â öåíòðàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè êîíòàêòà ìîãóò 
ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (êðèâàÿ 1), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äåìîí-
ñòðèðóåò âîçìîæíîñòü îòðûâà äèñêà îò ïîëîñû. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, 
÷òî ýôôåêò îòðûâà íåêîððåêòíî èññëåäîâàòü â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, 
ïîñêîëüêó ìû a priori çàëîæèëè ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé ñïëîøíîé 
îáëàñòè êîíòàêòà. 

Òåïåðü ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è 
ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåçû Ãåðöà – Òèìîøåíêî. Â 
êà÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðèìåðà ïîñòðîèì ýïþðû ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 1ñìa =  è 3 ñìh =  (ðèñ. 4), 

1ñìa =  è 0.5 ñìh =  (ðèñ. 5). 
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 Рис. 4  Рис. 5 

Êðèâûå 1 íà ðèñ. 4 è 5 ñîîòâåòñòâóþò ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ, à êðè-
âûå 2, îáîçíà÷åííûå øòðèõîâûìè ëèíèÿìè, ïîñòðîåíû íà îñíîâàíèè òî÷íî-
ãî ðåøåíèÿ. Êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 4, âûäåëåííàÿ æèðíîé ëèíèåé, ñîîòâåòñòâóåò 
ðàñïðåäåëåíèþ Ãåðöà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè. Ýòè ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò 
î âûñîêîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî òåîðèè Ãåðöà 
– Òèìîøåíêî, ÷òî è îáîñíîâûâàåò öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ãè-
ïîòåçû ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé çàäà÷ êîíòàêòíîé ìåõàíèêè òîíêîñòåííûõ 
ýëåìåíòîâ. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ КОНТАКТНИХ НАПРУЖЕНЬ У ТОНКІЙ ПРУЖНІЙ СМУЗІ ПРИ ЗГИНІ 
 
Íà ïðèêëàä³ çàäà÷³ ïðî êîíòàêò àáñîëþòíî æîðñòêîãî äèñêó ç òîíêîþ ïðóæíîþ 
ñìóãîþ äîñë³äæåíî äèíàì³êó çì³íè íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü ó çîí³ êîíòàêòó ç³ 
çá³ëüøåííÿì ïðèêëàäåíî¿ äî äèñêó ñèëè, áàçóþ÷èñü íà òî÷íîìó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ é 
â³äïîâ³äíîìó íàáëèæåíîìó ðîçâ’ÿçêó, ïîáóäîâàíîìó ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ Ãåðöà 
– Òèìîøåíêà. Ïðîâåäåíî ñï³âñòàâëåííÿ ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ çà äîïîìîãîþ 
òî÷íîãî òà íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçê³â, ùî îá´ðóíòîâóº äîö³ëüí³ñòü âèêîðèñòàííÿ ã³-
ïîòåçè Ãåðöà – Òèìîøåíêà â êîíòàêòí³é ìåõàí³ö³ ïðóæíèõ òîíêîñò³ííèõ åëå-
ìåíò³â. Ïîêàçàíî, ùî ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïðèêëàäåíî¿ ñèëè â³äáóâàºòü-
ñÿ â³äðèâ ñìóãè â³ä äèñêó âñåðåäèí³ îáëàñò³ êîíòàêòó. 
 
INVESTIGATION OF CONTACT STRESSES IN THIN ELASTIC STRIP UNDER BENDING 
 
Both the exact solution of the smooth contact between a rigid disc and a thin elastic 
strip under the specified external loads and the corresponding approximate solution 
based on the Hertz – Timoshenko theory has been constructed. The dynamics of changes 
of contact stresses depending on increasing the magnitude of the force for this problem 
has been investigated. Comparison of both solutions shows high accuracy of the 
approximate solution. This validates the advisability of using the Hertz – Timoshenko 
hypothesis in contact problems dedicated to thin-walled elastic substrates. It has been 
shown that under sufficiently large magnitudes of applied force a strip is undergoing 
tearing off from the stamp in the center of contact zone. 
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