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ÓÄÊ 539.3 
 
О. В. Комаров, В. В. Лобода 
 
РУХ ЕЛЕКТРОІЗОЛЬОВАНОЇ МІЖФАЗНОЇ ТРІЩИНИ З ДОКРИТИЧНОЮ 
ШВИДКІСТЮ У П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНОМУ БІМАТЕРІАЛЬНОМУ ПРОСТОРІ 
 

Âèâ÷àºòüñÿ ðóõ åëåêòðî³çîëüîâàíî¿ òð³ùèíè ïî ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ó 
ïðîñòîð³, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ð³çíèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ï³âïðîñòîð³â. Ë³âà 
âåðøèíà òð³ùèíè ââàæàºòüñÿ â³äêðèòîþ, íàòîì³ñòü á³ëÿ ïðàâî¿ âåðøèíè 
âèíèêàº çîíà êîíòàêòó. Òåðòÿ ì³æ áåðåãàìè òð³ùèíè â³äñóòíº. Òð³ùèíà 
ðóõàºòüñÿ ç óñòàëåíîþ øâèäê³ñòþ ðàçîì ³ç ïðèêëàäåíèìè äî áåðåã³â çîñåðåä-
æåíèìè åëåêòðè÷íèìè ³ ìåõàí³÷íèìè íàâàíòàæåííÿìè. Ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ îòðèìàíî òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ çîíè êîíòàêòó, 
ÿêå ðîçâ’ÿçàíî ÷èñåëüíî, à òàêîæ âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ 
íàïðóæåíü. Îêðåìî ïðèä³ëåíî óâàãó øâèäêîñò³ âèâ³ëüíåííÿ åíåðã³¿ â îêîë³ 
ïðàâî¿ âåðøèíè òð³ùèíè. Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ä³ëÿíîê êîíòàêòó 
òà øâèäêîñòåé âèâ³ëüíåííÿ åíåðã³¿ äëÿ òð³ùèí ñê³í÷åííî¿ òà íàï³âíåñê³í-
÷åííî¿ äîâæèíè. 

 
Âñòóï. Ðóõ òð³ùèíè â êîìïîçèò³ ïî ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ñòàíîâèòü 

ñóòòºâèé ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ ÿê îäèí ³ç åòàï³â ðóéíóâàííÿ, ïîâ’ÿçàíèé ç 
âèíèêíåííÿì ³ ðîñòîì ì³æôàçíèõ äåôåêò³â. Ðóõ òð³ùèí â ³çîòðîïíèõ ³ îð-
òîòðîïíèõ á³ìàòåð³àëàõ äîñë³äæóâàâñÿ ó ðîáîòàõ [1, 3, 7, 13], ó ÿêèõ âèêî-
ðèñòàíî ìîäåë³ â³äêðèòî¿ òð³ùèíè [1, 13] ³ òð³ùèíè ç íàÿâí³ñòþ áåçôðèêö³é-
íî¿ çîíè êîíòàêòó [3, 7]. Ó çâ’ÿçêó ç øèðîêèì çàñòîñóâàííÿì êîìïîçèö³éíèõ 
ìàòåð³àë³â, ñêëàäîâèìè ÿêèõ º ï’ºçîåëåêòðèêè, íàáóëà àêòóàëüíîñò³ ïðîáëå-
ìà äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â îêîë³ òð³ùèíè, ùî ðó-
õàºòüñÿ ïî ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ó ï’ºçîåëåêòðè÷íîìó á³ìàòåð³àëüíîìó 
ïðîñòîð³. Äîñë³äæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó ïðîâîäÿòüñÿ ³ç çàñòîñóâàííÿì 
äâîõ îñíîâíèõ ìîäåëåé òð³ùèí â ï’ºçîåëåêòðè÷íîìó ìàòåð³àë³: ìîäåë³ 
åëåêòðîïðîíèêíî¿ òð³ùèíè, êîëè ââàæàºòüñÿ, ùî åëåêòðè÷íå ïîëå áåçïå-
ðåøêîäíî ïðîíèçóº òð³ùèíó [10], ³ ìîäåë³ åëåêòðî³çîëüîâàíî¿ òð³ùèíè, êîëè 
ââàæàºòüñÿ, ùî ñèëîâ³ ë³í³¿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ íå ïðîíèçóþòü òð³ùèíó, à 
ãàëüìóþòüñÿ íåþ [11, 12]. 

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºìî åëåêòðî³çîëüîâàíó òð³ùèíó, ùî ðóõàºòüñÿ ç 
äîêðèòè÷íîþ øâèäê³ñòþ ïî ìåæ³ ïîä³ëó ñêëàäîâèõ ó ï’ºçîåëåêòðè÷íîìó á³-
ìàòåð³àëüíîìó ïðîñòîð³ ðàçîì ³ç ñêîíöåíòðîâàíèì íàâàíòàæåííÿì ³ çîñå-
ðåäæåíèì çàðÿäîì, ïðèêëàäåíèìè äî ¿¿ áåðåã³â. Á³ëÿ ïðàâî¿ âåðøèíè òð³-
ùèíè âèíèêàº çîíà êîíòàêòó, òåðòÿ ì³æ áåðåãàìè ÿêî¿ ââàæàºìî â³äñóòí³ì. 
Ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè òð³ùèí ñê³í÷åííî¿ òà íàï³âíåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî òð³ùèíó ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè ( , )ñ b , ùî 

ðóõàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ v  ï³ä ä³ºþ ñèë 1 3,P P  ³ çàðÿäó D , ïðèêëàäåíèõ 

â³äïîâ³äíî â òî÷êàõ ç êîîðäèíàòàìè ( , 0)d  ³ ( , 0)e  (ðèñ. 1). Ñë³ä â³äì³òèòè, ùî 
ðóõîìà òð³ùèíà ñê³í÷åííî¿ äîâ-
æèíè º ³äåàë³çîâàíèì âèïàäêîì, 
ÿêèé âïåðøå áóëî ðîçãëÿíóòî 
Å. ²îôôå [14]. Îäíàê ó ðîáîòàõ 
[6, 8] ïîêàçàíî, ùî íà ëîêàëüí³ 
îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíîãî ñòàíó, 
ùî âèíèêàþòü â îêîë³ ÿêî¿-íå-
áóäü ³ç âåðøèí òð³ùèíè, âïëèâ 
³íøî¿ âåðøèíè º íåçíà÷íèì ³ âè-
êîðèñòàííÿ ìîäåë³ ðóõîìî¿ òð³-
ùèíè ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè äëÿ 
äîñë³äæåííÿ âêàçàíèõ îñîáëè-
âîñòåé ïîâí³ñòþ âèïðàâäàíî. Ââàæàºìî, ùî á³ëÿ ïðàâî¿ âåðøèíè òð³ùèíè 
âèíèêàº áåçôðèêö³éíà çîíà êîíòàêòó ( , )a b  íåâ³äîìî¿ ïîêè ùî äîâæèíè. 
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Рис. 1 
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Íàïðÿìîê ïîëÿðèçàö³¿ îáîõ ìàòåð³àë³â ñï³âïàäàº ç íàïðÿìêîì îñ³ 3X . 
 Ð³âíÿííÿ ðóõó äëÿ ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî ñåðåäîâèùà â íåðóõîì³é ñèñòåì³ 
êîîðäèíàò 1 2 3, ,X X X  ìàþòü âèãëÿä  

 
2

, 2
( ) j

ijrs r sji si

u
c u e

t

∂
+ ϕ = ρ

∂
, ,( ) 0is irs r sie u−ε ϕ + = . (1) 

  Âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî ïîâ’ÿçóþòü ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ òà 
åëåêòðè÷íó ³íäóêö³þ ç äåôîðìàö³ÿìè òà åëåêòðè÷íîþ íàïðóæåí³ñòþ, çàïè-
øåìî â òàêîìó âèãëÿä³:  

 , ,ij ijrs r s sji sC u eσ = + ϕ , , ,i is s irs r sD e u= −ε ϕ + . (2) 

  Ó ôîðìóëàõ (1), (2) ïðèéíÿòî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: ijσ , iD , iu , ϕ  – êîì-

ïîíåíòè òåíçîðà ïåðåì³ùåíü, âåêòîðà åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿, âåêòîðà ïåðå-
ì³ùåíü, ïîòåíö³àë åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ â³äïîâ³äíî; ijklC  – êîìïîíåíòè òåí-

çîðà ïðóæíèõ ñòàëèõ; lije  – ï’ºçîåëåêòðè÷í³ ñòàë³; ijε  – ä³åëåêòðè÷í³ ïðî-

íèêíîñò³ ìàòåð³àëó; ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó. 

 Ââåäåìî â ðîçãëÿä âåêòîð 1 2 3, , ,u u u= ϕU
[ ]  ³ ïðîâåäåìî òðàäèö³é-

íó çàì³íó êîîðäèíàò 1 1x X vt= − , 2 2x X= , 3 3x X= . Òîä³ ð³âíÿííÿ (1) â 
ðóõîìèõ êîîðäèíàòàõ ïåðåïèøóòüñÿ òàêèì ÷èíîì: 

 ,11 ,13 ,33 0+ + + =QU R R U TU( ) , (3) 

äå 
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 2
0 1 1( )ik i k ikQ c v= − ρ δ , 0 1 3( )ik i kR c= , 

 0 3 3( )ik i kT c= , 1 2 3, ,ik i k i k i ke e e=e [ ] . 

²íäåêñ « » çâåðõó îçíà÷àº îïåðàö³þ òðàíñïîíóâàííÿ. 
 Ó ðóõîì³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ãðàíè÷í³ óìîâè â ïëîùèí³ ïîä³ëó ìàòå-
ð³àë³â ìàþòü âèãëÿä 

 1 2 3 0u u u= = =[ ] [ ] [ ] , 0ϕ =[ ] , 

 13 23 33 0σ = σ = σ =[ ] [ ] [ ] , 3 0D =[ ] , 1 ( , )x c b∉ , (4) 

 13 1 1( )P x d±σ = δ − ,  33 3 1( )P x d±σ = δ − ,  

 23 0±σ = ,  3 1( )D D x e± = δ − , 1 ( , )x c a∈ , (5) 

 13 23 33 30,         0,        0u± ±σ = σ = σ = =[ ] [ ] , 

 30,                 0Dϕ = =[ ] [ ] , 1 ( , )x a b∈ , (6) 

äå 1( )xδ  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà; f f f+ −= −[ ]  – ñòðèáîê ôóíêö³¿ ïðè ïå-

ðåõîä³ ÷åðåç ïëîùèíó ïîä³ëó ìàòåð³àë³â, 1 1( ) ( 0)f x f x i± = ± ⋅ .  
 Ïðèïóñòèìî, ùî øâèäê³ñòü ðóõó òð³ùèíè v  º äîêðèòè÷íîþ, òîáòî íå 
ïåðåâèùóº 1c  – øâèäêîñò³ ðóõó ïîâåðõíåâèõ õâèëü Ðåëåÿ àáî Ãóëÿºâà –
Áëþñòåéíà, ³ º ì³í³ìàëüíîþ ç â³äïîâ³äíèõ øâèäêîñòåé õâèëü äëÿ îáîõ ìàòå-
ð³àë³â, ùî ðóõàþòüñÿ ó íàïðÿìêó 1x . Ó öüîìó ðàç³ ð³âíÿííÿ (3) – öå 
ñèñòåìà ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ åë³ïòè÷íîãî òèïó, äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ÿêî¿ ìîæåìî çàñòîñóâàòè ï³äõ³ä óçàãàëüíåíèõ êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â [11, 
12], çàïðîïîíîâàíèé äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ç íåðóõîìîþ òð³ùèíîþ. 
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 Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê. Ïðèïóñòèìî, ùî íàïðóæåííÿ, åëåêòðè÷íà ³íäóê-
ö³ÿ, ïåðåì³ùåííÿ ³ åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë íå çàëåæàòü â³ä êîîðäèíàòè 2x . 

Ïîäàìî âåêòîð-ôóíêö³þ U  ÷åðåç âåêòîð-ôóíêö³þ ( )zf : 

 ( ),             1,2,3, 4k k ku a f x py k= + = , 

äå ka  ³ p  – êîìïîíåíòè âëàñíîãî âåêòîðà ³ âëàñíå çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíî, ÿê³ 

âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü 

 2 0p p + + + = Q R R T a( ) , 

íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ³ñíóº ïðè âèêîíàíí³ óìîâè 

 2det 0p p + + + = Q R R T( ) . (7) 

 Ð³âíÿííÿ (7) º àëãåáðà¿÷íèì ð³âíÿííÿì âîñüìîãî ïîðÿäêó, ÿêå ðîçâ’ÿçó-
ºòüñÿ ÷èñåëüíî ³ ìàº êîìïëåêñí³ àáî ÷èñòî óÿâí³ êîðåí³ [12]. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç ,  1,2,3, 4ip i = , êîðåí³ ç äîäàòíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ, à â³äïîâ³äí³ ¿ì 

âëàñí³ âåêòîðè – ÷åðåç ,  1,2,3, 4i i =a . Íàéá³ëüø çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³â-
íÿíü (3) ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿä³ [12] 

 ( ) ( )z z= +U Af Af , (8) 

äå 1 2 3 4, , ,=A a a a a[ ]  – ìàòðèöÿ, ïîáóäîâàíà ç âëàñíèõ âåêòîð³â, ( )z =f  

1 1 2 2 3 3 4 4( ), ( ), ( ), ( )f z f z f z f z= [ ]  – íåâèçíà÷åíà ïîêè ùî âåêòîð-ôóíêö³ÿ, 

1 3i iz x p x= +  – óçàãàëüíåíà êîìïëåêñíà çì³ííà. Ðèñêîþ çâåðõó ïîçíà÷åíî 
îïåðàö³þ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ.  
 Ââåäåìî â ðîçãëÿä âåêòîð 

 13 23 33 3, , ,D= σ σ σt
[ ] , (9) 

³, âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (2), (8), ïåðåïèøåìî éîãî òàê: 

 ( ) ( )z z′ ′= +t Bf Bf , 

äå 

 1 1 2 2 3 3 4 4
1 2 3 4

( ) ( ),  ( ),  ( ),  ( )d d d dz f z f z f z f z
dz dz dz dz

 ′ =   
f ,  

 3 1 3 3ij ik j ik kjB E p E A= +( ) ,  

 

, , 1, 2, 3,

,    1, 2, 3, 4,

,  1, 2, 3, 4,
, 4. 
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 Ðîçâ’ÿçîê äëÿ àí³çîòðîïíîãî ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî á³ìàòåð³àëüíîãî ïðî-
ñòîðó ç³ çì³øàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà ³íòåðôåéñ³. ²ç ãðàíè÷íèõ 
óìîâ (4)–(6) âèïëèâàº, ùî âåêòîð-ôóíêö³ÿ t  º íåïåðåðâíîþ ïðè ïåðåõîä³ 
÷åðåç ³íòåðôåéñ, òîáòî 

 (1) (2)
1 1 1( ,0) ( ,0),          ( , )x x x= ∈ −∞ ∞t t , (10) 

íà â³äì³íó â³ä âåêòîð-ôóíêö³¿ U , ÿêà º íåïåðåðâíîþ íà âñüîìó ³íòåðôåéñ³, 
çà âèíÿòêîì îáëàñò³ òð³ùèíè: 

 (1) (2)
1 1 1( ,0) ( ,0),        ( , ) ( , )x x x c b= ∈ −∞ ∞U U { } . 

²íäåêñàìè «1» ³ «2» ó äóæêàõ ïîçíà÷åíî â³äïîâ³äíî îáëàñò³ âèùå òà íèæ÷å 
ë³í³¿ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â.  
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 Çîáðàæåííÿ (8), (9) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3( , ) ( ) ( )m m m m mx x z z= +U A f A f , (11) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3( , ) ( ) ( )m m m m mx x z z′ ′= +t B f B f , (12) 

äå âåêòîð-ôóíêö³¿ (1)( )zf  ³ (2) ( )zf  àíàë³òè÷í³ ó âåðõí³é, 3 0x > , ³ íèæí³é, 

3 0x < , îáëàñòÿõ â³äïîâ³äíî; 3

3

1, 0,

2, 0.

x
m

x

>
=  <

  

 Ïîäàëüøèé àíàë³ç çðîáëåíî àíàëîã³÷íî äî àíàë³çó, äåòàëüíî íàâåäåíîãî 
ó ðîáîòàõ [10, 11]. Ð³âíÿííÿ (10) äàº çìîãó çàïèñàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 (1) (1) (2) (2) (2) (2) (1) (1)
1 1 1 1( ,0) ( ,0) ( , 0) ( ,0)x x x x′ ′ ′ ′− = −B f B f B f B f , 

 1 ( , )x ∈ −∞ ∞ . (13) 
 Ë³âà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (13) º ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì ôóíêö³¿, àíàë³òè÷íî¿ 
â îáëàñò³ 3 0x > , à ïðàâà ÷àñòèíà º ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì ôóíêö³¿, àíàë³-

òè÷íî¿ â îáëàñò³ 3 0x < . Çã³äíî ç ð³âíÿííÿì (13) îáèäâ³ ö³ ôóíêö³¿ ìîæóòü 
áóòè àíàë³òè÷íî ïðîäîâæåí³ íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó, òîáòî âîíè äîð³â-
íþþòü äåÿê³é âåêòîð-ôóíêö³¿ ( )zM , àíàë³òè÷í³é ó âñ³é êîìïëåêñí³é ïëîùè-
í³. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî íàïðóæåííÿ ³ åëåêòðè÷íà ³íäóêö³ÿ çàãàñàþòü íà 
íåñê³í÷åííîñò³, ìîæåìî, âðàõîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (12), çðîáèòè âèñíîâîê, ùî 

( ) 0
z

z
→∞

=M . Öå îçíà÷àº, ùî ( ) 0z =M  ó âñ³é êîìïëåêñí³é ïëîùèí³. Òàêèì 

÷èíîì, ð³âíÿííÿ (13) äàº çìîãó çàïèñàòè òàê³ ð³âíÿííÿ: 

 (1) (1) (2) (2)
3( ) ( ) 0,           0z z x′ ′− = >B f B f , (14) 

 (2) (2) (1) (1)
3( ) ( ) 0,           0z z x′ ′− = <B f B f . (15) 

 Âðàõóâàâøè, ùî ìàòðèö³ â ñï³ââ³äíîøåííÿõ (14), (15) íå º âèðîäæåíè-
ìè, ïåðåïèøåìî îñòàíí³ ð³âíÿííÿ ó ôîðì³ 

 (2) (2) 1 (1) (1)
3( ) ( ),           0z z x−′ ′= >f B B f( ) , (16) 

 (1) (1) 1 (2) (2)
3( ) ( ),           0z z x−′ ′= <f B B f( ) .  (17) 

 Ââåäåìî â ðîçãëÿä âåêòîð 

 (1) (2)
1 1 1( ) ( ,0) ( ,0)x x x′ ′ ′= −[U ] U U ,  

ÿêèé º ñòðèáêîì ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ³íòåðôåéñ ïîõ³äíèõ â³ä ïåðåì³ùåíü ³ 
åëåêòðè÷íîãî ïîòåíö³àëó. Âèêîðèñòàâøè âèðàçè (11), (16), (17), öåé ñòðèáîê 
çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 (1) (1)
1 1 1( ) ( ) ( )x x x′ ′ ′= +[U ] D f D f , 

äå (1) (2) (2) 1 (1)−= −D A A B B( ) . 

 Ââåäåìî â ðîçãëÿä âåêòîð-ôóíêö³þ ( )zW  òàêèì ÷èíîì: 

 
(1)

3
(1)

3

( ), 0,
( )

( ), 0,

z x
z

z x

′ >
=  ′ <

Df
W

Df
 

ÿêà º àíàë³òè÷íîþ ó âñ³é êîìïëåêñí³é ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì îáëàñò³ òð³ùè-

íè ( , )c b . Âèðàæàþ÷è âåêòîð-ôóíêö³¿ 1( )x′[U ]  ³ (1)
1( ,0)xt  ó òåðì³íàõ âåêòîð-

ôóíêö³¿ ( )zW , îòðèìàºìî 

 1 1 1( ) ( ) ( )x x x+ −′ = −[U ] W W , (18) 

 (1)
1 1 1( ,0) ( ) ( )x x x+ −= −t GW GW , (19) 

äå ( ) −= 1 1G B D , 1 1( ) ( 0)x x i+ = +W W , 1 1( ) ( 0)x x i− = −W W .  
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 Âèçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïàðàìåòð³â ðóéíóâàííÿ ïðè íàÿâíîñò³ øòó÷íî¿ 
çîíè êîíòàêòó. Â ïîäàëüøîìó óâàãà áóäå ïðèä³ëåíà ï’ºçîåëåêòðè÷íèì ìà-
òåð³àëàì êëàñó 6mm ÿê îäíèì ç íàéá³ëüø ïîøèðåíèõ ç äîñèòü ðîçâèíóòîþ 
àí³çîòðîï³ºþ. Ó âèïàäêó çá³ãó íàïðÿìêó ïîëÿðèçàö³¿ ïåðøîãî òà äðóãîãî 
ìàòåð³àë³â ç â³ññþ 3x  êîìïîíåíòà 2U  âåêòîð-ôóíêö³¿ U  áóäå íåçàëåæíîþ 

â³ä òðüîõ ³íøèõ êîìïîíåíò 1 3 4( , , )U U U , ÿê öå çàçíà÷åíî â ðîáîò³ [11]. Òàêèì 
÷èíîì, ìàºìî äâ³ îêðåì³ çàäà÷³: çàäà÷ó àíòèïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ³ ïëîñêó 
çàäà÷ó åëåêòðîïðóæíîñò³. Ìàòðèöÿ G  ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:  

 

11 13 14

22

31 33 34

41 43 44

0
0 0 0

0
0

ig g g
ig

g ig ig
g ig ig

=G , 

äå êîåô³ö³ºíòè ijg  – ä³éñí³ òà ij jig g=  ïðè i j≠ . Çîñåðåäèìî óâàãó íà 

ïëîñê³é çàäà÷³ åëåêòðîïðóæíîñò³ ÿê íà á³ëüø ñêëàäíîìó âèïàäêó. Äëÿ 
ñïðîùåííÿ ðîçâ’ÿçêó íàäàë³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèùåíàâåäåí³ âåêòîð-ôóíê-
ö³¿ çà â³äñóòíîñò³ äðóãî¿ êîìïîíåíòè òà âèùåíàâåäåí³ ìàòðèö³ çà â³äñóòíîñò³ 
äðóãèõ ðÿäêà òà ñòîâïöÿ. 
 Ð³âí³ñòü (19) ïåðåïèøåìî ó ôîðì³ 

 (1)
1 1 1( ,0) ( ) ( )x x x+ −= −St SGW SGW , (20) 

äå S  – íåâèçíà÷åíèé ïîêè ùî âåêòîð 1 3 4( , , )S S S=S  . 
 Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêö³þ  

 ( ) ( )F z z= YW , (21) 

äå 

 1 3 4( , , )Y Y Y= =Y SG , 
³ ïðèïóñòèìî, ùî 

 = − γSG SG , (22) 

äå γ  – êîíñòàíòà, ÿêó íàëåæèòü âèçíà÷èòè. Âðàõóâàâøè (21), ð³âíÿííÿ (20) 
ïåðåïèøåìî òàê: 

 (1)
1 1 1( ,0) ( ) ( )x F x F x+ −= + γSt . (23) 

 Âèõîäÿ÷è ç ð³âíÿííÿ (22), ïðèõîäèìî äî çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ 
âëàñí³ âåêòîðè äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîðà S  ³ êîíñòàíòè γ : 

 0γ + =G G S  ( ) . 

Ð³âíÿííÿ det 0γ + =G G ( )  ìàòèìå òàê³ êîðåí³: 

 1
1 3 1 4

1 ,          ,          1
1

−+ δγ = γ = γ γ =
− δ

, 

äå  

 
2 2

2 14 33 13 44 14 13 34
2

11 33 44 34

2g g g g g g g

g g g g

+ −
δ =

−( )
. 

 Â³äïîâ³äí³ âëàñíèì çíà÷åííÿì ,  1,3, 4j jγ = , âëàñí³ âåêòîðè j =S  

1 3 4( , , )j j jS S S=   ìàòèìóòü íàñòóïí³ âëàñòèâîñò³: ÿêùî 3kS  âçÿòè ä³éñíèì, 

òî ó âèïàäêó 2 0δ >  çíà÷åííÿ 1kS  áóäå ÷èñòî óÿâíèì, à 4kS  – ä³éñíèì, 

1,3k = , ³ 1kS , 4kS  áóäóòü ä³éñíèìè ó âèïàäêó 2 0δ < . Êð³ì òîãî, 41 0S =  ³, 
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íåçàëåæíî â³ä çíàêó 2δ , 44S  – ä³éñíå, ÿêùî 43S  âçÿòè ä³éñíèì. Â³äïîâ³äí³ 

âåêòîðè jY  ìàòèìóòü òàê³ âëàñòèâîñò³: 1kY  – ä³éñíå, à 3kY , 4kY  – ÷èñòî 

óÿâí³, ÿêùî 2 0δ > , ³ kjY , 1, 3k = , – êîìïëåêñí³ ïðè 2 0δ < , 41 0Y =  ³, 

íåçàëåæíî â³ä çíàêó 2δ , âåëè÷èíè 43Y , 44Y  – ÷èñòî óÿâí³.  
 Îòæå, îòðèìàíî òðè ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 (1)
1 1 1( ,0) ( ) ( )j j j jx F x F x+ −= + γS t , 

äå  

 ( ) ( )j jF z z= Y W . 

 ßê âèïëèâàº ç âëàñòèâîñòåé âåêòîð-ôóíêö³¿ ( )zW , ôóíêö³¿ ( )jF z  º 

àíàë³òè÷íèìè â óñ³é êîìïëåêñí³é ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì îáëàñò³ òð³ùèíè 
,c b[ ] . Áåðó÷è öå äî óâàãè, îòðèìàºìî äëÿ 1 ,x c b∉ [ ]  

 (1)
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ),      (1 ) ( ) ( , 0),      j j j j jF x F x F x F x x x+ −= = + γ = → ∞S t . 

 Âðàõîâóþ÷è àíàë³òè÷í³ñòü ôóíêö³é ( )jF z  óñþäè, çà âèíÿòêîì îáëàñò³ 

òð³ùèíè, ³ â³äñóòí³ñòü åëåêòðè÷íîãî òà ìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåíü íà íåñê³í-
÷åíîñò³ äëÿ ôóíêö³é ( )jF z , îòðèìàºìî, ùî  

 ( ) 0jF z →   ïðè z → ∞ . 

 ×èñëîâèé àíàë³ç ïîêàçóº, ùî äëÿ îäí³º¿ ãðóïè ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ìàòå-

ð³àë³â âèêîíóºòüñÿ óìîâà 2 0δ > , à äëÿ ³íøî¿ 2 0δ < . Íàäàë³ áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè ìàòåð³àëè, äëÿ ÿêèõ 2 0δ > , ç õàðàêòåðíèì äëÿ íèõ âèíèêíåííÿì 
îñöèëÿö³éíî¿ îñîáëèâîñò³ á³ëÿ âåðøèíè òð³ùèíè, îòæå, òîä³ íåîáõ³äíî çà-
ñòîñóâàòè êîíòàêòíó ìîäåëü òð³ùèíè. Âçÿâøè 3 1jS =  ³ ñêîðèñòàâøèñü âè-

ðàçàìè (18) ³ (23), îòðèìàºìî çîáðàæåííÿ äëÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü íà 
³íòåðôåéñ³ ó âèãëÿä³ 

  1 1 1 3 3 1 4 1( ,0) ( ,0) ( ,0)j j jn u x i n u x n x′ ′ ′+ + ϕ =[ ] [ ] [ ]( )  

 1 1( ) ( ),         1,3, 4j jF x F x j+ −= − = , (24) 

 (1) (1) (1)
33 1 4 3 1 1 13 1( ,0) ( ,0) ( ,0)j jx m D x i m xσ + + σ =  

 1 1( ) ( ),         1,3, 4j j jF x F x j+ −= + γ = , (25) 

äå 4 4j jm S= , 1 1j jm iS= − , 1 1j jn Y= , 3 3j jn iY= − , 4 4j jn iY= − , ïðè÷îìó ijn , 

,  , 1,3, 4ijm i j = , º ä³éñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. 

 Ï³äñòàâèâøè âèðàçè (24), (25) ó ãðàíè÷í³ óìîâè (4)–(6), îòðèìàºìî 
çàäà÷³ Ä³ð³õëå – Ð³ìàíà äëÿ ôóíêö³é ( )jF z  ïðè 1,3j = : 

 1 1 3 1 1 1 4 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   ( , )j j j j jF x F x P i m P x d m D x e x c a+ −+ γ = + δ − + δ − ∈ , 

 1 1Im ( ) 0,       ( , )jF x x a b± = ∈ , 

³ çàäà÷ó Ã³ëüáåðòà ïðè 4j = : 

 4 1 4 1 3 41 1 1 44 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    ( , )F x F x P i m P x d m D x e x c a+ −+ = + δ − + δ − ∈ . 

 Øëÿõîì àíàë³òè÷íèõ ðîçðàõóíê³â äîâåäåíî, ùî 14 34 ,m m=  11 31m m= − . 

Öå äàº çìîãó îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê ó âèïàäêó 3j = , ÿêùî â³äîìèé ðîçâ’ÿçîê 
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äëÿ 1j = . Íà ï³äñòàâ³ öüîãî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Ä³ð³õëå – Ð³ìàíà ò³ëüêè äëÿ 

ôóíêö³¿ 1( )F z : 

 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ),       ( , )F x F x f x x c a+ −+ γ = ∈ , (26) 

 1 1 1Im ( ) 0,          ( , )F x x a b± = ∈ , (27) 

äå 1 1 3 11 1 1 14 1( ) ( ) ( ) ( )f x P i m P x d m D x e= + δ − + δ − . 
 Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (26), (27), îäåðæàíèé ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäèêè [5], 
ìàº âèãëÿä 

 2
1 1 2

1

( ) ( ) ( )( )
( )

( )2

X z d c a dY z
F z i

Y d d z
− − = Ψ + Ψ +  −  π γ

 

 3 4

( ) ( )( )
( )

e c a eY z
i

Y e e z
− −  + Ψ + Ψ  −  

, (32) 

äå  

 ( )
2

1( )
( ) ( )

i zX z e
z c z a

ϕ=
− −

,  

 1 1 1

( ) ( ) 1( ) 2 ln ,        ln
2( )( ) ( )( )

b a z c
z

b c z a a c z b

− −
ϕ = ε ε = γ

π− − + − −
, 

 1 3 1 11 1 1cos ( ) sin ( )P d m P dΨ = ϕ + ϕ ,  

 2 11 1 1 3 1cos ( ) sin ( )m P d P dΨ = ϕ − ϕ , 

 3 14 1 4 14 1cos ( ),      sin ( ),     ( ) z am D e m D e Y z
z b

−Ψ = ϕ Ψ = − ϕ =
−

, 

 1
1 1 1

1 1

( ) ( )
( ) 2 ln

( ) ( ) ( ) ( )

b a x c
x

b c a x a c b x

− −
ϕ = ε

− − + − −
. 

 Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Ã³ëüáåðòà îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàò³â 
Ìóñõåë³øâ³ë³ [4]: 

 4
4

0

( )1( )
2 ( )( )

a

c

f t dt
F z

i X t t z+=
π −∫ , 

äå  
1/2

0 4 3 41 1 44( ) ( )( ) ,      ( ) ( ) ( ) ( )X z z c z a f t P im P t d m D t e
−= − − = + δ − + δ −[ ] . 

 Îá÷èñëèâøè ³íòåãðàë, çíàõîäèìî 

 0 3 41 1 44
4

0 0

( )
( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

X z P im P m D
F z

i X d d z X e e z+ +

+ = + π − − 
. (33)  

 Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äàþòü çìîãó âèçíà÷èòè ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ, 
åëåêòðè÷íó ³íäóêö³þ, ñòðèáîê ïîõ³äíèõ â³ä ïåðåì³ùåíü ³ åëåêòðè÷íîãî ïî-
òåíö³àëó íà ³íòåðôåéñ³. Ï³äñòàâèâøè âèðàçè (32), (33) ó ð³âíÿííÿ (24), (25) ó 
âèïàäêó 1, 4j = , îäåðæèìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 (1) 1 1
13 1 1

111 1 1

(1 ) exp ( )
( ,0)

( ) 2

i x d cx
x dm x c

+ γ ϕ  −σ = − Ψ + −− γ π 

( )
 

 3 1 2
1 1 1

( ) ( )
sin ( )

( )

b d d ce c x
x e x d x b

− −−  + Ψ ϕ + Ψ + −   − −
 

 4 1 1
1 1

( ) ( )
cos ( ) ,         

( )

e d e c
x x b

x e x b

− −  + Ψ ϕ > − − 
, (34) 
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 (1) (1)
33 1 14 3 1( ,0) ( , 0)x m D xσ + =  

 1
11 1 1

( )( )1
2 ( )( )

d c b d
x dx ñ x a

− −= − Ψ + − π − − γ
 

 3 0 1 1 0 1
1

( ) ( )
exp ( ) exp ( )

e c b e
x x

x e
− − + Ψ ϕ + γ −ϕ +− 

[ ]( ) ( )  

 2 4
1 1

( ) ( ) ( ) ( )d c b d e c b e
x d x e
− − − − + Ψ + Ψ × − − 

 

  

1
0 1 1 0 1 1

1
exp ( ) exp ( ) ,      ( , )

x a
x x x a b

b x
− × ϕ − γ −ϕ ∈− 

[ ]( ) ( ) , (35) 

 (1) (1) 3
33 1 44 3 1

1 1 1

( ) ( )
( ,0) ( ,0)

( ) ( ) ( )
Pd c a d

x m D x
x c x a x d

− −
σ + = − −

− − π −
 

 44
1

1 1 1

( ) ( )
,              ( , )

( ) ( ) ( )
m De c a e

x a b
x c x a x e

− −
− ∈

− − π −
, (36) 

 13 3 1 14 1( ,0) ( ,0)n u x n x′ ′+ ϕ =[ ] [ ]  

 1
1 1 1

1 1 1

cosh ( )
cos ( )

( ) ( )
x

x c a x

πε  = Ψ ϕ − πγ − − 
 

 1
2 1 1 3 1 1

1

( ) ( ) ( )
sin ( ) cos ( )

( )
Y x d c a d

x x
Y d x d

− − − Ψ ϕ + Ψ ϕ − − 
 

 1
4 1 1 1

1

( ) ( ) ( )
sin ( ) ,          ( , )

( )
Y x e c a e

x x c a
Y d x e

− − − Ψ ϕ ∈ − 
, (37) 

 3
43 3 1 44 1

1 1 1

( ) ( )1( ,0) ( ,0)
( ) ( )

Pd c a d
n u x n x

x c a x x d
− −′ ′+ ϕ = +π − − −

[ ] [ ]  

 44
1

1 1 1

( ) ( )
,              ( , )

( ) ( )
m De c a e

x c a
x c a x x e

− − 
+ ∈− − − 

, (38) 

 11 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1

1( ,0) cosh ( ) sinh ( )
( )( )

n u x x x
x c x a

′ = − ϕ Ψ + ϕ ×π γ − −
[ ]  

 1
2 0 1 3

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
cosh ( )

( ) ( )
x a b d d c a d

x
b x a d x d

− − − − × Ψ + ϕ Ψ +− − − 
 

 1
  0 1 4 1

1 1

( )( ) ( ) ( )
sinh ( ) , ( , )

( )( )
x a b e e c a e

x x a b
b x a e x e

− − − − + ϕ Ψ ∈ − − − 
, (39) 

äå 

 1
0 1 1

1

( ) ( )
( ) 2 arctan

( ) ( )
a c b x

x
b c x a

− −
ϕ = ε

− −
. 

 Ââåäåìî â ðîçãëÿä êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ ìåõàí³÷íèõ íàïðóæåíü òà 
åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿ òàêèì ÷èíîì: 
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1

(1)
1 1 33 1

0
lim 2 ( ) ( ,0)

x a
k x a x

→ +
= π − σ ,  

 
1

(1)
4 1 3 1

0
lim 2 ( ) ( ,0)

x a
k x a D x

→ +
= π − , (40) 

 
1

(1)
2 1 13 1

0
lim 2 ( ) ( ,0)

x b
k x b x

→ +
= π − σ . (41) 

 Ï³äñòàâëÿþ÷è ôîðìóëó (34) ó (41), îäåðæóºìî 

 1
2 2 4

11 1

1
( ) ( ) ( ) ( )2

d c e ck
b c b d b c b em

+ γ − − = − Ψ + Ψ − − − − πγ
.  

 Ïåðåéøîâøè ó âèðàçàõ (35), (36) äî êðàéîâèõ çíà÷åíü ³ ñêîðèñòàâøèñü 
îçíà÷åííÿìè (40), îòðèìàºìî ñèñòåìó äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â 1k  ³ 4k : 

 1 14 4 1 3
2

( ) ( ) ( ) ( )
d c e ck m k

a c a d a c a e
− − + = − Ψ + Ψ π − − − − 

, 

 1 44 4 3 44
2

( ) ( ) ( ) ( )
d c e ck m k P m D

a c a d a c a e
− − + = − + π − − − − 

, 

ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ìàº âèãëÿä 

 1 14 3 44 1
44 14

2 ( )
( ) ( )( )

d ck m P m
a c a dm m

−= − Ψ + − −π −
 

 44 14 44 3( )
( ) ( )

e c m m D m
a c a e

− + − Ψ − − 
, 

 4 3 1
14 44

2 ( )
( ) ( )( )

d ck P
a c a dm m

−= − Ψ + − −π −
 

 44 3( )
( ) ( )

e c m D
a c a e

− + − Ψ − − 
. 

 Ôîðìóëè (37) ³ (38) ç óðàõóâàííÿì äâîõ îñòàíí³õ ñï³ââ³äíîøåíü äàþòü 
ìîæëèâ³ñòü çàïèñàòè âèðàçè äëÿ ñòðèáêà ïîõ³äíî¿ â³ä ïåðåì³ùåíü 

3 1( , 0)u x′[ ]  ³ ïîõ³äíî¿ â³ä åëåêòðè÷íîãî ïîòåíö³àëó 1( , 0)x′ϕ[ ]  ïðè 1 0x a→ −  
ó òàê³é ôîðì³: 

 3 1 11 1 14 4
1

1( ,0) ( )
2 ( )

u x k k
a x

′ = − Θ + Θ
π −

[ ] , 

 1 41 1 44 4
1

1( ,0) ( )
2 ( )

x k k
a x

′ϕ = − Θ + Θ
π −

[ ] , 

äå 

 11 44 14
1

1

n
n nϖ Θ = − ∆ γ 

,  14 14 44 44 14
1

1

n
m n m nϖ Θ = − ∆ γ 

, 

 41 13 43
1

1

n
n n ϖ Θ = − ∆ γ 

,  44 44 13 14 43
1

1

n
m n m n ϖ Θ = − ∆ γ 

, 

 13 44 43 14n n n n n∆ = − ,  2
1

1

1 (1 )
4

ϖ = + γ
γ

. 

 Ñòðèáîê ïîõ³äíî¿ â³ä ïåðåì³ùåíü 1 1( , 0)u x′[ ]  áåçïîñåðåäíüî â çîí³ êîí-

òàêòó ïðè 1 0x b→ −  âèðàçèòüñÿ òàêèì ÷èíîì: 
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 1 1 22 2
1

1( ,0)
2 ( )

u x k
b x

′ = − Θ
π −

[ ] , 

äå 11
22

11 1

2
(1 )
m

n
Θ = −

+ γ
. 

 Ââåäåìî â ðîçãëÿä øâèäê³ñòü âèâ³ëüíåííÿ åíåðã³¿ ó òî÷êàõ a  ³ b  â³äïî-
â³äíî: 

  

(1) (1)
1 33 1 3 1 3 1 1 1

0

1lim ( ,0) ( , 0) ( , 0) ( ,0)
2

a l
c

l
a

G x u x l D x x l dx
l

+ ∆

∆ →
= σ − ∆ + ϕ − ∆

∆ ∫ [ ] [ ]( ) , 

 (1)
2 31 1 1 1 1

0

1lim ( ,0) ( , 0)
2

b l
c

l
b

G x u x l dx
l

+ ∆

∆ →
= σ − ∆

∆ ∫ [ ] . 

 Âèêîðèñòàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (34)–(39), îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè äëÿ 
øâèäêîñòåé âèâ³ëüíåííÿ åíåðã³¿:  

 2 2
1 11 1 44 4 14 41 1 4( ) 4cG k k k k= Θ + Θ + Θ + Θ /[ ] , 

 2
2 22 2 4cG k= Θ / . 

Â³äïîâ³äíî çàãàëüíà øâèäê³ñòü âèâ³ëüíåííÿ åíåðã³¿ âèçíà÷èòüñÿ ÿê  

 2 2 2
1 2 11 1 22 2 44 4 14 41 1 4( ) 4c c cG G G k k k k k= + = Θ + Θ + Θ + Θ + Θ /[ ] . 

 Îòðèìàí³ âèùå ðåçóëüòàòè ñïðàâåäëèâ³ äëÿ äîâ³ëüíîãî ïîëîæåííÿ òî÷-
êè a . Òàêà ìîäåëü òð³ùèíè íîñèòü íàçâó ìîäåë³ ç³ øòó÷íîþ çîíîþ êîíòàê-
òó (çàäàíîþ çàçäàëåã³äü), àëå â ä³éñíîñò³ çîíà êîíòàêòó íå º â³äîìà ³ ¿¿ ïî-
òð³áíî âèçíà÷àòè. Äëÿ âèïàäêó òð³ùèíè ì³æ äâîìà ³çîòðîïíèìè ìàòåð³à-
ëàìè òàêà çîíà êîíòàêòó âïåðøå çíàéäåíà ó ðîáîò³ [9]. 
 Âèçíà÷åííÿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó. Ââåäåìî â ðîçãëÿä â³äíîñíó äîâ-
æèíó çîíè êîíòàêòó ( ) ( )b a b cλ = − −/ . Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðåàëüíîãî çíà÷åííÿ 
öüîãî ïàðàìåòðà íåîáõ³äíî âèìàãàòè âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ: 

 (1)
33 1( , 0) 0xσ ≤ , 1 ( , )x a b∈ , (42) 

 3 1( ,0) 0u x ≥[ ] ,  1 ( , )x c a∈ . (43) 

 ×èñåëüíî-àíàë³òè÷íèé àíàë³ç ïîêàçóº, ùî îáèäâ³ ö³ óìîâè âèêîíóþòü-
ñÿ, ÿêùî a  âèáðàòè ç ïðîì³æêó 1 2,a a[ ] , äå 1 1( )a b b c= − λ − , 2 2 ( )a b b c= − λ − , 

ïðè÷îìó 1λ  º ìàêñèìàëüíèì ç ïðîì³æêó (0,1)  êîðåíåì ð³âíÿííÿ 

 1 0k = ,  

à 2λ  º ìàêñèìàëüíèì ç (0,1)  êîðåíåì ð³âíÿííÿ 

 1 3 1( ,0) 0a x u x′− =[ ]  àáî 11 1 14 4 0k kΘ + Θ = . 

 Îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ ÷èñåëüíî, àëå ïðè äîñèòü ìàëèõ λ  
ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷í³ ôîðìóëè 

 14
1 1 44 3

1 pd pd 44

1exp arcsin ( 1) arcsin ( )
y n m

m D P n
m

∆      λ = − + − Θ + + π      ε ∆ ∆      
 , 

 2
1 pd

1exp arcsin
y∆   λ = − +   ε ∆  

  

 11 14 14
1 44 3

pd 44 44 11 14

( 1) arcsin ( )
( )

n m
m D P n

m m
Θ − Θ   + − Θ + + π   ∆ Θ − Θ   

, 
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äå 
 11 1 1 14 3cos sin sinx m P U m D V P U∆ = − Θ − , 

 1 14 3 11 1cos cos siny m D V P U m P U∆ = Θ + + , 

 1
(1 )

,        ,             
(1 )

b d b e
b c b c

− ϑ θ − −Θ = θ = ϑ =
− θ ϑ − −

, 

 2 2
1 1 pd

1 1ln ,        ln ,        
4 4 x yU V− θ − ϑ= ε = ε ∆ = ∆ + ∆

θ ϑ
,  

n  ñë³ä âèáèðàòè òàê, ùîá 1λ , 2λ  áóëè ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèìè çíà÷åííÿ-

ìè ç ïðîì³æêó (0,1) . 
 Ö³êàâî â³äì³òèòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó óìîâè (42), (43), íà â³äì³íó â³ä 
òð³ùèíè ì³æ äâîìà ³çîòðîïíèìè ìàòåð³àëàìè, âèêîíóþòüñÿ íå äëÿ îäíîãî 
ºäèíîãî çíà÷åííÿ a , à äëÿ ö³ëî¿ ìíîæèíè öèõ çíà÷åíü. Àëå, àíàëîã³÷íî, ÿê 
ó ðîáîò³ [11], äîâåäåíî, ùî ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ äåôîðìàö³¿ äîñÿãàº ñâîãî 
ì³í³ìóìó äëÿ 1λ = λ  ³, îòæå, íà îñíîâ³ òåîðåìè ïðî ì³í³ìóì ïîòåíö³àëüíî¿ 

åíåðã³¿ â³äïîâ³äíå çíà÷åííÿ 1 1( )a b b c= − λ −  ³ ïîòð³áíî ïðèéíÿòè çà ðåàëü-
íó äîâæèíó çîíè êîíòàêòó. 

 Âèïàäîê ðóõó òð³ùèíè íàï³âíåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè. Ðàçîì ³ç çàäà÷åþ 
ïðî ðóõ òð³ùèíè ñê³í÷åííî¿ äî-
âæèíè ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî 
ðóõ òð³ùèíè íàï³âíåñê³í÷åííî¿ 
äîâæèíè. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ 
îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçêó â öüîìó âè-
ïàäêó äîñòàòíüî çä³éñíèòè ãðà-
íè÷íèé ïåðåõ³ä ó â³äïîâ³äíèõ ðå-
çóëüòàòàõ äëÿ ñê³í÷åííî¿ òð³ùè-
íè. Ïîêëàäåìî a r= − , 1d d= − , 

1e e= − , c → − ∞  (ðèñ. 2).  
 Ðîçâ’ÿçêè (32) ³ (33) íàáó-
äóòü òàêîãî âèãëÿäó: 

 2 1 1
1 2 1 1 4 2 3

1 11

( )
( ) ( ) ( )

2

X z d r e r
F z z i z i

z d z e

∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞− − 

= Ψ η − Ψ + Ψ η − Ψ + +π γ  
( ) ( ) , 

 41 1 3 44
4 1 1

1 1

1( )
2

m P i P i m D
F z d r e r

z d z ei z r
∞ − = − − − + +π +  

, 

äå 

 1 1
2 1 1

1 1

( ) ( )exp ( )
( ) ,     ( ) ,     ( )

( ) ( )
z r d z r di z

X z z z
z d r z d rz r

∞
∞ + +ϕ

= η = η =
− −+

( )
, 

 1 3 1 1 11 1 1 1cos ( ) sin ( )P d m P d∞ ∞ ∞Ψ = ϕ + ϕ ,  

 2 11 1 1 1 3 1 1cos ( ) sin ( )m P d P d∞ ∞ ∞Ψ = ϕ − ϕ , 

 3 14 1 1 4 14 1 1cos ( ),      sin ( )m D e m D e∞ ∞ ∞ ∞Ψ = ϕ Ψ = − ϕ , 

 1( ) 2 ln 1 z zz
r r

∞  ϕ = − ε + + 
 

,   

 1 1 1 1( ) 2 ln 1 ,        ,x xx x d e
r r

∞  ϕ = − ε − + = 
 

. 

 (1) (1) (1), , ijijkl ijkC e ε  

−r 

v 

x3 

P1 

P1 

P3 

P3 

−e1 

x1 

−d1 

D 

D 

(2) (2) (2), , ijijkl ijkC e ε  
 

Рис. 2 
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 Âèðàçè äëÿ ñòðèáê³â ïîõ³äíèõ â³ä ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü íà ³íòåð-
ôåéñ³ ïåðåïèøóòüñÿ â òàê³é ôîðì³: 

 3 1 44 1
43 3 1 44 1

1 1 1 1 1 1

1( ,0) ( ,0)
P d r m D e r

n u x n x
x d x r x e x r

− − ′ ′+ ϕ = + π + − − + − − 
[ ] [ ] ,  

 1 1( , )x d r∈ − − , 

 1
13 3 1 14 1 1 1 1

1 1

cosh ( )
( ,0) ( , 0) cos ( )

( )
n u x n x x

x r
∞ ∞πε ′ ′+ ϕ = Ψ ϕ − πγ − −

[ ] [ ]  

 11 1
2 1 1 3 1 1

1 1 1 1

( )
sin ( ) cos ( )

( )
d rx r d

x x
d r x x d

∞ ∞ ∞ ∞−+  − Ψ ϕ + Ψ ϕ −− + 
 

 11 1
4 1 1 1 1

1 1 1 1

( )
sin ( ) ,            ( , )

( )
e rx r e

x x d r
e r x x e

∞ ∞ −+ − Ψ ϕ ∈ − − − + 
, 

 11 1 1 0 1 1 0 1
1 1

1( ,0) cosh ( ) sinh ( )
( )

n u x x x
x r

∞ ∞ ∞′ = − ϕ Ψ + ϕ ×π γ + 
[ ]  

 11 1
2 3 0 1

1 1 1 1

( )
cosh ( )

( )
d rx r d

x
x r d x d

∞ ∞ ∞−+  × Ψ + Ψ ϕ +− + 
 

 11 1
4 0 1 1

1 1 1 1

( )
sinh ( ) ,            ( ,0)

( )
d rx r e

x x r
x r e x e

∞ ∞ −+ + Ψ ϕ ∈ − − + 
, 

 (1) (1) 1 1
33 1 14 3 1 1 3

1 1 1 11 1

1( ,0) ( ,0)
( ) 2

d e
x m D x

x d x ex r
∞ ∞ σ + = − Ψ + Ψ ×  + ++ γ π  

 

 1 1
0 1 1 0 1 2 4

1 1 1 1
exp ( ) exp ( )

d e
x x

x d x e
∞ ∞ ∞ ∞ × ϕ + γ −ϕ + Ψ + Ψ × + + 

[ ]( ) ( )  

 1
0 1 1 0 1 1

1
exp ( ) exp ( ) ,         ( , 0)

x r
x x x r

x
∞ ∞+ 

× ϕ − γ −ϕ ∈ −− 
[ ]( ) ( ) , 

 (1) (1) 1 3 1 44
33 1 44 3 1

1 1 1 1 1 1
( ,0) ( ,0)

( ) ( )
d r P e r m D

x m D x
x r x d x r x e

− −
σ + = − −

+ π + + π +
, 

 1 ( ,0)x r∈ − , 

 (1) 1 1 1 3
13 1 1

1 111 1

(1 ) exp ( )
( ,0) sin ( )

2

i x
x x

x d x em

∞ ∞ ∞
∞+ γ ϕ Ψ Ψ  σ = − + ϕ +  − − γ π 

( )
 

 1 1
2 4 1 1

1 1 1 1 1 1

cos ( ) ,    0
( ) ( )

d e
x x

x d x x e x
∞ ∞ ∞  + Ψ + Ψ ϕ >   + + 

, 

äå  

 1
0 1 1

1
( ) 2 arctg

x
x

r x
∞ϕ = ε −

+
. 

 Êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ³ åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿ òàêîæ ìî-
æóòü áóòè îòðèìàí³ øëÿõîì ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïðè c → − ∞  ³ ìàþòü 
âèãëÿä 
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 1
2 2 4

11 1 1 1

1 1 1
2

k
m d e

∞ ∞ ∞+ γ  = − Ψ + Ψ 
 πγ

, 

 14 3 44 1 44 14 44 3
1

44 14 1 1

2
( )

m P m m m D m
k

m m d r e r

∞ ∞
∞ − Ψ − Ψ = + 

 π − − −
, 

 3 1 44 3
4

14 44 1 1

2
( )

P m D
k

m m d r e r

∞ ∞
∞ − Ψ − Ψ = + 

 π − − −
. 

 Øâèäê³ñòü âèâ³ëüíåííÿ åíåðã³¿ cG  ìîæå áóòè îòðèìàíà ç â³äïîâ³äíî¿ 
ôîðìóëè äëÿ òð³ùèíè ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè â³äïîâ³äíîþ çàì³íîþ êîåô³ö³ºí-
ò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. 
 Ó âèïàäêó òð³ùèíè íàï³âíåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè â³äíîñíà äîâæèíà çîíè 

êîíòàêòó 1r d∞α = /  âèçíà÷àºòüñÿ ç óìîâ, àíàëîã³÷íèõ äî (42), (43), ³ ñïðàâ-
äæóþòüñÿ àíàëîã³÷í³ àñèìïòîòè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 1
1 pd

1exp arcsin
y
∞

∞
∞

∆ α = − + ε  ∆
  

 14 1 44 3

pd 44

( )
( 1) arcsinn m m D P

n
m

∞

∞

Θ + + − + π ∆ 
, 

 2
1 pd

1exp arcsin
y
∞

∞
∞

∆ α = − + ε  ∆
  

 11 14 14 1 44 3

pd 44 44 11 14

( )( )
( 1) arcsin

( )
n m m D P

n
m m

∞

∞

Θ − Θ Θ + + − + π ∆ Θ − Θ 
, 

äå 

 11 1 1 14 3cos sin sinx m P U m D V P U∞ ∞ ∞ ∞ ∞∆ = + Θ + , 

 1 14 3 11 1cos cos siny m D V P U m P U∞ ∞ ∞ ∞ ∞∆ = Θ + − , 

 1
1

∞
Θ =

Θ
,  1

1

e
d

∞Θ = ,  1 ln 4U = ε ,  1 ln 4V ∞= ε Θ , 2 2
pd ( ) ( )x y
∞ ∞ ∞∆ = ∆ + ∆ ,  

íåîáõ³äí³ çíà÷åííÿ n  âèáèðàþòüñÿ ç ò³º¿ æ óìîâè, ùî é äëÿ òð³ùèíè ñê³í-
÷åííî¿ äîâæèíè. 

 Àíàë³ç îòðèìàíèõ ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàò³â. Äëÿ àïðîáàö³¿ îòðèìàíèõ 
àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â áóëî ðîçãëÿíóòî ðóõîìó ì³æôàçíó òð³ùèíó â ï’ºçî-
åëåêòðè÷íîìó á³ìàòåð³àëüíîìó ïðîñòîð³ ùî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ï’ºçîåëåêò-
ðè÷íèõ êåðàì³ê: PZT – 4 ³ PZT – 5 [2]. Àíàë³ç ïðîâåäåíî äëÿ òàêèõ çíà÷åíü 
ìåõàí³÷íèõ ³ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â: 1 0P = , 3 2000ÍP = − /ì, 0.15θ = ϑ = , 

1 1 1e d = . Óâàãó áóëî çîñåðåäæåíî íà âèâ÷åíí³ âïëèâó åëåêòðè÷íîãî íàâàí-
òàæåííÿ ³ øâèäêîñò³ ðîçïîâñþäæåííÿ òð³ùèíè íà øâèäê³ñòü âèâ³ëüíåííÿ 

åíåðã³¿ cG  ³ âåëè÷èíó â³äíîñíî¿ äîâæèíè çîíè êîíòàêòó α = λ θ  ( ∞α ) äëÿ 
òð³ùèíè ñê³í÷åííî¿ (íàï³âíåñê³í÷åííî¿) äîâæèíè.  

Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü 1α  (ñóö³ëüíîþ ë³í³ºþ) ³ 2α  (ïóíêòèðíîþ 

ë³í³ºþ) â³ä øâèäêîñò³ ðóõó òð³ùèíè (0; 1930ì ñ)v ∈ /  ó ëîãàðèôì³÷í³é øêàë³ 

äëÿ äâîõ çíà÷åíü åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿ 7 76 10 ,  50 10D − −= − ⋅ − ⋅ 2Ô Â ì⋅ . 

Çîíè êîíòàêòó 1
∞α  ³ 2

∞α  íàñò³ëüêè áëèçüê³ â³äïîâ³äíî äî 1α  ³ 2α , ùî ¿õ 
ãðàô³êè â³çóàëüíî ñï³âïàäàþòü.  
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 Рис. 3 Рис. 4 

Íà ðèñ. 4 ïðî³ëþñòðîâàíî çì³íó â³äïîâ³äíèõ çîí êîíòàêòó ïðè áåçïîñå-
ðåäíüîìó íàáëèæåíí³ øâèäêîñò³ v  äî êðèòè÷íî¿ øâèäêîñò³ (â äàíîìó âè-
ïàäêó øâèäêîñò³ õâèëü Ãóëÿºâà – Áëþñòåéíà), 1 2001.8702ì ñc = . 

Äëÿ ìåíøîãî çíà÷åííÿ åëåêòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ çîíè êîíòàêòó 2α  ³ 

2
∞α  ìàéæå ñï³âïàäàþòü â³äïîâ³äíî ç 1α  ³ 1

∞α , àëå äëÿ äðóãîãî âèïàäêó ð³ç-
íèöÿ äîñèòü ñóòòºâà (ïîðîæí³ ìàðêåðè â³äïîâ³äàþòü òð³ùèí³ íàï³âíåñê³í-
÷åííî¿ äîâæèíè). ßê áà÷èìî, ñóòòºâå çðîñòàííÿ çîí êîíòàêòó âèíèêàº ïðè 

íàáëèæåíí³ äî êðèòè÷íî¿ øâèäêîñò³ 1c  ³ ïðè 1v c→  âñ³ çîíè 1 2 1,  ,  ∞α α α , 

2 1∞α → . Ñë³ä â³äì³òèòè, ùî çíà÷åííÿ åëåêòðè÷íî¿ ³íäóêö³¿ D  áóëè âçÿò³ íå 
âèïàäêîâî: ÿê ïîêàçàíî â ðîáîò³ [11], âîíè ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè óìîâó 
³ñíóâàííÿ êîíòàêòíî¿ ìîäåë³ 3 44D P m≤ − .  
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Ãðàô³ê çì³íè âåëè÷èíè 3 44P m−  ç ðîñòîì v  íàâåäåíî íà ðèñ. 5. Çà-

ëåæí³ñòü øâèäêîñò³ âèâ³ëüíåííÿ åíåðã³¿ cG  äëÿ òð³ùèí ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè 
(ñóö³ëüíà ë³í³ÿ) ³ íàï³âíåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè (ïóíêòèðíà ë³í³ÿ) çîáðàæåíî 

íà ðèñ. 6 ÿê ôóíêö³þ â³ä â³äïîâ³äíèõ çîí êîíòàêòó 1α  ³ 1
∞α . Â³äì³òèìî, ùî 

çìåíøåííÿ cG  îáóìîâëåíî çìåíøåííÿì (çá³ëüøåííÿì çà ìîäóëåì) åëåêò-
ðè÷íî¿ ³íäóêö³¿, ùî äîáðå ïðî³ëþñòðîâàíî ãðàô³êîì. 
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ДВИЖЕНИЕ ЭЛЕКТРОИЗОЛИРОВАННОЙ МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНЫ С ДОКРИТИЧЕСКОЙ 
СКОРОСТЬЮ В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ БИМАТЕРИАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ  
 
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíî äâèæåíèå ýëåêòðîèçîëèðîâàííîé òðåùèíû ïî ãðàíèöå ðàç-
äåëà ìàòåðèàëîâ â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ñîñòîèò èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïüåçîýëåê-
òðè÷åñêèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ëåâàÿ âåðøèíà òðåùèíû ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòîé, â 
òî âðåìÿ êàê âîçëå ïðàâîé âåðøèíû åñòü çîíà êîíòàêòà, òðåíèå ìåæäó áåðåãàìè 
êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ îòñóòñòâóþùèì. Òðåùèíà äâèæåòñÿ ñ óñòàíîâèâøåéñÿ ñêî-
ðîñòüþ âìåñòå ñ ïðèëîæåííûìè ê áåðåãàì ñîñðåäîòî÷åííûìè ýëåêòðè÷åñêîé è 
ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêàìè. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû òðàíñöåíäåíòíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çîí êîíòàêòà, êîòîðûå ðåøåíû ÷èñëåííî, à òàêæå âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê-
öèè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñêîðîñòè îñâîáîæäåíèÿ ýíåðãèè â îêðåñòíîñòè ïðà-
âîé âåðøèíû òðåùèíû. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äëÿ òðåùèíû êîíå÷íîé 
äëèíû è ïîëóáåñêîíå÷íîé òðåùèíû. 
 
ON MOVING IMPERMEABLE INTERFACE CRACK WITH CONSTANT SUBSONIC 
VELOCITY IN PIEZOELECTRIC BIMATERIAL 
 
A problem for an impermeable crack moving along the interface of two dissimilar pie-
zoelectric materials is considered. A mechanically frictionless and electrically permeable 
contact zone is assumed at the right crack tip whilst another part of the crack is open. 
The crack moves with constant velocity together with concentrated loading and electrical 
charge, which are prescribed at the crack faces. The transcendental equation for 
determination of the real contact zone length is solved numerically, and both stress and 
electrical displacement intensity factors are derived. Special attention is devoted to the 
problem of the energy release rate at the right crack tip. A comparative analysis is given 
for a finite length crack and for a semi-infinite crack. 
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