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ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНА СФЕРИЧНА ОБОЛОНКА З СИСТЕМОЮ 
ДОВІЛЬНО ОРІЄНТОВАНИХ ТРІЩИН 
 

Çàäà÷à ïðî ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè ç äîâ³ëüíî ðîçì³ùåíèìè 
ïðÿìîë³í³éíèìè â ïëàí³ íàñêð³çíèìè òð³ùèíàìè çâåäåíà äî ñèñòåìè ñèíãó-
ëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà ðîçâ’ÿçàíà ÷èñåëüíî ñóì³ñíî ç óìîâàìè 
îáìåæåíîñò³ çóñèëü ³ ìîìåíò³â á³ëÿ òð³ùèí òà óìîâàìè ïëàñòè÷íîñò³ òîí-
êèõ îáîëîíîê. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî îáîëîíêó ç ÷îòèðìà òð³ùèíàìè. 

 
Ðîçðîáö³ òåîð³¿ ³ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìî-

âàíèé ñòàí ³ ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó îáîëîíîê ç òð³ùèíàìè ïðèñâÿ÷åíî çíà÷íó 
ê³ëüê³ñòü ðîá³ò â³ò÷èçíÿíèõ ³ çàðóá³æíèõ àâòîð³â. Äîñèòü ïîâíèé ¿õ ïåðåë³ê 
òà àíàë³ç íàâåäåíî â ìîíîãðàô³ÿõ [5, 6, 10, 13, 14] òà îãëÿäîâèõ ñòàòòÿõ [4, 
7, 9, 15, 16]. Àíàë³ç îïóáë³êîâàíèõ ðîá³ò ïîêàçóº, ùî çíà÷íà á³ëüø³ñòü äî-
ñë³äæåíü ïðîâåäåíà áåç óðàõóâàííÿ çîí ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ á³ëÿ 
âåðøèí òð³ùèí. Äîñë³äæåíü íàïðóæåíîãî ñòàíó òà ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè 
ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ îáîëîíîê ç òð³ùèíàìè â³äíîñíî ìàëî. Ïðè öüîìó ðîç-
ãëÿíóòî îáîëîíêè, îñëàáëåí³, çàçâè÷àé, îäí³ºþ òð³ùèíîþ. Ó ö³é ðîáîò³ ðîç-
ãëÿíóòî îáîëîíêó, îñëàáëåíó ñèñòåìîþ äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíèõ  ïðÿìîë³í³é-
íèõ â ïëàí³ òð³ùèí. 

Ðîçãëÿíåìî ïðóæíî-ïëàñòè÷íó ³çîòðîïíó áåçìåæíó ñôåðè÷íó îáîëîí-
êó, îñëàáëåíó ñèñòåìîþ k  äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíèõ ïðÿìîë³í³éíèõ â ïëàí³ 
òð³ùèí, ÿê³ íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ï³ä òåðì³íîì áåçìåæíà ðîçóì³ºìî òàêó îáî-
ëîíêó, ãðàíèö³ ÿêî¿ ðîçì³ùåí³ íàñò³ëüêè äàëåêî, ùî íå âïëèâàþòü íà çáóðå-
íèé íàïðóæåíèé ñòàí, çóìîâëåíèé íàÿâí³ñòþ òð³ùèí. Ââàæàòèìåìî, ùî 
îáîëîíêà çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ³ äî áåðåã³â êîæ-
íî¿ òð³ùèíè ïðèêëàäåí³ ð³âí³ çà âåëè÷èíîþ ³ ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåí³ çó-
ñèëëÿ òà ìîìåíòè òàê, ùî ï³ä ÷àñ äåôîðìóâàííÿ îáîëîíêè áåðåãè òð³ùèí íå 
êîíòàêòóþòü. Ïðèéìàºìî, ùî ìàòåð³àë îáîëîíêè º ³äåàëüíî ïðóæíî-ïëàñ-
òè÷íèì àáî ç³ çì³öíåííÿì. Âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó, âåëè÷èíó íàâàíòàæåííÿ ³ 
ðîçì³ðè òð³ùèí ââàæàòèìåìî òàêèìè, ùî íà ¿õ ïðîäîâæåíí³ âóçüêîþ 
ñìóãîþ ïî âñ³é òîâùèí³ îáîëîíêè ðîçâèâàþòüñÿ ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿. Ïîçà 
öèìè çîíàìè ìàòåð³àë ïðóæíèé. Â³äïîâ³äíî ç àíàëîãîì cδ -ìîäåë³ [5, 8] çà-
ì³íèìî çîíè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ïîâåðõíÿìè ðîçðèâó ïðóæíèõ ïåðåì³-
ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó, à ðåàêö³þ çîíè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é íà ïðóæíèé 
îá’ºì – íåâ³äîìèìè çóñèëëÿìè òà ìîìåíòàìè, ùî ïðîòèä³þòü ðîçêðèòòþ 
òð³ùèíè. Òîáòî ïðóæíî-ïëàñòè÷íó çàäà÷ó ïðî ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó ñôåðè÷-
íî¿ îáîëîíêè ç ñèñòåìîþ k  òð³ùèí çàäàíî¿ äîâæèíè çâîäèìî äî çàäà÷³ ïðî 
ïðóæíó ð³âíîâàãó àíàëîã³÷íî¿ îáîëîíêè ç ñèñòåìîþ k  ô³êòèâíèõ òð³ùèí 
íåâ³äîìî¿ äîâæèíè, äî áåðåã³â ÿêèõ, êð³ì çàäàíèõ, ïðèêëàäåí³ íåâ³äîì³ çó-
ñèëëÿ ³ ìîìåíòè, ùî çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ 
îáîëîíîê [12]. 

Â³äíåñåìî ñåðåäèííó ïîâåðõíþ ðîçãëÿäóâàíî¿ îáîëîíêè äî äåêàðòîâî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò xOy . Êð³ì öüîãî, çà àíàëîã³ºþ ç [13], íà êîæí³é òð³ùèí³ 

ââåäåìî ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò m m mx O y , 1, ,m k=  , ïî÷àòîê ÿêî¿ 

ïîì³ñòèìî â öåíòð³ òð³ùèíè, à â³ñü m mO x  ñïðÿìóºìî âçäîâæ ë³í³¿ òð³ùèíè. 

Êîîðäèíàòè öåíòð³â òð³ùèí â áàçîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò xOy  ïîçíà÷èìî 

÷åðåç 0 0,m mx y( ) , à êóòè ì³æ îñÿìè Ox  ³ m mO x  – ÷åðåç mβ . Ïîçíà÷èìî äîâ-

æèíó êîæíî¿ òð³ùèíè ÷åðåç ,  1, ,ml m k=  , à ô³êòèâíî¿ – ÷åðåç 1
ml . Ïðè 

öüîìó 1 (2) (3)
m m m ml l l l= + + , äå (2)

ml , (3)
ml  – äîâæèíà ïëàñòè÷íèõ çîí á³ëÿ ë³âî¿ ³ 

ïðàâî¿ âåðøèí m -¿ òð³ùèíè. 
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Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó áåçìåæíó ñôåðè÷íó îáîëîíêó ç îäí³ºþ ³çîëüîâà-

íîþ ïðÿìîë³í³éíîþ â ïëàí³ òð³ùèíîþ (1)
ml . Ïîçíà÷èìî êîìïîíåíòè çóñèëü ³ 

ìîìåíò³â, ùî âèíèêëè â îáîëîíö³ ç òð³ùèíîþ ï³ä ä³ºþ çàäàíîãî íàâàíòàæåí-

íÿ çà ïåâíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ, ÷åðåç 1 1 1 1 1,  ,  ,  ,  r r r r rN S M H Q  – íîðìàëüíå òà 
çñóâíå çóñèëëÿ, çãèííèé ³ êðóòíèé ìîìåíòè òà ïåðåð³çóþ÷å çóñèëëÿ â³äïî-
â³äíî, ÿê³ ä³þòü ó íîðìàëüíèõ ïåðåð³çàõ îáîëîíêè constmr x= =  àáî 

constmr y= = . ×åðåç 0 0 0 0 0,  ,  ,  ,  r r r r rN S M H Q  ïîçíà÷èìî â³äïîâ³äíî êîìïîíåí-

òè çóñèëü ³ ìîìåíò³â îñíîâíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó, çóìîâëåíîãî òèì ñàìèì 
íàâàíòàæåííÿì ³ çà òèõ ñàìèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ â îáîëîíö³ áåç òð³ùèíè. Òî-
ä³, âðàõîâóþ÷è ë³í³éí³ñòü çàäà÷³, çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè â îáîëîíö³ ç òð³ùèíîþ 
ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ ñóìè 

 1 0 ,     ,  ,  ,  ,  r r rG G G G N S M H Q= + = { } , 

äå rG  – êîìïîíåíòè çáóðåíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó, çóìîâëåíîãî òð³ùèíîþ. 
Ö³ êîìïîíåíòè õàðàêòåðèçóþòü êîíöåíòðàö³þ íàïðóæåíü á³ëÿ òð³ùèíè. 

Îñê³ëüêè áåðåãè ðåàëüíèõ òð³ùèí, à çíà÷èòü, ³ ô³êòèâíèõ, çàâàíòàæåí³ 

ñàìîçð³âíîâàæåíèìè çóñèëëÿìè òà ìîìåíòàìè, òî íà êîíòóð³ òð³ùèíè 1
ml  

äëÿ êîìïîíåíò çáóðåíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñü óìîâè 

 ,0 , 0 ( ),        1, , 4i m i m im mP x P x f x i+ −= = = ( ) ( ) . (1) 

Òóò 

 

1 0

0 (2) (2)

0 (3) (3)

 

 

( ) ( ) : ,

( ) ( ) : ,

( ) : ,

i m i m m m m

im m i m i m m m

i m i m m m

P x P x x x l

f x P x P x x l

P x P x x l

 − ∀ ∈
= − + ∀ ∈


− + ∀ ∈

 

 1 2 2 2 3 21 4 2,       ,         ,        P N P M P S P Q∗ ∗= = = = , 

³íäåêñàìè «0» ³ «1» ïîçíà÷åíî êîìïîíåíòè â³äïîâ³äíî îñíîâíîãî íàïðóæåíî-
ãî ñòàíó òà íàïðóæåíîãî ñòàíó îáîëîíêè ç òð³ùèíîþ; çíàêàìè «+» ³ «−» – 

ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ íà áåðåãàõ 0my +  òà 0my − ; (2)P , (3)P  â³äïîâ³-

äàþòü íåâ³äîìèì çóñèëëÿì ³ ìîìåíòàì ó ïëàñòè÷íèõ çîíàõ, ÿê³ çàäîâîëüíÿ-

þòü â³äïîâ³äí³ óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê; 21S∗ , 2Q∗  – óçàãàëüíåí³ 
çà Ê³ðõãîôîì çñóâíå òà ïåðåð³çóþ÷å çóñèëëÿ [2]. 

Íà îñíîâ³ òåîð³¿ îáîëîíîê ç âëàñíèìè (çàëèøêîâèìè) íàïðóæåííÿìè [1] 
òà ìåòîäó äèñòîðñ³é â òåîð³¿ îáîëîíîê ç òð³ùèíàìè [11] çàïèøåìî ñèñòåìó 
êëþ÷îâèõ ð³âíÿíü äëÿ ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïðÿìîë³í³éíîþ â ïëàí³ äîâ³ëü-

íî îð³ºíòîâàíîþ òð³ùèíîþ 1
m mx l≤ : 

 2 2 2 00
0 1 ( , )m m m m m

D
w D F x y

R
∇ ∇ ϕ − ∇ = − , 

 2 2 2 0
2

1

1 ( , )m m m m mw F x y
D R

∇ ∇ − ∇ ϕ = − , (2) 

äå 

  

0 2
1 1 1 2( ) ( ) ( )m m m m m mF v x u x y= ∂ − ∂ ∂ δ[ ] [ ]{ } , 

   

0 2 2
2 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )m m m m m mF x w x y= ν∂ + ∂ θ + ∂ δ +[ ] [ ]{ }  

   

2
1 22(1 ) ( ) ( )m m mw x y+ − ν ∂ ∂ δ[ ] , 
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 2 2 2
1 2∇ = ∂ + ∂ ,  1

mx
∂∂ =

∂
,  2

my
∂∂ =

∂
,  

 0 2D Eh= ,  
3

1 2
2

3(1 )
EhD =
− ν

,  2 2m mwθ = ∂ , 

 ( ) ( , 0) ( , 0)m m mx x x+ −ψ = ψ + − ψ −[ ]  1 :m m mx x l∀ ∈ ,  

 ( ) 0mxψ =[ ]  1 :m m mx x l∀ ∉ , , ,m m m mu v wψ = θ{ } , 

R  – ðàä³óñ, à , ,m m mu v w  – êîìïîíåíòè ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 

îáîëîíêè, ( )myδ  – ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà, E  – ìîäóëü ïðóæíîñò³, 2h  – òîâùèíà 

îáîëîíêè, ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 
Çóñèëëÿ òà ìîìåíòè âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ ( , )m x yϕ , 

( , )mw x y  çà äîïîìîãîþ ôîðìóë 

 2
1 2m mN = −∂ ϕ ,   2

2 1m mN = −∂ ϕ ,    1 2 mS = ∂ ∂ ϕ , 

  

2 2
1 1 1 2 2 ( ) ( )m m m m m mM D w w x y= − ∂ + ν∂ + ν θ δ[ ]( ) , 

  

2 2
2 1 1 2 2 ( ) ( )m m m m m mM D w w x y= − ν∂ + ∂ + θ δ[ ]( ) , 

  1 1 2(1 ) ( ) ( )m m m m mH D w w x y= − − ν ∂ ∂ + δ[ ]( ) , 

   

2
1 1 1 1 2 2( ) (1 ) ( ) ( )m m m m m mQ D w x w x y= − ∂ ∇ + ν∂ θ + − ν ∂ δ[ ] [ ]( )( ) , 

    

2
2 1 2 2 2 1( ) (1 ) ( ) ( )m m m m m mQ D w x w x y= − ∂ ∇ + ∂ θ + − ν ∂ δ[ ] [ ]( )( ) , (3) 

à ïåðåì³ùåííÿ mu  òà mv  òî÷îê ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè – ³ç ñèñòåìè 

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

 1 2 1 2 1 2 2
1 0 2 1cos sinm m m m m mu w R R D− − −∂ = − β + β + ∂ ϕ − ν∂ ϕ( ) ( ) , 

 1 2 1 2
2 sin cosm m m mv w R R− −∂ = − β + β +( )  

  

1 2 2
0 1 2 ( ) ( )m m m m mD v x y−+ ∂ ϕ − ν∂ ϕ + δ[ ]( ) , 

   

1
2 1 0 1 22 (1 ) ( ) ( )m m m m m mu v D u x y−∂ + ∂ = − + ν ∂ ∂ ϕ + δ[ ] .  

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 

 0 0 0 0
2( , , , , , ),          ,m m m m m m m m m m mq q x y u v w q w∗ ∗ ∗ ∗ ∗= θ = ϕ , (4) 

ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (2), òîáòî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü (2), êîëè â ïðàâ³ ÷àñòèíè öèõ ð³âíÿíü ï³äñòàâëåí³ çîñåðåä-
æåí³ â òî÷ö³ mx s=  ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ³ êóòà ïîâîðîòó 

  

0( ) ( )m m m mu x u x s= δ −[ ] ,  

0( ) ( )m m m mv x v x s= δ −[ ] , 

  

0( ) ( )m m m mw x w x s= δ −[ ] ,  

0
2 2( ) ( )m m m mx x sθ = θ δ −[ ] . 

Öåé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ 
Ôóð’º. Ìàþ÷è ðîçâ’ÿçîê (4), êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ ,  m mwϕ  çîáðàçèìî ó êâàäðà-

òóðàõ 

 
1

2( , ) , , , , ,

m

m m m m m m m m m m

l

x y x s y u v w ds∗ϕ = ϕ − θ∫ [ ] [ ] [ ] [ ]{ } , 
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1

2( , ) , , , , ,

m

m m m m m m m m m m

l

w x y w x s y u v w ds∗= − θ∫ [ ] [ ] [ ] [ ]{ } . (5) 

Çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü (5) òà ôîðìóë (3) çíàõîäèìî âèðàçè äëÿ 
çóñèëü ³ ìîìåíò³â 1 2 1 2 1 2, , , , , , ,m m m m m m m mN N S M M H Q Q  â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ 

îáîëîíêè, ñïðè÷èíåíèõ ñòðèáêàìè ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó âçäîâæ ô³ê-

òèâíî¿ òð³ùèíè 1
ml . Ìàþ÷è ö³ âèðàçè, çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè íà äîâ³ëüí³é ïëî-

ùèíö³, ùî óòâîðþº ç ë³í³ºþ m -¿ òð³ùèíè äåÿêèé êóò ,  nm nm n mβ β = β − β , 

âèçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë  

 2 2
1 2sin cos sin 2nm m nm m nm m nmN N N S= β + β − β , 

 2 1
1 ( ) sin 2 cos 2
2nm m m nm m nmS N N S= − β + β , 

 2 2
1 2sin cos sin 2nm m nm m nm m nmM M M H= β + β − β , 

 2 1
1 ( ) sin 2 cos 2
2nm m m nm m nmH M M H= − β + β , 

 1 2sin cosnm m nm m nmQ Q Q= − β + β .  (6) 

Íà îñíîâ³ ôîðìóë (6) ìîæíà âèçíà÷èòè çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè íà ë³í³¿ n -¿  

òð³ùèíè 1
nl , çóìîâëåí³ ñòðèáêàìè ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó íà òð³ùèí³ 

1
ml , âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî çâ’ÿçîê ì³æ ëîêàëüíèìè ñèñòåìàìè êîîðäè-

íàò 

 0 0 0 0( ) cos ( ) sin cos sin ,m n m m n m m n nm n nmx x x y y x y= − β + − β + β − β  

 0 0 0 0( ) cos ( ) sin sin cos .m n m m n m m n nm n nmy y y x x x y= − β − − β + β + β  

ßêùî ï³äñóìóâàòè çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè íà ë³í³¿ n -¿ òð³ùèíè, çóìîâëåí³ 
ñòðèáêàìè ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó êîæíî¿ ç k  òð³ùèí ³ âèìàãàòè, ùîá 

ö³ ñóìàðí³ âåëè÷èíè çàäîâîëüíÿëè çàäàí³ óìîâè (1) íà òð³ùèí³ 1
nl , òî 

îòðèìàºìî ñèñòåìó 4-õ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî 4k  íåâ³äîìèõ ôóíê-
ö³é. Ïîáóäóâàâøè òàê³ ð³âíÿííÿ äëÿ êîæíî¿ ³ç k  òð³ùèí, îòðèìàºìî ñèñ-
òåìó 4k  ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ 4k  íåâ³äîìèõ 
ôóíêö³é, ùî õàðàêòåðèçóþòü ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó âçäîâæ 
öèõ òð³ùèí. Öþ ñèñòåìó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

  

1 1

4

1 1

( )
( ) ( , ) ( )

n m

n
jin

jm nm m i in n
n j ml l

s ds
s s x ds d f x

s x
∗

= =

ψ
+ ψ =

− ∑ ∑∫ ∫ K , 

                      

1 ,            1, , , 1, , 4n nx l n k i∈ = =  . (7) 

Òóò 

 4 4,     1,2,3,            in in n n nf f n f f C∗ ∗= = = + , 

 1 2( ) ( ) ,           ( ) ( )n n n n
d ds v s s u s
ds ds

ψ = ψ =[ ] [ ] , 

 3 2 4

( )
( ) ( ) , ( ) [ ]n

n n n

dw sd ds Rc s s
ds ds ds

ψ = − Θ ψ =[ ] , 
2

2 23(1 )

hc
R

=
− ν

, 

( , )j
nm ns xK  – íåïåðåðâí³ äëÿ âñ³º¿ ìíîæèíè ä³éñíèõ çíà÷åíü s , nx  ôóíêö³¿; 

id  – çàäàí³ ïîñò³éí³ âåëè÷èíè; nC  – êîíñòàíòè ³íòåãðóâàííÿ. 



159 

Ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (7) ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè óìîâè 

 
1 1

4( ) 0,    1, , 4,       ( ) 0,    1, ,

n n

in n

l l

s ds i s ds ds n kψ = = ψ = =∫ ∫∫  ,  (8) 

ÿê³ çàáåçïå÷óþòü îäíîçíà÷í³ñòü ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó ó âåðøèíàõ 
ô³êòèâíèõ òð³ùèí. 

Çàóâàæèìî, ùî â ñèñòåì³ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (7) íåâ³äîì³ ãðàíèö³ 
³íòåãðóâàííÿ, îñê³ëüêè íåâ³äîì³ ðîçì³ðè ïëàñòè÷íèõ çîí, à çíà÷èòü ³ äîâ-

æèíè ô³êòèâíèõ òð³ùèí. Êð³ì òîãî ôóíêö³¿ ( )in nf x∗  ì³ñòÿòü íåâ³äîì³ ( ) ,
m

iN  

( ) ,
m

iS  ( ) ,
m

iM  ( )

m

iQ , 2,3i = , ùî ä³þòü íà áåðåãàõ ô³êòèâíèõ òð³ùèí, ÿê ðåàêö³ÿ 

ïëàñòè÷íèõ çîí íà ïðóæíèé ìàòåð³àë îáîëîíêè. Îòæå, äëÿ ïîáóäîâè ðîç-
â’ÿçêó, ñèñòåìó (7) ïîòð³áíî äîïîâíèòè äåÿêèìè óìîâàìè. Ïðèðîäíî, ùî òà-

êèìè óìîâàìè, ÿê³ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè    

( ) ( ) ( ) ( ), , ,
m m m m

i i i iN S M Q , 2,3i = , º óìî-

âè ïëàñòè÷íîñò³ òà óìîâè îáìåæåíîñò³ íàïðóæåíü â ïëàñòè÷íèõ çîíàõ (á³ëÿ 
âåðøèí ô³êòèâíèõ òð³ùèí). 

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (7) áóäåìî áóäóâàòè çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåííÿ [6] 
çàïðîïîíîâàíîãî ðàí³øå [3] âàð³àíòó ìåòîäó ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð äëÿ ðîç-

â’ÿçêó îäíîãî ð³âíÿííÿ. Ôóíêö³¿ ( )in nf x∗ , ùî ì³ñòÿòüñÿ â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ 

ñèñòåìè (7), ìàþòü ðîçðèâ ó òî÷êàõ ns x∗=  ( nx∗  – êîîðäèíàòè âåðøèíè ðå-

àëüíî¿ òð³ùèíè). Ïîð³âíÿííÿ àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè êàíîí³÷íèõ 

ñèíãóëÿðíèõ ð³âíÿíü, ùî â³äïîâ³äàº ñèñòåì³ (7) ( ( , ) 0j
nm ns x =K ) ç â³äïîâ³ä-

íèìè ðîçâ’ÿçêàìè, îòðèìàíèìè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð, 
ïîêàçàëî, ùî âèêîðèñòàííÿ öüîãî ìåòîäó áåçïîñåðåäíüî äî ñèñòåì ç ðîçðèâ-
íèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ïðèçâîäèòü äî çíà÷íèõ ïîõèáîê ðîçâ’ÿçêó â îêîë³ 

òî÷îê ns x∗= , äå ïîâåä³íêà îñòàííüîãî íàñ íàéá³ëüøå ö³êàâèòü. Òîìó ïðè 

ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåì òèïó (7) çàñòîñóºìî ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé â ðî-
áîò³ [17] äëÿ îäíîãî ð³âíÿííÿ àíàëîã³÷íîãî òèïó. Ç ö³ºþ ìåòîþ øóêàí³ ôóíê-
ö³¿ jmψ  çîáðàçèìî ó âèãëÿä³ ñóìè 

 ( ) ( ) ( )jm jm jms h s F sψ = + . (9) 

Òóò ( )jmh s  – ðîçâ’ÿçîê êàíîí³÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü 

 
1

1( )
( ),   ,       1, , ,     1, , 4

n

in
i in n n n

n
l

h s ds
d f x x l n k i

s x
∗= ∈ = =

−∫   , (10) 

ÿêèé çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè îáåðíåííÿ ³íòåãðàë³â òèïó Êîø³ [5] 
òà â³í çàäîâîëüíÿº óìîâè òèïó (8). 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (9) â (7) ç óðàõóâàííÿì (10), îòðèìàºìî ñèñòåìó ñèíãó-
ëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ( )jmF s . Îòðèìàíà ñèñòåìà 

ìàº âèãëÿä (7), àëå ç íåïåðåðâíèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè. 
Ñèñòåìó êëþ÷îâèõ ð³âíÿíü ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè (2), ÿêà âðàõîâóº íàÿâ-

í³ñòü òð³ùèíè, çâåäåìî äî îäíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïðîãèí³â 

 2 2 2 4 4 0 2 0
0 0 1 2( , ) ( , )m m m m m m mw R F x y F x y∇ ∇ ∇ + γ = γ − ∇( )  (11) 

òà ñï³ââ³äíîøåííÿ íà ôóíêö³þ íàïðóæåíü 

 2( , ) ( , )m m m m m mx y DR w F x y∗ϕ = − ∇ +( ) , 

äå  

 2 * 0
2( , ) ( , )m m m mF x y F x y∇ = , 4 2

0 0 /( )D DRγ = . 

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11) íàâåäåíî â [5]. 
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ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè, 
îñëàáëåíî¿ ÷îòèðìà ð³âíîâ³ääàëåíèìè â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò xOy  òð³ùèíà-

ìè îäíàêîâî¿ äîâæèíè 02l , ÿê³ óòâîðþþòü ç â³ññþ Ox  êóòè 2 / ( 1)n k nβ = π − , 

1, , 4n =  , 4k = . Íåõàé îáîëîíêà ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ âíóòð³øíüîãî òèñêó 

³íòåíñèâíîñò³ q . Áåðåãè òð³ùèí â³ëüí³ â³ä íàâàíòàæåííÿ ( 1( ) 0i mP x = , i =  

1, , 4=  ). Ç êîìïîíåíò îñíîâíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó â³äì³ííèì â³ä íóëÿ 

áóäå ò³ëüêè 0
2 /2N qR= . Òîä³ âñ³ òð³ùèíè ïåðåáóâàþòü â îäíàêîâèõ óìîâàõ. 

Íåâ³äîì³ çîíè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é á³ëÿ âñ³õ òð³ùèí îäèíàêîâ³ òà äîð³â-

íþþòü (2)l  á³ëÿ áëèæ÷èõ (äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò) âåðøèí òð³ùèí ³ (3)l  – á³ëÿ 
â³ääàëåíèõ. ²ç çóñèëü ³ ìîìåíò³â, ùî ä³þòü ó ïëàñòè÷í³é çîí³, â³äì³ííèìè â³ä 

íóëÿ áóäóòü    

(2) (3) (2) (3), , ,N N M M . Òîìó ³ç ñèñòåìè (7) îòðèìóºìî ñèñòåìó 
äâîõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ ñòðèá-
ê³â ïåðåì³ùåííÿ v  ³ êóòà ïîâîðîòó 2θ : 

 
12

1 1

( ) ( , ) ( ),         1,2,      1n in i
n

s x s ds f x i s∗

= −

Ψ = = <∑ ∫ K , 

äå 

 1 2 2( ) ( ) ,           ( ) ( )d ds v s s s
ds ds

Ψ = Ψ = − θ[ ] [ ] , 

 
2 2

0 0 0 0
13 13 13

1 1

( ) 2 ( , ) ,      ( ) 2 ( , )i
ii ii k ii k

kn n

d
z s t z s t

z= =

 = − + + = +  
∑ ∑K K K K K K , 

 
2

0 0 0
31 13 31

1

( ) 2 ( , ),         ( , ) ( , )k ii i
n

z s t s t s t
=

= + = ϕ∑K K K K ; 

  

0 2
13 2

1

( , ) (1 ) ( , ) kei ( ) ker ( )
s

ss t s t d
−

′ ′= − ν ϕ − λ λρ − λ λρ ρ
ρ ∫K , 

  

0
31 2( , ) (1 ) ( , ) kei ( ) ss t s t ′= − ν ϕ − λ λρ

ρ
K , 

 0 2 2
33 1( , ) (1 ) ( , ) kei ( )

s

t

s t s t d
−

′= − − ν ϕ − νλ λρ ρ∫K , 

 2 2 2

1
,         ,         d x ds t s t

l l l
 ρ = + = − ξ + = + 
 

, 

 1 2,         2 dz x z x
l

 = − ξ = − + ξ + 
 

, 

 
2

1 4 2

8kei ( ) kei ( )
4 ker ( ) ker ( ) ker ( )st s′ ′λρ λρ   ′ ′ ′ϕ = − λρ + λρ λρ − − λρ   λρ λρ   ρ ρ

, 

 
2

2 2 2 4

8ker ( )8 4 kei ( ) kei ( ) st′ λρ ′ ′ϕ = + + λρ − λρ λρ − λρ λ ρ ρ
 

 
2 2 2

2ker ( )2 kei ( ) s′ λρ ′− + + λρ λρ λ ρ ρ
, 

 
1 211

0

2( ) ,          ( ) 0f x f f x
D

∗ ∗π= − = , 

ÿäðà 0 ( )in zK  íàâåäåíî â [5]; d  – â³ääàëü â³ä öåíòð³â ô³êòèâíèõ òð³ùèí äî 

ïî÷àòêó êîîðäèíàò. 
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Ðîçâ’ÿçîê îòðèìàíî¿ ñèñòåìè øóêàºìî ó âèãëÿä³ (9), à ñèñòåìè ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü íà ôóíêö³¿ ( ),   1,2,  1jmF s j m= = , – çà äîïîìîãîþ ìåòîäó 

ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð [5]. Öþ ñèñòåìó ðîçâ’ÿçóºìî ñóì³ñíî ç óìîâàìè îá-
ìåæåíîñò³ íîðìàëüíîãî çóñèëëÿ ³ çãèííîãî ìîìåíòó á³ëÿ âåðøèí òð³ùèí, 
äëÿ öüîãî äîñòàòíüî, ùîá â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ äîð³âíþâàëè 
íóëåâ³, òîáòî 

 (3) (3)
2 3 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 0N N M MK d K d l K d K d l= + = = + = , (12) 

à òàêîæ ç óìîâàìè ïëàñòè÷íîñò³ Òðåñêà ó âèãëÿä³ óìîâè ïëàñòè÷íîãî øàð-
í³ðó 

 
2 ( )( )

2
1,         2,3

2

ii

T T

MN i
h h

  + = = σ σ 
, (13) 

àáî óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ ïîâåðõíåâîãî øàðó 

 
( )( )

2

3
1,          2,3

2 2

ii

T T

MN i
h h

+ = =
σ σ

. (14) 

Ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (12)–(14) ïîçíà÷åíî: 2d  – â³ääàëü â³ä öåíòðó êîîðäèíàò 

äî áëèæíüî¿ âåðøèíè ô³êòèâíî¿ òð³ùèíè; (2)
3 2 02d d l l= + + ; (2)

2 (d d l= + +  
(3)

02 )/2l l+ + ; Tσ  – ãðàíèöÿ òåêó÷îñò³ ìàòåð³àëó îáîëîíêè. 

Â óìîâàõ ïëàñòè÷íîñò³ (13), (14) ( ) constiN = , ( ) constiM = . Òîáòî ìàòå-
ð³àë îáîëîíêè ââàæàºìî ³äåàëüíî ïðóæíî-ïëàñòè÷íèì. ßêùî ìàòåð³àëó îáî-

ëîíêè ïðèòàìàííå çì³öíåííÿ, òî ïðèéìàºìî, ùî ( )iN  òà ( )iM  ó ïëàñòè÷íèõ 

çîíàõ ( ) , 2,3il i = , çì³íþþòüñÿ çà ë³í³éíèì çàêîíîì. Òàê, íàïðèêëàä, â ïëàñ-

òè÷íèõ çîíàõ á³ëÿ âåðøèí ïðàâî¿ òð³ùèíè ( 0nβ = ) çóñèëëÿ ( )iN  òà ìîìåí-

òè ( )iM , 2,3i = , íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 (2)
2(2)

1( ) ( )( 1) 1N x P x d m
l

∗ = − − +  
,  

 (3)
3(3)

1( ) ( )(1 )N x P x d m m
l

∗ ∗ = − − +  
, 

 (2)
2(2)

1( ) ( )( 1) 1M x H x d m
l

∗ = − − +  
, 

 (3)
3(3)

1( ) ( )(1 )M x H x d m m
l

∗ ∗ = − − +  
, (15) 

äå /Â Tm∗ = σ σ ; Âσ  – ãðàíèöÿ ì³öíîñò³ ìàòåð³àëó îáîëîíêè; ,P H  – íåâ³äîì³ 
ñòàë³, ÿê³ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè çàäàíó óìîâó ïëàñòè÷íîñò³, íàïðèêëàä, 
óìîâó ïëàñòè÷íîãî øàðí³ðó 

 
2

( ) 2 ( )
1,         2,3

2 i i

HP i
h h

  + = =  σ σ
. (16) 

Òîä³ 

 
( ) ( )

( ) 2 ( )

( ) ( )
1,           2,3

2 ( )

i i

i i

N x M x
i

h x h
+ = =

σ σ
, 

 (2)
2(2)

1( ) ( )( )Â Ò Òx x d
l

σ = − σ − σ + σ ,  

 (3)
3(3)

1( ) ( )( )Ò Â Âx x d
l

σ = − σ − σ + σ . (17) 
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Ìåòîä ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð çâîäèòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ñèíãóëÿð-
íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äî ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. Â³äì³òèìî, ùî 
íåâ³äîì³ ðîçì³ðè çîí ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é óâ³éäóòü ó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷-
íèõ ð³âíÿíü íåë³í³éíî. Òîìó àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ º òàêèì. Çàäàâøè ïåâ-

íèì ÷èíîì (2)l  òà (3)l , ðîçâ’ÿçóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. 

Çà äîïîìîãîþ óìîâ (12) çíàõîäèìî ( )iN , ( )iM , 2,3i = , òà ïåðåâ³ðÿºìî óìîâè 
ïëàñòè÷íîñò³ (13) àáî (14). ßêùî âîíè âèêîíóþòüñÿ ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷-

í³ñòþ, òî çàäà÷à ðîçâ’ÿçàíà. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó çì³íþºìî (2)l  òà (3)l  ³ 
ïðîöåäóðó ïîâòîðþºìî. 

Ïðî³íòåãðóâàâøè îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, 
ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè  ( , )mxδ γ  â äîâ³ëüí³é ¿¿ òî÷ö³ âèçíà÷èìî çà ôîðìóëîþ 

 2( , ) ( ) ( )m m mx v x xδ γ = + γ θ[ ] [ ] , 

äå γ  – êîîðäèíàòà, íîðìàëüíà äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè. 
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíîãî ðîçêðèòòÿ âåðøèí òð³ùèíè 

0/( )TE l∗δ = δ σ  â³ä ïàðàìåòðà 0/l dρ = . Êðè-

â³ 1, 2 â³äïîâ³äàþòü â³äíîñíîìó íàâàíòàæåí-
íþ / 0.008Tq σ = , 0.012 . Ñóö³ëüí³ êðèâ³ â³ä-
ïîâ³äàþòü âåðøèíàì òð³ùèí, ùî ðîçì³ùåí³ 
áëèæ÷å äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, à øòðèõîâ³ – 
â³ääàëåíèì âåðøèíàì. ×èñëîâèé àíàë³ç ïðî-
âîäèëè äëÿ òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â: 

/ 100R h = , 0.3ν = . Ðîçêðèòòÿ âåðøèíè òð³-
ùèí îá÷èñëþâàëè íà ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³ 

0γ = . Ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ äëÿ hγ = ± , 
â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä íàâåäåíèõ íå á³ëüøå í³æ íà 2%. 

Ç àíàë³çó ãðàô³ê³â âèïëèâàº, ùî ïî÷àòîê âçàºìîä³¿ ÷îòèðüîõ òð³ùèí, 
ñèìåòðè÷íî ðîçì³ùåíèõ ó ñôåðè÷í³é îáîëîíö³, çàëåæèòü ÿê â³ä äîâæèíè 
òð³ùèí ÷è â³ääàë³ ì³æ íèìè d , òàê ³ â³ä ð³âíÿ âíóòð³øíüîãî òèñêó q . 

Çîêðåìà, äëÿ 0.008 Tq = σ  âçàºìîä³ÿ ïî÷èíàºòüñÿ ïðè 0.25ρ = , à äëÿ 

0.012 Tq = σ  – ïðè 0.2ρ = . Íà ïî÷àòêó âçàºìîä³¿, ÿê ³ â îáîëîíö³ ç äâîìà 
òð³ùèíàìè [5], ðîçêðèòòÿ áëèæ÷èõ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò âåðøèí òð³ùèí 
äåùî çìåíøóºòüñÿ. Ç ïîäàëüøèì ¿õ çáëèæåííÿì âîíî øâèäêî çðîñòàº. Ðå-
çóëüòàòè, îòðèìàí³ ç âèêîðèñòàííÿì óìîâ ïëàñòè÷íîñò³ (13) ÷è (14), â³äð³ç-
íÿþòüñÿ íå á³ëüøå í³æ íà 5 %. Âðàõóâàííÿ çì³öíåííÿ ìàòåð³àëó îáîëîíêè 
(óìîâè (15)–(17)) ïðèâîäèòü äî çìåíøåííÿ ðîçêðèòòÿ âåðøèí òð³ùèí. Òàê, 

äëÿ 1.2m∗ =  ïðè 0.5ρ =  ðîçêðèòòÿ òð³ùèí çìåíøèëîñü íà 10%, à äëÿ 

1.5m∗ = , 0.5ρ =  – íà 14%. 
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УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКАЯ СФЕРИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКА С СИСТЕМОЙ 
ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫХ ТРЕЩИН 
 
Çàäà÷à î ïðåäåëüíîì ðàâíîâåñèè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ïðîèçâîëüíî ðàçìåùåííû-
ìè ïðÿìîëèíåéíûìè â ïëàíå ñêâîçíûìè òðåùèíàìè ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøåíà ÷èñëåííî ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè 
îãðàíè÷åííîñòè óñèëèé è ìîìåíòîâ âîçëå òðåùèí è óñëîâèÿìè ïëàñòè÷íîñòè 
òîíêèõ îáîëî÷åê. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà îáîëî÷êà ñ ÷åòûðüìÿ òðåùè-
íàìè. 
 
ELASTICO-PLASTIC SPHERICAL SHELL WITH A SYSTEM 
OF ARBITRARILY LOCATED CRACKS 
 
The problem on limit equilibrium of a spherical shell with arbitrarily located rectilinear 
(in plane) through cracks is reduced to a system of singular integral equations. The 
system is solved numerically under the boundedness conditions for forces and moments 
near the cracks and plasticity conditions for thin shells. As an example the shell with 
four cracks is analysed. 
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