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ÓÄÊ 539.3 
 
Р. М. Мартиняк, Б. С. Слободян  
 
ВЗАЄМОДІЯ ДВОХ ТІЛ ЗА НАЯВНОСТІ КАПІЛЯРІВ 
У МІЖКОНТАКТНОМУ ЗАЗОРІ  
 

Çìîäåëüîâàíî âçàºìîä³þ ïðóæíèõ ï³âïðîñòîð³â çà íàÿâíîñò³ â ì³æêîíòàêò-
íîìó çàçîð³, çóìîâëåíîìó âè¿ìêîþ íà ïîâåðõí³ îäíîãî ç ò³ë, íåñòèñëèâî¿ ð³äè-
íè, ùî óòâîðþº ìåí³ñêè íà êðàÿõ çàçîðó, òà ä³¿ òèñêó ãàçó â ñåðåäí³é éîãî 
÷àñòèí³. Ïðè ôîðìóëþâàíí³ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ äëÿ òàêî¿ ñòðóêòóðè âðà-
õîâàíî ïîâåðõíåâèé íàòÿã ð³äèíè, ñòðèáîê òèñê³â íà ìåæ³ ð³äèíè é ãàçó, 
òðàíñôîðìàö³þ çàçîðó ³ çì³íó äîâæèíè êàï³ëÿð³â ï³ä ÷àñ íàâàíòàæåííÿ. Ðîç-
â’ÿçîê çàäà÷³ ïîäàíî ÷åðåç ôóíêö³þ âèñîòè çàçîðó, à äëÿ ¿¿ âèçíà÷åííÿ îòðè-
ìàíî ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ, ÿêå ðîçâ’ÿçàíî àíàë³òè÷íî. Ç óìîâè 
îáìåæåíîñò³ ðîçâ’ÿçêó öüîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ³ ç óìîâè çáåðåæåííÿ 
ê³ëüêîñò³ ð³äèíè â êàï³ëÿðàõ îòðèìàíî ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíèõ ð³âíÿíü 
äëÿ âèçíà÷åííÿ äîâæèí çàçîðó òà êàï³ëÿð³â. Íà ãðàô³êàõ ïðî³ëþñòðîâàíî çà-
ëåæí³ñòü äîâæèíè òà ôîðìè çàçîðó â³ä íàâàíòàæåííÿ, çàëåæí³ñòü ïåðåïàäó 
òèñê³â ó êàï³ëÿð³ òà â ãàç³ â³ä äîâæèíè çàçîðó. 

 
Âñòóï. Òîíê³ øàðè âîäè, êîíäåíñóþ÷èñü ÷è àäñîðáóþ÷èñü íà ïîâåðõí³ 

ò³ë ç àòìîñôåðè, ïîêðèâàþòü ¿õ òîíêîþ ïë³âêîþ. Ï³ä ÷àñ êîíòàêòíî¿ âçà-
ºìîä³¿ ò³ë âîëîãà ïåðåì³ùàºòüñÿ ó á³ëüø âóçüê³ ì³ñöÿ ì³æêîíòàêòíèõ çàçî-
ð³â, äå óòâîðþþòüñÿ êàï³ëÿðè. 
 Âïëèâ êàï³ëÿð³â íà âçàºìîä³þ ò³ë ç íåóçãîäæåíèìè ïîâåðõíÿìè, äëÿ 
ÿêèõ âëàñòèâèé ëîêàëüíèé êîíòàêò, âèâ÷àëè ². Ã. Ãîðÿ÷åâà, Þ. Þ. Ìàõîâ-
ñüêà [2, 3], Ñ. À. ×èæèê [12], Î. Ã. ×åê³íà [11], Jie Zheng, J. L. Stretor [16]. 
Takahisa Kato, Souta Watanabe, Hiroshige Mutsuoka [13, 14] äîñë³äæóâàëè 
âïëèâ êàï³ëÿð³â íà ïåðåì³ùåííÿ ãîëîâêè â çàïèñóþ÷èõ ïðèñòðîÿõ, çîêðåìà 
â òàê çâàíèõ headslider/disk interface (HDI) ñèñòåìàõ æîðñòêèõ äèñê³â 
(HDD). Ñ. Pailler-Mattei, H. Zahouani âèâ÷àëè àäãåç³éí³ âëàñòèâîñò³ øê³ðè 
ïðè êîíòàêò³ ç æîðñòêèì ³íäåíòîðîì ç óðàõóâàííÿì ð³äèííèõ ìåí³ñê³â [15]. 
Ðåçóëüòàòè öèõ ïðàöü âêàçóþòü, ùî âïëèâ êàï³ëÿð³â íà êîíòàêòíó ïîâåä³í-
êó ò³ë çðîñòàº ç³ çìåíøåííÿì ðîçì³ð³â ò³ë. 
 Äëÿ ãåîìåõàí³êè, òðèáîëîã³¿, á³îìåõàí³êè çíà÷íèé ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ 
ìàº âçàºìîä³ÿ ò³ë ç óçãîäæåíèìè àáî ëîêàëüíî íåóçãîäæåíèìè ïîâåðõíÿìè, 
äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíà ëîêàëüíà â³äñóòí³ñòü êîíòàêòó. Ó öüîìó ðàç³ çàïîâíþ-
âà÷ ì³æïîâåðõíåâèõ çàçîð³â îñîáëèâî ³ñòîòíî âïëèâàº íà êîíòàêò, îñê³ëüêè 
ñòàº àêòèâíèì ÷èííèêîì ñèñòåìè, ä³ÿ ÿêîãî íà ò³ëà çì³íþºòüñÿ ðàçîì ³ç 
çîâí³øí³ì íàâàíòàæåííÿì. Ðàí³øå âèâ÷åíî âïëèâ íà âçàºìîä³þ ò³ë ÷àñòêî-
âîãî çàïîâíåííÿ íåñòèñëèâîþ ð³äèíîþ âè¿ìîê íà ïîâåðõí³ îäíîãî ç íèõ [6, 
7], äîñë³äæåíî âçàºìîä³þ ò³ë çà íàÿâíîñò³ ³äåàëüíîãî [5] òà ðåàëüíîãî [4] ãà-
çó â òóíåëüíîìó ì³æêîíòàêòíîìó çàçîð³. Ðîçãëÿíóòî ïëîñêó ³ îñåñèìåòðè÷-
íó êîíòàêòí³ çàäà÷³ äëÿ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó ³ æîðñòêî¿ îñíîâè ç âè¿ìêîþ, 
çàïîâíåíîþ ñòèñëèâîþ áàðîòðîïíîþ ð³äèíîþ [8, 9]. 
 Ïðè ÷àñòêîâîìó çàïîâíåíí³ ïðîñâ³ò³â ì³æ óçãîäæåíèìè ïîâåðõíÿìè ð³-
äèíîþ, ÿêà çìî÷óº ïîâåðõí³, íà êðàÿõ çàçîð³â óòâîðþþòüñÿ êàï³ëÿðè. Ïðîòå 
âïëèâ êàï³ëÿð³â íà êîíòàêòíó ïîâåä³íêó ñòðóêòóð ç óçãîäæåíèìè ïîâåðõíÿ-
ìè ùå íå âèâ÷àâñÿ. 
 Íèæ÷å äîñë³äæóºòüñÿ âçàºìîä³ÿ äâîõ ò³ë ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüîãî ñòèñêà-
þ÷îãî íàâàíòàæåííÿ çà íàÿâíîñò³ â ì³æêîíòàêòíîìó çàçîð³ ð³äèíè, ÿêà óò-
âîðþº êàï³ëÿðè íà êðàÿõ çàçîðó, òà ä³¿ òèñêó ãàçó â ñåðåäí³é éîãî ÷àñòèí³. 

 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî äâà ïðóæí³ ï³âïðîñòîðè, îäèí ç ÿêèõ 
ìàº ïëîñêó ìåæó. Ìåæà ³íøîãî – ïëîñêà ñêð³çü, çà âèíÿòêîì íåñê³í÷åííî¿ 
ñìóãè øèðèíè 2c , äå âîíà ìàº òóíåëüíó ñèìåòðè÷íó ïîâåðõíåâó âè¿ìêó, 
ôîðìè ÿêî¿ îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ ( )r x  (ðèñ. 1). Ââàæàºìî, ùî âè¿ìêà º ì³ë-

êîþ ( ( )r x c ) ïîëîãîþ ( ( ) 1r x′  ) ³ â êðàéí³õ òî÷êàõ ïëàâíî ïåðåõîäèòü ó 



165 

ïëîùèíó ( ( ) 0r c± = , ( ) 0r c′ ± = ). Ò³ëà ïðèòèñêàþòüñÿ îäèí äî îäíîãî çîâí³ø-

í³ì òèñêîì íà íåñê³í÷åííîñò³ y P∞σ = − . Ââàæàºìî, ùî ï³âïðîñòîðè êîíòàê-

òóþòü, ïåðåáóâàþ÷è â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Òîìó ðîçãëÿíåìî âçàºìî-
ä³þ äâîõ ï³âïëîùèí 1D  ³ 2D , óòâîðåíèõ ïåðåòèíîì ï³âïðîñòîð³â ïëîùèíîþ, 
ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî òâ³ðíî¿ ïîâåðõíåâî¿ âè¿ìêè (ðèñ. 2). Âíàñë³äîê âè¿ìêè 
áåçïîñåðåäí³é ìåõàí³÷íèé êîíòàêò ò³ë íåïîâíèé ³ ì³æ íèìè óòâîðþºòüñÿ 
çàçîð çàâäîâæêè 2b . Íà êðàÿõ ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó êîíäåíñóºòüñÿ ÷è 
àäñîðáóºòüñÿ ð³äèíà, ÿêà óòâîðþº äâà ñèìåòðè÷í³ êàï³ëÿðè (ðèñ. 2). Ââàæà- 
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ìî, ùî âîíà íåñòèñëèâà òà ïîâí³ñòþ çìî÷óº ïîâåðõí³ ò³ë, òîáòî êðàéîâèé 
êóò 0θ = °  [1]. Îá’ºì ð³äèíè 0V  íåçì³ííèé. Íà ìåæàõ ìåí³ñê³â ä³º ïîâåðõíå-

âèé íàòÿã σ . Ó ñåðåäí³é ÷àñòèí³ çàçîðó çàâäîâæêè 2a  ì³æ êàï³ëÿðàìè ïå-
ðåáóâàº ãàç ï³ä òèñêîì 1P . Ó ïðîöåñ³ íàâàíòàæåííÿ çì³íþºòüñÿ ôîðìà çàçî-

ðó, òîáòî éîãî äîâæèíà ³ âèñîòà ( )h x , òà äîâæèíà êàï³ëÿð³â. Òèñê ãàçó ââà-

æàºìî ñòàëèì ( 1 constP = ). Îñê³ëüêè âè¿ìêà º ì³ëêîþ òà ïîëîãîþ, òàê³ æ 

âëàñòèâîñò³ ìàòèìå é çàçîð ( ( )h x b , ( ) 1h x′  , ( ) 0h b± = ). ßê â³äîìî ç ìå-
õàí³êè ð³äèí ³ ãàç³â [1], ïåðåïàä òèñê³â P∆  â êàï³ëÿð³ òà ãàç³ âèçíà÷àºòüñÿ 

ôîðìóëîþ Ëàïëàñà 
1 2

1 1P
R R

 ∆ = σ + 
 

, äå 1R , 2R  – ðàä³óñè êðèâèçíè ïî-

âåðõí³ ìåí³ñêà. Ó âèïàäêó öèë³íäðè÷íî¿ ïîâåðõí³ ìåí³ñêà îäèí ç ¿¿ ðàä³óñ³â 
êðèâèçíè 2R = ∞  ³ ôîðìóëà Ëàïëàñà íàáóäå âèãëÿäó 1/P R∆ = σ . Îñê³ëüêè 
çàçîð çì³íþºòüñÿ ïëàâíî é ð³äèíà ïîâí³ñòþ çìî÷óº ïîâåðõí³, ìîæåìî ââà-
æàòè, ùî áîêîâà ïîâåðõíÿ ìåí³ñêà º ï³âöèë³íäðîì, ä³àìåòð ÿêîãî äîð³âíþº 
âèñîò³ çàçîðó â òî÷êàõ x a= ±  âèõîäó ìåí³ñêà íà ìåæó ò³ë ( 12 ( )R h a= ). 
Òîä³ ç ôîðìóëè Ëàïëàñà âèïëèâàº òàêèé âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ òèñêîì ð³äèíè 

2P , òèñêîì ãàçó 1P , ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì σ  ³ âèñîòîþ ìåí³ñêà ( )h a  â òî÷-
êàõ éîãî êîíòàêòó ç ãðàíèöåþ ò³ë: 

 1 2
2
( )

P P
h a

σ− = . (1) 

 Çã³äíî ç çàêîíîì Ïàñêàëÿ òèñê 1P  ó âñüîìó îá’ºì³ êàï³ëÿð³â îäíàêîâèé 

³ ïåðåäàºòüñÿ íà ïîâåðõí³ ò³ë íà ä³ëÿíêàõ a x b< < . Ïðè êâàç³ñòàòè÷íîìó 
íàâàíòàæåíí³ äîòè÷í³ çóñèëëÿ â ð³äèí³ íå âèíèêàþòü. 
 Â ïðàö³ [3] îá´ðóíòîâàíî, ùî ãîðèçîíòàëüíà ñêëàäîâà ðîçïîä³ëåíèõ çó-
ñèëü, ÿê³ ä³þòü íà ìåæó ò³ë ó òî÷ö³ x a= ±  ç áîêó ïîâåðõíåâî¿ ïë³âêè ìå-
í³ñêà, º çíà÷íî ìåíøîþ, í³æ ³íòåãðàëüíèé òèñê ç áîêó ð³äèíè íà ïîâåðõí³ 
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ò³ë. Òîìó íåþ áóäåìî íåõòóâàòè. Ââàæàºìî, ùî íà ä³ëÿíêàõ áåçïîñåðåä-
íüîãî êîíòàêòó ïîâåðõîíü x b≥  ñèëè òåðòÿ íå âèíèêàþòü. 
 Îòæå, ãðàíè÷í³ óìîâè êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ ìàþòü âèãëÿä 

– íà ä³ëÿíêàõ êîíòàêòó L : 

 y y
+ −σ = σ , 0xy xy

− +τ = τ = , (2) 

 ( )v v r x+ −= − ,  [ , ]x b c∈ , v v+ −= , x c> ; (3) 

– íà ä³ëÿíö³ ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó L′ : 
íà ä³ëÿíö³ ä³¿ ãàçó x a< :  

 1y y P+ −σ = σ = − ,  0xy xy
+ −τ = τ = , (4) 

íà ä³ëÿíö³ êàï³ëÿð³â a x b< < :  

 2y y P+ −σ = σ = − ,  0xy xy
+ −τ = τ = ; (5) 

– íà íåñê³í÷åííîñò³: 

 y P∞σ = − ,  0xσ = ,  0xyτ = .  (6) 

Òóò xσ , yσ , xyτ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü; v  – ñêëàäîâà âåêòîðà 

ïåðåì³ùåííÿ óçäîâæ îñ³ Oy ; ³íäåêñàìè «+», «−» ïîçíà÷åíî ãðàíè÷í³ çíà-

÷åííÿ ôóíêö³¿ ïðè ïðÿìóâàíí³ òî÷êè äî îñ³ Ox  ó âåðõí³é ³ íèæí³é ï³âïëî-
ùèí³ ( 0y → ± ). 
 Óìîâà çáåðåæåííÿ ê³ëüêîñò³ ð³äèíè â êàï³ëÿðàõ ç óðàõóâàííÿì ¿¿ íå-
ñòèñëèâîñò³ ìàº âèãëÿä 

 
2

0
( ( )) 1( ) const

8 2

b

a

h a
h x dx V− π = =∫ . (7) 

Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³. Çã³äíî ç ìåòîäîì êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â [10] íà-
ïðóæåííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ ó êîíòàêòóþ÷èõ ï³âïëîùèíàõ kD , 1, 2k = , ïîäàìî 

ó âèãëÿä³ [6] 

 ( ) ( ) ( ) ( )y xy k k ki z z z z z P∞′σ − τ = Φ − Φ + − Φ − , kz D∈ , (8) 

 
3

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

k
k k k k kG u iv z z z z z P∞−′ ′ ′+ = Φ + Φ − − Φ +

æ
æ , kz D∈ , (9) 

äå ( )k zΦ , 1, 2k = , – ãîëîìîðôí³ â kD  ³ çàãàñàþ÷³ íà íåñê³í÷åííîñò³ ôóíê-

ö³¿; 
2(1 )

k
k

k

E
G =

+ ν
; 3 4k k= − νæ ; , ,k k kG E ν  – ìîäóëü çñóâó, ìîäóëü Þíãà ³ 

êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ìàòåð³àëó ï³âïëîùèíè kD , 1, 2k = . Ïîäàííÿ (8), (9) çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè íà íåñê³í÷åííîñò³ (6). 
 Ñôîðìóëüîâàíà êîíòàêòíà çàäà÷à ìàº çì³øàí³ êðàéîâ³ óìîâè íà ë³í³¿ 
L L′ . Äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó çàäà÷ó ç òàêèìè îäíîòèï-
íèìè íà âñ³é ìåæ³ óìîâàìè êîíòàêòó: 

 y y
− +σ = σ , (10) 

 ( )v v g x− +′ ′− = , (11) 

 0xy xy
− +τ = τ = , (12) 
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äå ( )g x  – ïîõ³äíà ñòðèáêà íîðìàëüíèõ ïåðåì³ùåíü ãðàíèöü ï³âïëîùèí (íå-
â³äîìà çàçäàëåã³äü ôóíêö³ÿ). 
 Âèõîäÿ÷è ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (8), (9), çàïèøåìî ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ íàïðó-
æåíü ³ ïîõ³äíèõ â³ä ïåðåì³ùåíü ó ï³âïëîùèíàõ íà ë³í³¿ L′ : 

 2 2( ) ( )y xyi x x P+ + + − ∞σ − τ = Φ − Φ − , 

 2
2 2 2 2

3
2 ( ) ( )

4
G u iv x x P+ + + − ∞−′ ′+ = Φ + Φ +[ ] æ

æ , 

 1 1( ) ( )y xyi x x P− − − + ∞σ − τ = Φ − Φ − , 

 1
1 1 1 1

3
2 ( ) ( )

4
G u iv x x P− − − + ∞−′ ′+ = Φ + Φ +[ ] æ

æ . (13) 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (3), çàäîâîëüíèìî óìîâè (10), (12). Â 
ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî òðè çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ë³í³éíèõ 

êîìá³íàö³é ôóíêö³é 1( )zΦ , 2( )zΦ , 1 1( ) ( )z zΦ = Φ , 2 2( ) ( )z zΦ = Φ : 

 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x x+ −Φ + Φ − Φ + Φ =[ ] [ ] , x L′∈ , 

 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x x+ −Φ + Φ + Φ + Φ =[ ] [ ] , x L′∈ , 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x x+ −Φ + Φ + Φ + Φ =[ ] [ ] , x L′∈ , 

ðîçâ’ÿçàâøè ÿê³ îòðèìàºìî òàê³ çàëåæíîñò³ ì³æ ôóíêö³ÿìè 1( )zΦ , 2( )zΦ , 

1( )zΦ , 2( )zΦ : 

 2 1( ) ( )z zΦ = −Φ , 1 2z D D∈  , (14) 

 1 1( ) ( )z zΦ = −Φ ,  2 2( ) ( )z zΦ = −Φ ,  1 2z D D∈  . (15) 

 Çàäîâîëüíèâøè óìîâó (11) ç âèêîðèñòàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (13) ³ (15),  
îäåðæèìî çàäà÷ó ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ 

 1 1
2 ( )

( ) ( )
ig x

x x
K

− +Φ + Φ = , x L′∈ , (16) 

äå 1 2K K K= + , 1
1

1

1
2

K
G

+
=

æ
, 2

2
2

1
2

K
G

+
=

æ
. 

Ðîçâ’ÿçàâøè çàäà÷ó (16), âèçíà÷èìî êîìïëåêñíèé ïîòåíö³àë 1( )zΦ  ó 

êîæí³é ³ç ï³âïëîùèí ÷åðåç ñòðèáîê íîðìàëüíèõ ïåðåì³ùåíü ( )g x  ì³æ íèìè: 

 1
( )1( )

L

g t
z dt

K t z
′

Φ =
π −∫ , 1z D∈ ,  

 1
( )1( )

L

g t
z dt

K t z
′

Φ = −
π −∫ , 2z D∈ . (17) 

 Ç ïîð³âíÿííÿ óìîâ (11) ³ (3) âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ ( )g x  â³äîìà íà ä³-
ëÿíêàõ êîíòàêòó ò³ë: 

 
0,    ,

( )
( ), .

 x c
g x

r x b x c

>=  ′ < <
 (18) 

 Íà ä³ëÿíö³ â³äñóòíîñò³ êîíòàêòó ôóíêö³þ ( )g x  ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç 

âèñîòó âè¿ìêè ( )r x  ³ âèñîòó ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó ( )h x  ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( )g x r x h x′ ′= − . (19) 
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Âðàõóâàâøè ïîäàííÿ (19) ó çàëåæíîñòÿõ (14), (17), îòðèìàºìî 

 1
( ) ( )1 1( )

L L

r t h t
z dt dt

K t z K t z
′ ′

′ ′
Φ = −

π − π −∫ ∫ , 1z D∈ , 

 1
( ) ( )1 1( )

L L

r t h tz dt dt
K t z K t z

′ ′

′ ′
Φ = − +

π − π −∫ ∫ , 2z D∈ , 

 2
( ) ( )1 1( )

L L

r t h t
z dt dt

K t z K t z
′ ′

′ ′
Φ = − +

π − π −∫ ∫ ,  1z D∈ , 

 2
( ) ( )1 1( )

L L

r t h tz dt dt
K t z K t z

′ ′

′ ′
Φ = −

π − π −∫ ∫ ,  2z D∈ .  (20) 

 Îòæå, ïîäàííÿ (8), (9), (20) âèçíà÷àþòü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí 
ï³âïëîùèí, ùî êîíòàêòóþòü, ÷åðåç çîâí³øíº íàâàíòàæåííÿ, ôîðìó âè¿ìêè 
òà íåâ³äîìó ôóíêö³þ âèñîòè ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó ( )h x . Âîíè çàäîâîëüíÿ-
þòü óñ³ óìîâè çàäà÷³ (2)–(6), çà âèíÿòêîì äâîõ ïåðøèõ ç óìîâ (4), (5): 

 1y P+σ = − , x a< , 

 2y P+σ = − , a x b< < . 

Çàäîâîëüíèâøè ö³ óìîâè, îòðèìàºìî ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (Ñ²Ð) 
â³äíîñíî âèñîòè çàçîðó ( )h x  

 
( ) ( )2 2 ( )

c

L c

h t r t
dt dt K P P x

t x t x
∞

′ −

′ ′
− = + −

π − π −∫ ∫ ( ) , (21) 

äå 

 
1

1

,     ,
( ) 2 , .

( )

P x a
P x

P a x b
h a

<= σ − < <
 

 Ùîá ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ (21), êîíêðåòèçóºìî ôîðìó ïî÷àòêîâî¿ âè¿ì-

êè. Ðîçãëÿíåìî âè¿ìêó ç îáðèñîì 
3/22

2
( ) 1 xr x A

c
 = − 
 

, äå A  – ìàêñèìàëüíà 

âèñîòà âè¿ìêè. Òîä³ 
2

2

( ) 3 1
2

c

c

r t dt A x
t x c c−

′  = − −  ∫  ³ ð³âíÿííÿ (21) íàáóâàº âèãëÿäó 

 
2

2

( )2 3 1 ( )
2

L

h t A xdt K P P x
t x c c

∞

′

′  − = − + − π −  ∫ ( ) . (22) 

 Çã³äíî ç òåîð³ºþ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü [10] ð³âíÿííÿ ç ÿä-
ðîì Êîø³ ìîæå ìàòè: à) íåîáìåæåíèé íà äâîõ ê³íöÿõ â³äð³çêà ³íòåãðóâàííÿ 
ðîçâ’ÿçîê, á) îáìåæåíèé íà îäíîìó ³ íåîáìåæåíèé íà ³íøîìó ê³íö³ ðîçâ’ÿ-
çîê, â) ðîçâ’ÿçîê, îáìåæåíèé íà äâîõ ê³íöÿõ. Âèá³ð ðîçâ’ÿçêó Ñ²Ð ó íàøîìó 
âèïàäêó äèêòóºòüñÿ ô³çè÷íèìè ì³ðêóâàííÿìè. Îñê³ëüêè âè¿ìêà º ãëàäêîþ ³ 
áåç êóòîâèõ òî÷îê, òî êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ïîâèíí³ áóòè îáìåæåí³. Ç ïî-
äàíü (8), (9), (20), âðàõîâóþ÷è ïîâåä³íêó ³íòåãðàëó òèïó Êîø³ â îêîë³ ê³íö³â 
â³äð³çêà ³íòåãðóâàííÿ, âèïëèâàº, ùî êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ áóäóòü îáìåæå-
í³ ëèøå òîä³, êîëè ôóíêö³ÿ ( )h x′  äîð³âíþº íóëåâ³ ïðè x b= ± . Òîìó 
øóêàºìî îáìåæåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (22), ÿêèé ìàº âèãëÿä 

 
2 2

2 2

( )
( )

2 ( )L

P P tK x bh x dt
t x t b

∞

′

−−′ = − +π  − −
∫  

 
2

2 2 2

1 3
2 ( )L

t A dt
c c t x t b′

 + −    − −
∫ , (23) 
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çâ³äêè, îá÷èñëèâøè ³íòåãðàëè, îòðèìàºìî 

 2 2
3

3( ) ( , , ) ( , , )
2 ( )

K Ah x b x a b x a x b x
h a c
σ′ = Γ − − Γ − −

π
( ) , (24) 

äå 

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( )( )
( , , ) ln

( )( )

a tx a x a t
a x t

a tx a x a t

− + − −Γ =
− − − −

. 

 ²íòåãðóþ÷è ôóíêö³þ ( )h x′  ç óðàõóâàííÿì óìîâè ( ) 0h b± = , âèçíà÷èìî 
âèñîòó çàçîðó 

 ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )
2 ( )

Kh x x a b x a x a b x a
h a
σ= + Γ − − − Γ +

π
[ ]  

 2 2 3/2
3

( )A b x
c

+ − . (25) 

 Ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíîñò³ (25) ì³ñòèòü íåâ³äîìó çàçäàëåã³äü âåëè÷èíó 
( )h a  – âèñîòó çàçîðó â òî÷êàõ âèõîäó ìåí³ñêà íà ãðàíèöþ ò³ë, îñê³ëüêè 

âîíà âõîäèòü ó âèðàç (1) äëÿ ïåðåïàäó òèñê³â ó ð³äèí³ ³ ãàç³. Ïîêëàäàþ÷è ó 
çàëåæíîñò³ (25) x a= , îäåðæèìî êâàäðàòíå ð³âíÿííÿ ñòîñîâíî ( )h a : 

 2 2 2 3/2
3

( ) ( ) ( ) ln 0A Ka bh a b x h a
ac

σ− − − =
π

( ) , (26) 

ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî ìàº âèãëÿä 

 
2

2 2 3/2 2 2 3
3 3

( ) ( ) ( ) 4 lnA A Ka bh a b x b a
ac c

σ = − ± − +  π 
. (27) 

 Ó ôîðìóë³ (27) ïåðåä ðàäèêàëîì ïîòð³áíî âèáðàòè çíàê «+», çâàæàþ÷è 
íà òå, ùî: 1) ïðè âèáîð³ çíàêà «+» ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (27), ïîêëàâøè ó 
íüîìó 0σ = , îòðèìàºìî â³äîìèé ðåçóëüòàò [8] äëÿ â³äñóòíîñò³ ìåí³ñêà; 
2) ïðè âèáîð³ çíàêà «−» îòðèìàºìî ô³çè÷íî íåäîñòîâ³ðíèé ðåçóëüòàò 

( ) 0h a < , ùî îçíà÷àº â³ä’ºìíó âèñîòó çàçîðó. 
 ßê â³äîìî ç òåîð³¿ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, îáìåæåíèé ðîç-
â’ÿçîê ð³âíÿííÿ (21) ³ñíóº ïðè âèêîíàíí³ äîäàòêîâî¿ óìîâè íà éîãî ïðàâó 
÷àñòèíó 

 
2

22 2 2 2

( ) 1 3 0
2

L L

K P P t x Adt dt
ct b c t b

∞

′ ′

−  + − = 
 − −

∫ ∫
( )

, (28) 

ç ÿêî¿ âèïëèâàº ð³âí³ñòü 

 
2

1 2
2 32 arcsin 1 0
( ) 2
K a A bKP KP

h a b c c
∞  σ π − π − − π + − =      

( ) . (29) 

 Ï³äñòàâèâøè ôóíêö³þ ( )h x  ç (25) â óìîâó çáåðåæåííÿ ê³ëüêîñò³ ð³äèíè 
â êàï³ëÿðàõ 

  
2

0
( ( )) 1( )

8 2

b

a

h a
h x dx V− π =∫ , 

îòðèìàºìî çàëåæí³ñòü 

 2 4 2 2 3/2
3 3

2 3 1ln arcsin ( )
( ) 8 2 4
K b A a Aa b a b a

h a a bc c
σ π + − + − + 

 
 

 2 2 2 2
03

3 1 1( ) 0
8 8 2

A ab b a h a V
c

+ − − π − =( ) .  (30) 
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 Ñï³ââ³äíîøåííÿ (29), (30) âèðàæàþòü çâ’ÿçîê ì³æ íåâ³äîìèìè çàçäàëå-
ã³äü ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè – äîâæèíîþ çàçîðó b  ³ ä³ëÿíêè ä³¿ ãàçó 

a , òà âõ³äíèìè ñèëîâèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷³ – çîâí³øí³ì òèñêîì P∞ , òèñ-
êîì ãàçó â çàçîð³ 1P  ³ ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì σ . Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè 
(29), (30) ÿê äâà òðàíñöåíäåíòí³ ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ äîâæèíè çàçîðó 
b  ³ ä³ëÿíêè ä³¿ ãàçó a . 

×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Äëÿ ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â ââåäåíî áåçðîçì³ðí³ 

âåëè÷èíè: âèñîòà ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó /h h c= ; äîâæèíà ä³ëÿíêè ä³¿ ãà-

çó /a a c= ; äîâæèíà ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó /b b c= ; ïîâåðõíåâèé íàòÿã 

ð³äèíè /K cσ = σ ; òèñê íà íåñê³í÷åííîñò³ P KP∞ ∞= ; òèñê ãàçó â ì³æêîí-

òàêòíîìó çàçîð³ 1 1P KP= ; ìàêñèìàëüíà âèñîòà âè¿ìêè /A A c= ; îá’ºì ð³-

äèíè â êàï³ëÿð³ 0 0 /V V V= , äå V  – îá’ºì âè¿ìêè. 

 Ó áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³ ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíèõ ð³âíÿíü (29), (30) 
çàïèøåìî ÿê 

 2
1

2 32 arcsin ( 1) 0
2( )

aP P A b
bh a

∞ σ π − π − − π + − = 
 

    
 ( ) , 

 
2

4 2 2 3/22 3 1ln arcsin ( )
8 2 4( )

a b aAb Aa b a
a bh a

σ π + − + − + 
 

         

 2 2 2 2
0

3 1 3( ) 0
8 8 16

Aab b a h a V A π+ − − π − =      ( ) , 

äå  

 2 2 3/2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) 4 lna bh a A b a A b a
a

σ= − + − +
π

        . 

 ×èñëîâå ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè ìîæíà äåùî ñïðîñòèòè, ÿêùî çà 

íåâ³äîì³ âèáðàòè P∞  ³ a , ââàæàþ÷è äîâæèíó çàçîðó b  â³äîìîþ ³ çì³íþâàòè 
¿¿ â ìåæàõ ô³çè÷íî äîïóñòèìîãî ä³àïàçîíó, âåðõíÿ ìåæà ÿêîãî 1, à íèæíÿ – 
òà, ïðè ÿê³é 0a = . Òîä³ äðóãå ð³âíÿííÿ ñèñòåìè áóäå ð³âíÿííÿì ç îäíèì 
íåâ³äîìèì a . Öå ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçóâàëè ìåòîäîì ïîä³ëó â³äð³çêà ïîïîëàì. 

Çíàþ÷è a  ³ b , ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ ëåãêî âèçíà÷èòè P∞ . 
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 Рис.  3 Рис. 4 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ãðàô³ê çàëåæíîñò³ òèñêó íà íåñê³í÷åííîñò³ P∞  â³ä 
ðîçì³ðó ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó ïðè â³äñóòíîñò³ êàï³ëÿðà (êðèâà 1) ³ ç 

óðàõóâàííÿì êàï³ëÿðà (êðèâà 2) çà òàêèõ âõ³äíèõ äàíèõ: 0.001A = , 

0 0.1V = , 70.1 10−σ = ⋅ . Íàÿâí³ñòü êàï³ëÿðà çóìîâëþº çìåíøåííÿ ðîçì³ð³â 
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ì³æêîíòàêòíîãî çàçîðó. Íà ðèñóíêó áà÷èìî, ùî ïðè çìåíøåíí³ äîâæèíè 

çàçîðó b  ð³çíèöÿ ì³æ êðèâîþ 1 ³ êðèâîþ 2 çá³ëüøóºòüñÿ, òîáòî çðîñòàº 
âïëèâ êàï³ëÿðà. Òàêà ïîâåä³íêà çóìîâëåíà çá³ëüøåííÿì ïåðåïàäó òèñê³â ó 
ð³äèí³ é ãàç³ çà çìåíøåííÿ äîâæèíè çàçîðó, ùî ³ëþñòðóº ðèñ. 4. Îñê³ëüêè 
òèñê ãàçó ââàæàºòüñÿ ñòàëèì, öå ôàêòè÷íî îçíà÷àº çìåíøåííÿ òèñêó 
ð³äèíè ó êàï³ëÿð³ ïðè çìåíøåíí³ äîâæèíè çàçîðó.  
 Íà ðèñ. 5 çîáðàæåíî ôîðìó ïî÷àòêîâîãî çàçîðó (êðèâà 1) ì³æ íåíàâàí-
òàæåíèìè ï³âïëîùèíàìè, ôîðìó çàçîðó ì³æ íàâàíòàæåíèìè ï³âïëîùèíàìè 
çà â³äñóòíîñò³ êàï³ëÿðà (êðèâà 2) òà ïðè éîãî íàÿâíîñò³ (êðèâà 3). Âõ³äí³ äà-

í³ áóëè òàê³ æ, ÿê ³ äëÿ êðèâèõ íà ðèñ. 3, òèñê íà íåñê³í÷åííîñò³ P∞ =  
0.0018= . Ç àíàë³çó ãðàô³ê³â âèïëèâàº, ùî äîâæèíà òà âèñîòà çàçîðó øâèä-

øå çìåíøóþòüñÿ ïðè íàÿâíîñò³ êàï³ëÿðà, í³æ çà éîãî â³äñóòíîñò³. Òîìó äëÿ 
äîñÿãíåííÿ çàäàíîãî îá’ºìó çàçîðó â ðàç³ íàÿâíîñò³ ìåí³ñêà íåîáõ³äíî ïðè-
êëàñòè ìåíøå íàâàíòàæåííÿ, í³æ ó ðàç³ çàçîðó áåç ð³äèíè. Ïðè öüîìó äîâ-

æèíà çàçîðó ç êàï³ëÿðîì 2 0.65b = × , à áåç êàï³ëÿðà 2 0.685b = × . 
 Ð³çí³ ð³äèíè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ð³çíèì ïîâåðõíåâèì íàòÿãîì. Îêð³ì òî-
ãî, ïîâåðõíåâèé íàòÿã îäí³º¿ ³ ò³º¿ æ ð³äèíè ìîæå ³ñòîòíî çì³íþâàòèñü ç³ 
çì³íîþ òåìïåðàòóðè. Òîìó ç ïðàêòè÷íîãî ïîãëÿäó ö³êàâèì º àíàë³ç âïëèâó 
âàð³þâàííÿ íàòÿãó íà ïàðàìåòðè êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿.  

Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî ôîðìè çàçîðó h  ïðè ð³çíèõ ïîâåðõíåâèõ íàòÿãàõ. 

Äëÿ îá÷èñëåíü áðàëè òàê³ âõ³äí³ äàí³: 0.001A = , 0 0.1V = , 1 0.001P = . Êðèâ³ 

1–3 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì íàòÿãó 70.2 10−σ = ⋅ , 70.1 10−σ = ⋅ , 80.1 10−σ = ⋅ . 
Áà÷èìî, ùî ç³ çá³ëüøåííÿì ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó ìåí³ñêà çá³ëüøóºòüñÿ 

âïëèâ êàï³ëÿðà íà âåëè÷èíó çàçîðó. Òàê, çà íàòÿãó 70.2 10−σ = ⋅  äîâæèíà 

çàçîðó 2 0.582b = × , à éîãî ìàêñèìàëüíà âèñîòà 42.1 10A −= ⋅ ; çà íàòÿãó 
70.1 10−σ = ⋅  ìàºìî 2 0.65b = ×  òà 42.85 10A −= ⋅ ; çà íàòÿãó 80.1 10−σ = ⋅  

ìàºìî 2 0.68b = ×  òà 43.15 10A −= ⋅  . 
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Âèñíîâêè. Â îñòàíí³ ðîêè çðîñòàº çàö³êàâëåí³ñòü çàäà÷àìè êîíòàêòíî¿ 
âçàºìîä³¿ ïðóæíèõ ò³ë ç óðàõóâàííÿì êàï³ëÿðíèõ ÿâèù. Â³äîì³ â ë³òåðàòóð³ 
ïóáë³êàö³¿ â öüîìó íàïðÿìêó ñòîñóþòüñÿ ò³ë ç íåóçãîäæåíèìè ïîâåðõíÿìè, 
äëÿ ÿêèõ âëàñòèâèé ëîêàëüíèé êîíòàêò. Ïðîòå îõîïèòè âåñü ñïåêòð êîí-
òàêòíèõ ïîâåðõîíü, ïðèòàìàííèõ äëÿ ïðèðîäíèõ, òåõí³÷íèõ ³ á³îëîã³÷íèõ 
ñèñòåì, ìîæíà, ðîçãëÿíóâøè ùå é ò³ëà ç óçãîäæåíèìè ìåæàìè. Äëÿ íèõ ïî-
âåðõíÿ êîíòàêòó ñï³ââèì³ðíà ç ãðàíèöåþ, à ëîêàëüíèé õàðàêòåð ìîæóòü 
ìàòè ä³ëÿíêè â³äñóòíîñò³ êîíòàêòó. 
 Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî âçàºìîä³þ äâîõ ïðóæíèõ ï³âïðîñòîð³â çà íàÿâ-
íîñò³ â ëîêàëüíîìó çàçîð³ ì³æ íèìè ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíèõ ìåí³ñê³â òà 
ä³¿ òèñêó ãàçó â ñåðåäí³é éîãî ÷àñòèí³. Âðàõîâàíî ïîâåðõíåâèé íàòÿã ð³äèíè 
òà çì³íó ôîðìè é äîâæèíè çàçîðó ³ äîâæèíè êàï³ëÿð³â â ïðîöåñ³ íàâàíòà-
æåííÿ ñèñòåìè. Çàïðîïîíîâàíî àíàë³òè÷íî-÷èñëîâó ïðîöåäóðó ðîçâ’ÿçàííÿ 
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ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³. Íà ï³äñòàâ³ ïðîâåäåíèõ îá÷èñëåíü âñòàíîâëåíî òàê³ 
çàêîíîì³ðíîñò³: 
§ íàÿâí³ñòü êàï³ëÿðà çóìîâëþº çìåíøåííÿ äîâæèíè ³ âèñîòè çàçîðó ì³æ 

ò³ëàìè; 
§ ç³ çìåíøåííÿì äîâæèíè çàçîðó çðîñòàº êðèâèçíà ìåí³ñêà ³ ïåðåïàä òèñ-

ê³â ó ð³äèí³ é ãàç³; 
§ çá³ëüøåííÿ ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó ð³äèíè çóìîâëþº çìåíøåííÿ ì³æêîí-

òàêòíîãî çàçîðó. 

 Âðàõóâàííÿ òèñêó ãàçó â ïîñòàíîâö³ çàäà÷³ äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè ô³-
çè÷íî êîðåêòíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çàáåçïå÷óº íåâ³ä’ºìí³ñòü òèñêó ð³äèíè. Ó 
â³äîìèõ ðîçâ’ÿçêàõ êîíòàêòíèõ çàäà÷ äëÿ ò³ë ç íåóçãîäæåíèìè ãðàíèöÿìè 
çà íàÿâíîñò³ ìåí³ñê³â êîíòàêòóþ÷³ ïîâåðõí³ ïîçà ìåí³ñêîì ââàæàëèñÿ íåíà-
âàíòàæåíèìè, âíàñë³äîê ÷îãî îòðèìàíî íåãàòèâíèé òèñê ð³äèíè â êàï³ëÿð³. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ДВУХ ТЕЛ ПРИ НАЛИЧИИ КАПИЛЛЯРОВ 
В МЕЖКОНТАКТНОМ ЗАЗОРЕ 
 
Ñìîäåëèðîâàíî âçàèìîäåéñòâèå óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ïðè íàëè÷èè â ìåæêîí-
òàêòíîì çàçîðå, îáóñëîâëåííîì âûåìêîé íà ïîâåðõíîñòè îäíîãî èç òåë, íåñæèìà-
åìîé æèäêîñòè, îáðàçóþùåé ìåíèñêè íà êðàÿõ çàçîðà, è äàâëåíèÿ ãàçà â ñðåäíåé 
åãî ÷àñòè. Ïðè ôîðìóëèðîâêå êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ òàêîé ñòðóêòóðû ó÷òåíû 
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîñòè, ñêà÷îê äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå æèäêîñòè è 
ãàçà, òðàíñôîðìàöèÿ çàçîðà è èçìåíåíèå äëèíû êàïèëëÿðîâ ïðè èçìåíåíèè íà-
ãðóçêè. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç ôóíêöèþ âûñîòû çàçîðà. Äëÿ åå îïðå-
äåëåíèÿ ïîëó÷åíî ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ðåøåíî àíàëèòè-
÷åñêè. Èç óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è 
ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà æèäêîñòè â êàïèëëÿðàõ ïîëó÷åíà ñèñòåìà òðàíñöåíäåíò-
íûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèí çàçîðà è êàïèëëÿðîâ. Íà ãðàôèêàõ ïðîèë-
ëþñòðèðîâàíà çàâèñèìîñòü äëèíû è ôîðìû çàçîðà îò íàãðóçêè, çàâèñèìîñòü ïå-
ðåïàäà äàâëåíèÿ â êàïèëëÿðå è ãàçå îò äëèíû çàçîðà. 
 
INTERACTION OF TWO BODIES IN CASE OF CAPILLARIES IN INTERCONTACT GAP 
 
Interaction of elastic half-spaces in the case of an intercontact gap, caused by a coulisse 
on the surface of one of the bodies, incompressible liquid forming meniscuses on the 
edges of the gap, and of gas pressure action in its middle part is modelled. At the 
contact problem definition for such a structure the surface tension of liquid, pressure 
jump on the verge of the liquid and gas, transformation of the gap and change of the 
capillaries length at loading are taken into account. The solution to the problem is given 
through the function of the gap height, and for its determination a singular integral 
equation solved analytically is obtained. Due to limitation of the solution to singular 
integral equation and because of preservation of the amount of liquid in the capillaries, 
a system of transcendent equations is derived for determination of the gap and 
capillaries lengths. The dependence of the gap length and form on loading, and the 
dependence of jump pressure in a capillary and gas on the gap length are illustrated. 
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