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ДИСКРЕТНІ МОДЕЛІ ОПЕРАТОРІВ, ЯКІ ПОРОДЖУЮТЬСЯ 
РІВНЯННЯМИ ЯНҐА – МІЛЛСА НА 4-ВИМІРНОМУ ТОРІ 
 

Çáóäîâàíî äèñêðåòí³ àíàëîãè ð³âíÿíü ßí´à – Ì³ëëñà, îïåðàòîðà çîâí³øíüîãî 
êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ òà ñïðÿæåíîãî ç íèì îïåðàòîðà íà êîìá³íà-
òîðíîìó 4-âèì³ðíîìó òîð³. Äîâåäåíî ñàìîñïðÿæåí³ñòü äèñêðåòíîãî àíàëîãà 
îïåðàòîðà òèïó ëàïëàñ³àíà.  

 

1. Âñòóï. Íåõàé 4T  – 4-âèì³ðíèé òîð. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ òðèâ³àëüíå 

ðîçøàðóâàííÿ = ×4P T G , äå G  – äåÿêà ãðóïà Ë³ ç àëãåáðîþ Ë³ g . Â³äîìî 
(äèâ., íàïðèêëàä, [6]), ùî çâ’ÿçí³ñòü â P  ìîæíà îçíà÷èòè ÿê 1-ôîðìó, ÿêà 
ïðèéìàº çíà÷åííÿ â g . Íàäàë³, íåõàé GL (2, )G =  , òîä³ gl (2, )=g  . Íåõàé 

A  – gl (2, ) -çíà÷íà 1-ôîðìà çâ’ÿçíîñò³. Òîä³ 2-ôîðìà êðèâèçíè ö³º¿ çâ’ÿç-
íîñò³ ìàº âèãëÿä  

 F dA A A= + ∧ . (1) 

Ââåäåìî íà äîâ³ëüíèõ gl (2, ) -çíà÷íèõ p -ôîðìàõ ϕ  îïåðàòîð çîâí³øíüîãî 
êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ çà ïðàâèëîì  

 1( 1)pAd d A A+ϕ = ϕ + ∧ ϕ + − ϕ ∧ . (2) 

Òîä³ îäíîð³äí³ ð³âíÿííÿ ßí´à – Ì³ëëñà ìàþòü âèãëÿä  

 0,      0A Ad F d F= =∗ , (3) 

äå ∗  – îïåðàö³ÿ ìåòðè÷íîãî ñïðÿæåííÿ – îïåðàòîð Ãîäæà (W. W. D. Hodge). 
Ïåðøå ç ð³âíÿíü (3) º òàê çâàíîþ òîòîæí³ñòþ Á’ÿíê³ (L. Bianchi).  

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äëÿ gl (2, ) -çíà÷íèõ ôîðì îäíàêîâîãî ïîðÿäêó íà 
4T  çàäàºòüñÿ òàê:  

 
4

( , ) tr
T

∗ϕ ψ = ϕ ∧ ψ∗∫ , (4) 

äå ç³ðî÷êà íàä ψ  îçíà÷àº êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ òà òðàíñïîíóâàííÿ êîì-

ïîíåíò ôîðìè ψ . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δA  îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé ç 

Ad  â³äíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (4). Îïåðàòîð δA  ìàº âèãëÿä [6]  

 1( 1)pA Ad−δ = − ∗ ∗ , (5) 

äå p  – ïîðÿäîê ôîðìè, íà ÿêó ä³º îïåðàòîð, ³ −∗ ∗ =1 1 . Ðîçãëÿíåìî òàêîæ 
îïåðàòîð  
 A A A A Ad d−∆ = δ + δ , (6) 

ÿêèé áóäåìî íàçèâàòè îïåðàòîðîì òèïó ëàïëàñ³àíà. Çã³äíî ç (6), ÿêùî ôîð-
ìà êðèâèçíè F  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ ßí´à – Ì³ëëñà (3), òî âîíà çàäîâîëü-
íÿº òàêîæ ð³âíÿííÿ òèïó Ëàïëàñà: −∆ = 0AF . Ó çâ’ÿçêó ç öèì òåîð³þ ßí´à 
– Ì³ëëñà ³íîä³ íàçèâàþòü íåë³í³éíèì óçàãàëüíåííÿì òåîð³¿ Ãîäæà ãàðìî-
í³÷íèõ ôîðì [5].  

Ó ðîáîò³, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó äèñêðåòèçàö³¿ Äåç³íà [1], ïîáóäîâàíî 
êîìá³íàòîðíó ìîäåëü òîðó – 4-âèì³ðíèé êîìïëåêñ. Äèñêðåòí³ àíàëîãè 
gl (2, ) -çíà÷íèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ôîðì, çîêðåìà, 1-ôîðìè çâ’ÿçíîñò³, ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ ÿê gl (2, ) -çíà÷í³ êîëàíöþãè – åëåìåíòè äóàëüíîãî êîìïëåêñó. 
Êîíñòðóêö³ÿ äóàëüíîãî êîìïëåêñó äîçâîëÿº ââåñòè äèñêðåòí³ àíàëîãè îïå-
ðàö³¿ çîâí³øíüîãî ìíîæåííÿ, îïåðàòîðà Ãîäæà, äèôåðåíö³àëà, êîäèôåðåíö³-
àëà òà ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (4) òàê, ùîá çáåð³ãàëèñü îñíîâí³ ãåîìåòðè÷í³ 
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âëàñòèâîñò³ öèõ îá’ºêò³â. Âèõîäÿ÷è ç öèõ îçíà÷åíü, ïîáóäîâàíî äèñêðåòíèé 
àíàëîã ð³âíÿíü ßí´à – Ì³ëëñà (3). Ö³ ð³âíÿííÿ âèïèñàíî òàêîæ ó ð³çíèöåâ³é 
ôîðì³. Çíà÷íà óâàãà ó ðîáîò³ ïðèä³ëÿºòüñÿ âèâ÷åííþ äèñêðåòíèõ àíàëîã³â 
îïåðàòîðà êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ (2) òà ñïðÿæåíîãî ç íèì îïå-
ðàòîðà (5). Äîâåäåíî, ùî äèñêðåòíèé àíàëîã îïåðàòîðà òèïó Ëàïëàñà (6) º 
ñàìîñïðÿæåíèì íà êîìá³íàòîðíîìó òîð³.  

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ïîä³áí³ ñõåìè äèñêðåòèçàö³¿ áóëè âèêîðèñòàí³ â 
ïðàöÿõ [4, 7, 8], ó ÿêèõ äîñë³äæóâàëàñü êàë³áðóâàëüíà ³íâàð³àíòí³ñòü äèñ-
êðåòíèõ ìîäåëåé ð³âíÿíü ßí´à – Ì³ëëñà â åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ òà â ÷àñî-
ïðîñòîð³ Ì³íêîâñüêîãî. Ó ðîáîò³ [2] ðîçãëÿäàëàñü ìîäåëü êëàñè÷íèõ ð³âíÿíü 
ßí´à – Ì³ëëñà íàä íàéïðîñò³øèì êë³òêîâèì ðîçáèòòÿì äâîâèì³ðíîãî òîðó.  

2. Êîìá³íàòîðíà ìîäåëü 4-âèì³ðíîãî òîðó. Íåõàé òåíçîðíà ñòåï³íü îä-
íîâèì³ðíîãî êîìïëåêñó C : = ⊗ ⊗ ⊗(4)C C C C C  º êîìá³íàòîðíîþ ìîäåëëþ 

4  (äåòàëüí³øå äèâ. [1]). Ââåäåìî 1-âèì³ðíèé êîìïëåêñ C  – êîìá³íàòîðíó 

ïðÿìó – òàêèì ÷èíîì. Íåõàé 0C  – ä³éñíèé ë³í³éíèé ïðîñò³ð 0-âèì³ðíèõ 
ëàíöþã³â, ÿê³ ïîðîäæóþòüñÿ áàçèñíèìè åëåìåíòàìè xk  (òî÷êàìè), ∈k  . 
Ââåäåìî äëÿ çðó÷íîñò³ íà ìíîæèí³ ³íäåêñ³â îïåðàòîðè çñóâó ,τ σ :  

 1, 1τ = + σ = −k k k k . 

Ïîçíà÷èìî â³äêðèòèé ³íòåðâàë ( , )x xτk k  ÷åðåç ek  ³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìíî-

æèíó ek{ }  ÿê ìíîæèíó áàçèñíèõ åëåìåíò³â ä³éñíîãî ë³í³éíîãî ïðîñòîðó 1C . 
Òîä³ îäíîâèì³ðíèé êîìïëåêñ º ïðÿìîþ ñóìîþ ââåäåíèõ ïðîñòîð³â, òîáòî 

= ⊕0 1C C C . Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ∂  íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ C  çàäàºòüñÿ 
òàê: 
 0,x e x xτ∂ = ∂ = −k k k k . (7) 

Íà äîâ³ëüí³ ëàíöþãè îïåðàö³ÿ (7) ïîøèðþºòüñÿ çà ë³í³éí³ñòþ.  
Âñ³ ìîæëèâ³ òåíçîðí³ äîáóòêè áàçèñíèõ åëåìåíò³â ,x ek k  äàþòü íàì áà-

çèñí³ åëåìåíòè (4)C . Íåõàé ( )p
ks , äå 1 2 3 4( , , , )k k k k k= , ik ∈  , º p -âèì³ðíèì 

áàçèñíèì åëåìåíòîì êîìïëåêñó (4)C . Íàäàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî ³íäåêñ ( )p  
ì³ñòèòü âñþ ³íôîðìàö³þ ïðî ê³ëüê³ñòü ³ ì³ñöå ðîçòàøóâàííÿ 1-âèì³ðíèõ 

«êîìïîíåíò» ek  â ( )p
ks . Íàïðèêëàä, 1-âèì³ðí³ i

ke  òà 2-âèì³ðí³ εij
k  áàçèñí³ 

åëåìåíòè (4)C  ìàþòü â³äïîâ³äíî òàêèé âèãëÿä:  
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Ä³ÿ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà (7) ïåðåíîñèòüñÿ íà êîìïëåêñ (4)C  çà ïðàâèëîì  

 ( ) ( 1)p q p q p p qc c c c c c∂ ⊗ = ∂ ⊗ + − ⊗ ∂ . 

äå ,p qc c  – p -, q -âèì³ðí³ ëàíöþãè â³äïîâ³äíî, ÿê³ íàëåæàòü äî êîìïëåêñ³â 
äîâ³ëüíî¿ ðîçì³ðíîñò³.  

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êîìá³íàòîðíîþ ìîäåëëþ 4-âèì³ðíîãî òîðó 4T  º 

êîìïëåêñ 4C , áàçèñí³ åëåìåíòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ïåð³îäè÷í³ ãðàíè÷í³ 
óìîâè âèãëÿäó  

 
1 4 1 4

( ) ( )
, , , 1, ,

i

p p
k N k k ks sτ =     

1 4 1 4

( ) ( )
0 i

p p
k k k N ks s,... ,... ,... ,...= , (8) 

äå ≤ ≤1 i ik N  äëÿ âñ³õ 1,2,3, 4i = .  
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð äóàëüíèé îá’ºêò – êîìïëåêñ, ñïðÿæåíèé ç (4)C . Ïî-
çíà÷èìî éîãî ÷åðåç (4)K  ³ íåõàé öå áóäå ë³í³éíèé ïðîñò³ð gl (2, ) -çíà÷íèõ 

ôóíêö³é íàä (4)C . Ç ³íøîãî áîêó, (4)K  – êîìïëåêñ gl (2, ) -çíà÷íèõ êîëàí-

öþã³â, ÿêèé ìàº òàêó ñàìó ñòðóêòóðó ÿê (4)C , òîáòî = ⊗ ⊗ ⊗(4)K K K K K , 
äå 1-âèì³ðíèé êîìïëåêñ K  º ñïðÿæåíèì ç C . Äëÿ áàçèñíèõ åëåìåíò³â 

,  x ek k{ } { }  êîìïëåêñó K  îçíà÷óºòüñÿ îïåðàö³ÿ ñïàðåííÿ ç â³äïîâ³äíèìè 

áàçèñíèìè åëåìåíòàìè C :  

 , ,j j jx x e e= = δk k k , (9) 

äå jδk  – ñèìâîë Êðîíåêåðà. Íåõàé ( )
k
ps  – p -âèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò 

(4)K . Òîä³ p -âèì³ðíèé êîëàíöþã α  ìàº âèãëÿä  

 ( )
( )

( )

p k
pk

k p

sα = α∑ ∑ , (10) 

äå ( ) gl (2, )p
kα ∈  . Íàäàë³ áóäåìî íàçèâàòè êîëàíöþãè ôîðìàìè, ï³äêðåñëþ-

þ÷è ¿õíþ áëèçê³ñòü ç â³äïîâ³äíèìè êîíòèíóàëüíèìè îá’ºêòàìè – äèôåðåíö³-
àëüíèìè ôîðìàìè.  

Îïåðàö³ÿ ñïàðåííÿ (9) â î÷åâèäíèé ñïîñ³á ïåðåíîñèòüñÿ íà áàçèñí³ åëå-
ìåíòè êîìïëåêñ³â (4)C , (4)K  ³ äëÿ ôîðìè (10) ìàºìî  

 ( ) ( ),p p
k ks α = α . (11) 

Çâ³äñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº, ùî êîìïîíåíòè ôîðì (10) íà (4)C  çàäî-
âîëüíÿþòü ïåð³îäè÷í³ ãðàíè÷í³ óìîâè âèãëÿäó (8), òîáòî  

 
1 4 1 4

( ) ( )
1i

p p
k N k k k,...τ ,... ,... ,...α = α ,  

1 4 1 4

( ) ( )
0 i

p p
k k k N k,... ,... ,... ,...α = α . (12) 

Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ∂  ïîðîäæóº â ñïðÿæåíîìó êîìïëåêñ³ (4)K  äóàëüíó 

îïåðàö³þ cd  çà ïðàâèëîì  

 , , ca a d∂ α = α , (13) 

äå ∈ (4)a C , α ∈ (4)K . Êîãðàíè÷íèé îïåðàòîð cd  áóäåìî ââàæàòè äèñêðåò-

íèì àíàëîãîì îïåðàö³¿ çîâí³øíüîãî äèôåðåíö³þâàííÿ d .  
Ââåäåìî îïåðàö³þ ìíîæåííÿ íà äèñêðåòíèõ ôîðìàõ, ÿêó áóäåìî ââà-

æàòè äèñêðåòíèì àíàëîãîì îïåðàö³¿ çîâí³øíüîãî ìíîæåííÿ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ôîðì. Ïîçíà÷èìî öþ îïåðàö³þ ÷åðåç  . Â òåðì³íàõ òåîð³¿ ãîìîëîã³é öå 

òàê çâàíå ìíîæåííÿ Ó³òí³. Ñïî÷àòêó îçíà÷èìî  -ìíîæåííÿ íà áàçèñíèõ 
åëåìåíòà 1-âèì³ðíîãî êîìïëåêñó K  òàê:  

 , ,x x x e x e x e eτ= = =  k k k k k k k k k , 

ïðèïóñêàþ÷è, ùî äîáóòîê ð³âíèé íóåâ³ ó âñ³õ ³íøèõ âèïàäêàõ. Òåïåð ïðè-
ïóñòèìî, ùî îïåðàö³ÿ  -ìíîæåííÿ çàäàíà íà êîìïëåêñ³ ( )K r , äå 1,2,3r = . 

Íåõàé ( )
k
ps  – p -âèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò ( )K r . Çàïèøåìî áàçèñíèé åëå-

ìåíò êîìïëåêñó ( 1)K r +  ó âèãëÿä³ ( )
k
ps s⊗ k , äå sk  º àáî ek , àáî xk , ∈k  . 

Òîä³  -ìíîæåííÿ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ( 1)K r +  çàäàºòüñÿ òàê: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( , )( ) ( )k k k k
p q p qs s s s Q q s s s sµ µ⊗ ⊗ = ⊗k kk   , (14) 

äå çíàêîâà ôóíêö³ÿ ( , )Q qk  äîð³âíþº 1− , ÿêùî ðîçì³ðí³ñòü îáèäâîõ åëå-

ìåíò³â sk  ³ ( )
k
qs  º íåïàðíîþ, òà +1  â óñ³õ ³íøèõ âèïàäêàõ. Íà ôîðìè (10) 

 -ìíîæåííÿ ïîøèðþºòüñÿ çà ë³í³éí³ñòþ. Çàçíà÷èìî, ùî êîåô³ö³ºíòè ôîðì 
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ïåðåìíîæóþòüñÿ ÿê ìàòðèö³. Â³äîìî (äèâ. [1]), ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ äèñêðåòíèõ 
ôîðì , (4)Kα β ∈  âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 ( ) ( 1)c c r cd d dα β = α β + − α β   , (15) 

äå r  – ïîðÿäîê ôîðìè α . Çàçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ ôîðìóëè (15), ÿêå â [1] 
áóëî ïðîâåäåíå äëÿ ä³éñíîçíà÷íèõ ôîðì, ïðàêòè÷íî áåç çì³í ïåðåíîñèòüñÿ 
íà âèïàäîê ìàòðè÷íîçíà÷íèõ ôîðì.  

Îçíà÷èìî äèñêðåòíèé àíàëîã îïåðàòîðà Ãîäæà çà ïðàâèëîì  

 ( ) ( )
k k k
p ps s V∗ = , (16) 

äå = ⊗ ⊗ ⊗1 2 3 4k k k kkV e e e e  – 4-âèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò (4)K . Îïåðà-
ö³ÿ ∗  çà ë³í³éí³ñòþ ïîøèðþºòüñÿ íà äîâ³ëüí³ äèñêðåòí³ ôîðìè.  

3. Äèñêðåòíèé àíàëîã ð³âíÿíü ßí´à – Ì³ëëñà. Íåõàé ∈ (4)A K  – äèñê-
ðåòíà 1-ôîðìà. Òîä³ A  ìàº âèãëÿä  

 
4

1

i k
k i

k i

A A e
=

= ∑ ∑ , (17) 

äå gl (2, )i
kA ∈   ³ k

ie  – 1-âèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò (4)K , 1 2( ,k k k= , 

3 4, )k k , 1,2, ,i ik N=  . Çã³äíî ç (11) óìîâè (8) ïîðîäæóþòü ïåð³îäè÷í³ ãðà-

íè÷í³ óìîâè äëÿ êîìïîíåíò ôîðìè A :  

 
1 4 1 41i

i i
k N k k kA A,...τ ,... ,... ,...= ,  

1 4 1 40 i

i i
k k k N kA A,... ,... ,... ,...= . (18) 

Áóäåìî ââàæàòè, ùî gl (2, ) -çíà÷íà 1-ôîðìà A  âèãëÿäó (17) º äèñêðåòíèì 

àíàëîãîì ôîðìè çâ’ÿçíîñò³ íà 4T .  
Îçíà÷èìî äèñêðåòíó 2-ôîðìó êðèâèçíè ∈ (4)F K  (äèâ. (1)) òàê:  

 cF d A A A= +  . (19) 

Ç ³íøîãî áîêó, äîâ³ëüíà 2-ôîðìà ∈ (4)F K  ìàº âèãëÿä  

 ij k
ijk

k i j

F F
<

= ε∑ ∑ , (20) 

äå gl (2, )ij
kF ∈  , εk

ij  – 2-âèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò (4)K  ³ 1 , 4i j≤ ≤ .  

Ââåäåìî äëÿ çðó÷íîñò³ îïåðàòîðè çñóâó , , ,i i ij ijτ σ τ σ  , ÿê³ íà ìíîæèí³ 

ìóëüòè³íäåêñ³â 1 2 3 4( , , , )k k k k k=  ä³þòü òàê: τi  ( σi ) çñóâàº íà îäèíèöþ 

âïðàâî (âë³âî) i -òó êîìïîíåíòó k , à τij  ( σij ) – i -òó òà j -òó êîìïîíåíòè 

îäíî÷àñíî, ïðè÷îìó ≠i j . Íàïðèêëàä,  

 2 1 2 3 4 13 1 2 3 4( , , , ), ( , , , )k k k k k k k k k kτ = τ σ = σ σ . 

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (13), (14) ³ ñï³âñòàâëÿþ÷è (19) ç (20), îòðèìàºìî  

 
i j ji

ij j i i j j i
k k k k kk k kkF A A A A A Aττ= ∆ − ∆ + − , 

äå τ∆ = −
i i

j j j
k k kkA A A . Î÷åâèäíî, ùî êîìïîíåíòè ij

kF  çàäîâîëüíÿþòü ãðàíè÷í³ 

óìîâè âèãëÿäó (12).  
Äèñêðåòíèé àíàëîã îïåðàòîðà çîâí³øíüîãî êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þ-

âàííÿ Ad  (2) îçíà÷èìî çà ïðàâèëîì  

 1( 1)c c p
Ad d A A+ϕ = ϕ + ϕ + − ϕ  , (21) 

äå ϕ  – äîâ³ëüíà p -ôîðìà âèãëÿäó (10). Òîä³ äèñêðåòí³ àíàëîãè ð³âíÿíü ßí-
´à – Ì³ëëñà (3) ìàþòü âèãëÿä  
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 0, 0c c
A Ad F d F= ∗ = . (22) 

Íåâàæêî ïîêàçàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (15), ùî ïåðøå ð³âíÿííÿ (22) 
º òîòîæí³ñòþ (äèñêðåòíèé àíàëîã òîòîæíîñò³ Á’ÿíê³).  

Çã³äíî ç (9), (11), (13), (15), äðóãå ç ð³âíÿíü (22) ìîæíà ðîçïèñàòè ó ð³ç-
íèöåâîìó âèãëÿä³ òàê:  

 
2 12 3 13 4 14 1 1

12 13 14 2 12 3 13
k k k k k k k k k kF F F A F A Fσ σ σ σ σ∆ + ∆ + ∆ + + +  

 
1 12 34 13 24 14 23

4 14 12 2 13 3 14 4 0k k k k k k k kA F F A F A F Aσ σ τ σ τ σ τ+ − − − = , 

 
1 12 3 23 4 24 2 2

12 23 24 3 23 4 24
k k k k k k k k k kF F F A F A Fσ σ σ σ σ∆ − ∆ − ∆ − − +  

 
2 23 14 24 13 12 34

1 12 23 3 24 4 12 1 0k k k k k k k kA F F A F A F Aσ σ τ σ τ σ τ+ + + − = , 

 
1 13 2 23 4 34 3 3

13 23 34 1 13 2 23
k k k k k k k k k kF F F A F A Fσ σ σ σ σ− ∆ − ∆ + ∆ − − +  

 
3 13 24 23 14 34 12

4 34 13 1 23 2 34 4 0k k k k k k k kA F F A F A F Aσ σ τ σ τ σ τ+ + + − = , 

 
1 14 2 24 3 34 4 4

14 24 34 1 14 2 24
k k k k k k k k k kF F F A F A Fσ σ σ σ σ∆ + ∆ + ∆ + + +  

 
4 14 23 24 13 34 12

3 34 14 1 24 2 34 3 0k k k k k k k kA F F A F A F Aσ σ τ σ τ σ τ+ − − − = . 

Òóò ð³çíèöåâ³ ð³âíÿííÿ çãðóïîâàíî çà îçíàêîþ ïðèíàëåæíîñò³ äî îäíîãî ç 
÷îòèðüîõ òèï³â 3-âèì³ðíèõ áàçèñíèõ åëåìåíò³â (4)K .  

4. Îïåðàòîð δc
A  ³ äèñêðåòíèé àíàëîã îïåðàòîðà òèïó ëàïëàñ³àíà. Íå-

õàé ϕ ∈ (4)K  – p -ôîðìà âèãëÿäó (10). ×åðåç ∗ϕ  ïîçíà÷èìî p -ôîðìó, êîì-
ïîíåíòàìè ÿêî¿ º ìàòðèö³, êîìïëåêñíî-ñïðÿæåí³ òà òðàíñïîíîâàí³ äî êîì-

ïîíåíò ôîðìè ϕ , òîáòî ( ) ( )( ) ( )p p
k k

∗ϕ = ϕ  .  

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ  

 k
k

V V= ∑ , 

äå, íàãàäàºìî, = ⊗ ⊗ ⊗
1 2 3 4k k k k kV e e e e  – 4-âèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò 

(4)C  òà ≤ ≤1 i ik N . Â³äçíà÷èìî, ùî iN  – ô³êñîâàí³ íàòóðàëüí³ ÷èñëà – òà-

ê³ ñàì³, ÿê â óìîâàõ (8). Îçíà÷èìî äëÿ ôîðì îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ϕ ∈ (4)K  

òà ψ ∈ (4)K  ñêàëÿðíèé äîáóòîê (äèâ. (4)) çà ïðàâèëîì  

 ( , ) tr ,V ∗ϕ ψ = ϕ ∗ψ . (23) 

Äëÿ ôîðì ð³çíîãî ïîðÿäêó äîáóòîê (23) äîð³âíþº íóëåâ³ çà îçíà÷åííÿì. Âðà-
õîâóþ÷è îçíà÷åííÿ â³äïîâ³äíèõ îïåðàö³é, ñï³ââ³äíîøåííÿ (23) äëÿ p -ôîðì 
ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:  

 ( ) ( )

( )

( ) tr ( )p p
k k

k p

∗ϕ, ψ = ϕ ψ .∑∑  

Çàäàííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (23) íà ë³í³éíèõ ïðîñòîðàõ p -ôîðì íàä V  

äîçâîëÿº ðîçãëÿäàòè ¿õ ÿê ñê³í÷åííîâèì³ðí³ ã³ëüáåðòîâ³ ïðîñòîðè pH , 

0,1,2,3, 4p = , ç â³äïîâ³äíèìè áàçèñàìè ( )
k
ps{ } . Òîä³ êîãðàíè÷íèé îïåðàòîð 

cd  ä³º çà ïðàâèëîì  

 1c p pd H H +: → . 
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Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé ϕ ∈ pH  òà +ψ ∈ 1pH . Òîä³  

 ( , ) ( , )c cd ϕ ψ = ϕ δ ψ , (24) 
äå  

 1 1 1( 1)c p c p pd H H+ − +δ = − ∗ ∗ : → . (25) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (13) ³ (15), ìàºìî  

 ( , ) tr , ( ) ( 1) tr ,c c p cd V d V d∗ ∗ϕ ψ = ϕ ∗ψ − − ϕ ∗ ψ =   

 1 1tr , ( 1) ( , )p cV d∗ + −= ∂ ϕ ∗ψ + − ϕ ∗ ∗ ψ . 

Îñê³ëüêè âèðàç tr ,V ∗∂ ϕ ∗ψ  ñêëàäàºòüñÿ ç ñóì çà âñ³ìà k  òà i  âèðàç³â 
âèãëÿäó  

 
1 4 1 4 1 4 1 4

( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 0tr( ( ) ( ) )

i i

p p p p
k N k k N k k k k k

+ ∗ + ∗
...τ ,... ... ,... ... ,... ... ,...ϕ ⋅ ψ − ϕ ⋅ ψ , 

äå ³íäåêñè 1 òà 0 çíàõîäÿòüñÿ íà i -ìó ì³ñö³, òî çã³äíî ç óìîâàìè (12) 

îòðèìóºìî tr , 0V ∗∂ ϕ ∗ψ = . ◊ 
Î÷åâèäíî, îïåðàòîð (25) ìîæåìî ââàæàòè äèñêðåòíèì àíàëîãîì êîäè-

ôåðåíö³àëà – îïåðàòîðà, ôîðìàëüíî ñïðÿæåíîãî ç d . Çã³äíî ç îçíà÷åííÿìè 

â³äïîâ³äíèõ îïåðàö³é ä³ÿ îïåðàòîðà δc , íàïðèêëàä, íà äîâ³ëüíó 1-ôîðìó 

ψ ∈ 1H  (17) âèãëÿäàº òàê:  

 
4

1

( )
i i

c i k
k k

k i

xσ
=

δ ψ = −∆ ψ∑ ∑ , 

äå = ⊗ ⊗ ⊗1 2 3 4k k k kkx x x x x  – 0-âèì³ðíèé áàçèñíèé åëåìåíò 0H .  
Îòæå, äèñêðåòíèé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìàº âèãëÿä  

 −∆ ≡ δ + δ : → .c c c c c p pd d H H  

Òâåðäæåííÿ 2. Äëÿ äîâ³ëüíèõ ôîðì , pHϕ ψ ∈  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( , ) ( , ) ( , )c c c c cd dϕ ψ + δ ϕ δ ψ = ϕ −∆ ψ . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè, î÷åâèäíî, êîìïîíåíòè ôîðì ,c cd ψ δ ψ  çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè (12), òî çã³äíî ç (24) ìàºìî  

 ( , ) ( , )c c c cd d dϕ ψ = ϕ δ ψ  
òà  

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )c c c c c c c cd dδ ϕ δ ψ = δ ψ δ ϕ = δ ψ ϕ = ϕ δ ψ .  ◊ 

Íàñë³äîê 1. Îïåðàòîð −∆ : →c p pH H  º ñàìîñïðÿæåíèì. 

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíèé àíàëîã îïåðàòîðà çîâí³øíüîãî êîâàð³àíò-

íîãî äèôåðåíö³þâàííÿ +: → 1c p p
Ad H H  ³ çàéìåìîñÿ ïîáóäîâîþ ôîðìàëüíî 

ñïðÿæåíîãî ç íèì îïåðàòîðà +δ : →1c p p
A H H . Äëÿ öüîãî íàì áóäå ïîòð³áíå 

òàêå òâåðäæåííÿ.  

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ϕ ∈ pH  òà −ψ ∈ 4 pH . Òîä³ âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ  

 tr trV V, ϕ ψ = , ψ ∗ ∗ ϕ .   (26) 

Ä î â å ä å í í ÿ. 1°. Âèïàäîê = 0p . Íåõàé  

 ϕ = ϕ , ψ = ψ .∑ ∑k k
k k

k k

x V  
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Çà îçíà÷åííÿì (15) ìàºìî  

 ( ) k
k k

k

Vϕ ψ = ϕ ψ∑ . 

Òîä³  
 tr , tr k k

k

V ϕ ψ = ϕ ψ∑ . (27) 

Ç ³íøîãî áîêó, îñê³ëüêè çã³äíî ç îçíà÷åííÿì (16)  

 k
k

k

xτ∗ ∗ ϕ = ϕ∑ , 

òî 

 ( ) k
k k

k

Vψ ∗ ∗ ϕ = ψ ϕ∑ . 

Òóò ³ íàäàë³ 1 2 3 4( , , , )k k k k kτ = τ τ τ τ . Îòæå, îòðèìóºìî  

 tr , tr k k
k

V ψ ∗ ∗ ϕ = ψ ϕ∑ . (28) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôàêò, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ ìàòðèöü ,A B  âèêîíóºòüñÿ ð³â-
í³ñòü tr ( ) tr ( )AB BA= , ³ ñï³âñòàâëÿþ÷è (28) ç (27), îòðèìóºìî (26).  

Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ âèïàäîê = 4p .  

2°. Âèïàäîê = 1p . Íåõàé  

 
4

123 124 134 234
123 124 134 234

1

,      ( )i k k k k k
k i k k k k

k i k

e e e e e
=

ϕ = ϕ ψ = ψ + ψ + ψ + ψ∑ ∑ ∑ . 

Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è (16), îòðèìóºìî  

 
1 2 3 4

1 234 2 134 3 124 4 123tr , tr ( )k k k k k k k k
k

V τ τ τ τϕ ψ = ϕ ψ − ϕ ψ + ϕ ψ − ϕ ψ∑ . (29) 

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî çà óìîâ (12) äëÿ äîâ³ëüíî¿ p -ôîðìè α  âèêîíóþòü-
ñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 τ σ
τ σα = α = α = α∑ ∑ ∑( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
i i

i i

k kp k p p
p p pk k k

k k k

s s s  (30) 

äëÿ 1,2,3, 4i = . Çâ³äñè, îñê³ëüêè  

 
4 4

1 1

i k i k
k i k i

k i k i

e eτ
σ

= =

∗ ∗ ϕ = − ϕ = − ϕ∑ ∑ ∑ ∑ , 

òî  

 
4 3 2 1

123 4 124 3 134 2 234 1( ) k
k k k k k k k k

k

Vσ σ σ σψ ∗ ∗ ϕ = −ψ ϕ + ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ =∑  

  4 3 2 1
4 3 2 1

123 4 124 3 134 2 234 1( )k k k k
k k k k k k k k

k

V V V Vτ τ τ τ
τ τ τ τ= −ψ ϕ + ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ∑ . 

Îòæå, ìàºìî  

 
4 3 2 1

123 4 124 3 134 2 234 1tr , tr ( )k k k k k k k k
k

V τ τ τ τψ ∗ ∗ ϕ = −ψ ϕ + ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ∑ . 

Âðàõîâóþ÷è (29), îòðèìóºìî (26).  
Ïîä³áíî äîâîäèòüñÿ âèïàäîê = 3p .  

3°. Âèïàäîê = 2p . Íåõàé òåïåð ,ϕ ψ  – 2-ôîðìè âèãëÿäó (20). Ó öüîìó 
âèïàäêó çà îçíà÷åííÿì (16) ìàºìî  

12 13 14 23 24 34

12 34 13 24 14 23 23 14 24 13 34 12( ) k
k k k k k k k k k k k k

k

Vτ τ τ τ τ τϕ ψ = ϕ ψ − ϕ ψ + ϕ ψ + ϕ ψ − ϕ ψ + ϕ ψ∑ . 

Çâ³äñè  

 
12 13 14

12 34 13 24 14 23tr , tr ( k k k k k k
k

V τ τ τϕ ψ = ϕ ψ − ϕ ψ + ϕ ψ +∑  

 
23 24 34

23 14 24 13 34 12 )k k k k k kτ τ τ+ ϕ ψ − ϕ ψ + ϕ ψ . (31) 



215 

Ç ³íøîãî áîêó, îñê³ëüêè  

 
4

ij k
ijk

k i j

τ

<

∗ ∗ ϕ = ϕ ε∑ ∑ , (32) 

òî, âðàõîâóþ÷è (30), îòðèìóºìî  

 
34 24 23

12 34 13 24 14 23( k k k k k k
k

σ σ σψ ∗ ∗ ϕ = ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ +∑  

 
14 13 12

23 14 24 13 34 12 ) k
k k k k k k Vσ σ σ+ ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ =  

 34 24 23
34 13 23

12 34 13 24 14 23( k k k
k k k k k k

k

V V Vτ τ τ
τ τ τ= ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ +∑  

 14 13 12
14 13 12

23 14 24 13 34 12 )k k k
k k k k k kV V Vτ τ τ

τ τ τ+ ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ . 

Îòæå,  

 
34 13 23

12 34 13 24 14 23tr , tr ( k k k k k k
k

V τ τ τψ ∗ ∗ ϕ = ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ +∑  

 
14 13 12

23 14 24 13 34 12 )k k k k k kτ τ τ+ ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ . 

Ñï³âñòàâëÿþ÷è îòðèìàíå ñï³ââ³äíîøåííÿ ç (31), ìàºìî (26). ◊ 

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé ∈ 1A H  – äèñêðåòíà ôîðìà çâ’ÿçíîñò³ âèãëÿäó 

(17), ϕ ∈ pH  òà +ψ ∈ 1pH . Òîä³  

 ( , ) ( , )c c
A Ad ϕ ψ = ϕ δ ψ , (33) 

äå  

 1 1 1( ) ( 1) ( )c c p
A A A− ∗ ∗ + − ∗ ∗δ ψ = δ ψ + ∗ ∗ψ ∗ ∗ + − ∗ ∗ψ  . (34) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì (21)  

 1( , ) ( , ) ( , ) ( 1) ( , )c c p
Ad d A A+ϕ ψ = ϕ ψ + ϕ ψ + − ϕ ψ  . (35) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (23) òà ð³âí³ñòü (26), ìàºìî  

 ( , ) tr , tr ,A V A V A∗ ∗ϕ ψ = ϕ ∗ψ = ϕ ∗ψ ∗ ∗ =      

 1( , ( ) )A− ∗ ∗= ϕ ∗ ∗ψ ∗ ∗ . 

Òóò ïðè îñòàííüîìó ïåðåõîä³ âèêîðèñòàíî ð³âí³ñòü ∗ ∗α = α( ) , ÿêà ñïðàâ-
äæóºòüñÿ äëÿ äîâ³ëüíèõ äèñêðåòíèõ ôîðì α . Ïîä³áíî îòðèìóºìî ð³âí³ñòü  

 1( , ) tr , ( , ( ) )A V A A∗ − ∗ ∗ϕ ψ = ϕ ∗ψ = ϕ ∗ ∗ψ   . 

Ï³äñòàâëÿþ÷è äâà îñòàíí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ â (35) ³ âðàõîâóþ÷è (24), 
îòðèìàºìî  

 1 1 1( , ) ( , ) ( , ( ) ) ( 1) ( , ( ) )c c p
Ad A A− ∗ ∗ + − ∗ ∗ϕ ψ = ϕ δ ψ + ϕ ∗ ∗ψ ∗ ∗ + − ϕ ∗ ∗ψ =   

  1 1 1( , ( ) ( 1) ( ) )c pA A− ∗ ∗ + − ∗ ∗= ϕ δ ψ + ∗ ∗ψ ∗ ∗ + − ∗ ∗ψ  , 

çâ³äêè â³äðàçó âèïëèâàº (33).  ◊ 
Îïåðàòîð âèãëÿäó  

 :c c c c c p p
A A A A Ad d H H−∆ ≡ δ + δ →  (36) 

áóäåìî íàçèâàòè äèñêðåòíèì àíàëîãîì îïåðàòîðà òèïó ëàïëàñ³àíà (6).  

Òâåðäæåííÿ 5. Îïåðàòîð (36) º ñàìîñïðÿæåíèì, òîáòî  

 ( , ) ( , )c c
A A−∆ ϕ ψ = ϕ −∆ ψ . 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ï³äñòàâëÿþ÷è â ñï³ââ³äíîøåííÿ (33) çàì³ñòü ψ  ôîð-

ìó ψc
Ad  ³ ââàæàþ÷è, ùî òåïåð ψ  º p -ôîðìîþ, îòðèìóºìî  

 ( , ) ( , )c c c c
A A A Ad d dϕ ψ = ϕ δ ψ . 

Öå ìîæíà çðîáèòè, îñê³ëüêè êîìïîíåíòè ψc
Ad  (äèâ. (21)) çàäîâîëüíÿþòü 

óìîâè âèãëÿäó (12) (äëÿ A  äèâ. òàêîæ (18)). Ì³ðêóþ÷è ïîä³áíî òà âèêîðèñ-
òîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2, îòðèìóºìî, ùî âèêîíóºòüñÿ òàêîæ ð³âí³ñòü  

 ( , ) ( , )c c c c
A A A Adδ ϕ δ ψ = ϕ δ ψ . 

Îòæå, 

 ( , ) ( , ) ( , ( ) )c c c c c c c c
A A A A A A A Ad d d dϕ ψ + δ ϕ δ ψ = ϕ δ + δ ψ , 

à çâ³äñè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº ñàìîñïðÿæåí³ñòü îïåðàòîðà (36).  ◊ 
Ïîâåðòàþ÷èñü äî äèñêðåòíèõ ð³âíÿíü ßí´à – Ì³ëëñà (22), ñë³ä â³äì³òè-

òè, ùî ç ð³âíîñò³ δ = 0c
AF  (äèâ. (34)) íå âèïëèâàº áåçïîñåðåäíüî ð³âí³ñòü 

∗ = 0c
Ad F , ÿê öå â³äáóâàºòüñÿ â êîíòèíóàëüíîìó âèïàäêó. Öå º íàñë³äêîì 

îçíà÷åííÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ãîäæà (16). Ó êîíòèíóàëüíîìó 

âèïàäêó ä³ÿ îïåðàòîðà Ãîäæà íà 2-ôîðìè º ³íâîëþòèâíîþ, òîáòî ∗ =2F F , â 

òîé æå ÷àñ ó äèñêðåòíîìó âèïàäêó îïåðàòîð 2∗  çñóâàº íà îäèíèöþ âïðàâî 
âñ³ êîìïîíåíòè äèñêðåòíî¿ 2-ôîðìè (äèâ. (32)). Ìîæëèâ³ñòü ³íâîëþòèâíîãî 
çàäàííÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïåðàòîðà Ãîäæà ðîçãëÿäàëàñü â [3].  
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ДИСКРЕТНЫЕ МОДЕЛИ ОПЕРАТОРОВ, ПОРОЖДАЕМЫЕ УРАВНЕНИЯМИ 
ЯНГА – МИЛЛСА НА 4-МЕРНОМ ТОРЕ 
 
Ïîñòðîåíû äèñêðåòíûå àíàëîãè óðàâíåíèé ßíãà – Ìèëëñà, îïåðàòîðà âíåøíåãî 
êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñîïðÿæåííîãî ñ íèì îïåðàòîðà íà êîìáè-
íàòîðíîì 4-ìåðíîì òîðå. Äîêàçàíî ñàìîñîïðÿæåííîñòü äèñêðåòíîãî àíàëîãà îïå-
ðàòîðà òèïà ëàïëàñèàíà. 
 
DISCRETE MODELS OF OPERATORS GENERATED BY THE YANG – MILLS 
EQUATIONS ON 4-DIMENSIONAL TORUS 
 
The discrete analogs of the Yang – Mills equations, of the exterior covariant differential 
operator, and of the adjoint operator of one are constructed on the combinatorial 4-
dimensional torus. Self-adjointness of a discrete analog of the Laplace type operator is 
proved. 
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