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ЕФЕКТ ДОТИЧНИХ НАПРУЖЕНЬ ЗА РАДІАЛЬНОГО СТЯГУВАННЯ 
ГРАНИЦІ ПРУЖНОГО ПІВПРОСТОРУ В КРУГОВІЙ ОБЛАСТІ 
 

Çàïðîïîíîâàíî íîâó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ï³âïðî-
ñòîðó ç³ çì³øàíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè, ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ äàº ô³çè÷íî êîðåêòíó 
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó (ó òîìó ÷èñë³ ìà-
ë³ñòü ïðóæíèõ ïîâîðîò³â). Íîâèçíà ïîñòàíîâêè ïîëÿãàº â òîìó, ùî âîíà ïî-
ðÿä ³ç êëàñè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè ì³ñòèòü îáóìîâëåíó ã³ïîòåçîþ ñó-
ö³ëüíîñò³ âèìîãó íåïåðåðâíîñò³ êîìïîíåíò âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî 
ïîâîðîòó 0.5 rot= u  íà ë³í³¿ ïîä³ëó êðàéîâèõ óìîâ. Äîâåäåíî, ùî âèêîíàííÿ 
ö³º¿ âèìîãè ìîæíà çä³éñíèòè íàòÿãîì çà ïåâíèì çàêîíîì ãðàíèö³ ï³âïðîñòî-
ðó ïîçà îáëàñòþ ñòÿãóâàííÿ. Ïðè öüîìó âñ³ õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó º íåïåðåðâíèìè é îáìåæåíèìè íà ë³í³¿ ïîä³ëó êðàéîâèõ 
óìîâ. 

 
Ó ïðàö³ [3] çàïðîïîíîâàíî íîâó ìîäåëü äåôîðìóâàííÿ ïðóæíèõ ò³ë, ó 

ÿê³é ïîñòóëþºòüñÿ ³ñíóâàííÿ íà ãðàíèö³ ò³ëà ìåæîâîãî øàðó áåçìåæíî ìà-
ëî¿ òîâùèíè, ðåîëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ ÿêîãî óìîæëèâëþþòü âèêîíàííÿ ô³çè÷-
íî¿ óìîâè íåïåðåðâíîñò³ êîìïîíåíò âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó 

0.5 rot= u  íà í³é ³, ÿê íàñë³äîê, ¿¿ ãëàäêå (áåç çëàì³â) äåôîðìóâàííÿ. Çà-
óâàæèìî, ùî ó âèïàäêó çàäàííÿ íà ãðàíèö³ ò³ëà îäíîòèïíèõ íåïåðåðâíèõ 
êðàéîâèõ óìîâ ëîêàëüí³ ïðóæí³ ïîâîðîòè íå ïîÿâëÿþòüñÿ, à òîìó íåïåðåðâ-
í³ñòü êîìïîíåíò âåêòîðà   âèêîíóºòüñÿ àâòîìàòè÷íî. Íèæ÷å çàïðîïîíîâà-
íó ìîäåëü çàñòîñîâàíî äî àíàë³çó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ó ï³â-
ïðîñòîð³, ãðàíèöÿ ÿêîãî â êðóç³ ô³êñîâàíîãî ðàä³óñà R  ñòÿãóºòüñÿ çà äî-
â³ëüíèì çàêîíîì. Öþ çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî âïåðøå ³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîç-
ðèâíèõ ³íòåãðàë³â Âåáåðà – Øàôãàéòë³íà [5] äîâåäåíî, ùî âèìîãà íåïåðåðâ-
íîñò³ êîìïîíåíò âåêòîðà   íà ë³í³¿ ïîä³ëó êðàéîâèõ óìîâ â³äïîâ³äíî äî ã³-
ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³ [8] ñòâîðþº íàòÿã ãðàíèö³, ÿêèé ïðîÿâëÿºòüñÿ ïåâíèì ïî-
ëåì ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü, ó ðåçóëüòàò³ ÷îãî òàì ïîÿâëÿþòüñÿ äîòè÷í³ íà-
ïðóæåííÿ ³ ¿õ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íåîáõ³äíå äîâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ äëÿ 
çàáåçïå÷åííÿ ãëàäêîñò³ ¿¿ äåôîðìóâàííÿ. ßêùî ïðóæí³ ïîâîðîòè ³, ÿê íàñë³-
äîê, äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ çîâí³ îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ äîð³âíþþòü íóëåâ³, òî â 
îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ íà ë³í³¿ ïîä³ëó êðàéîâèõ óìîâ âîíè ìàþòü êëàñè÷íèé êî-
ðåíåâî-ñèíãóëÿðíèé ðîçïîä³ë, ùî ñòâîðþº ìåõàí³÷íî-ñóïåðå÷ëèâó êàðòèíó 
äåôîðìóâàííÿ ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó (óòâîðåííÿ çëàìó íà ë³í³¿ ïî-
ä³ëó êðàéîâèõ óìîâ). Ç ô³çè÷íîãî ïîãëÿäó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ó öüîìó 
âèïàäêó ãðàíèöÿ ò³ëà ìàº âëàñòèâîñò³ ³äåàëüíî ãíó÷êî¿ ïîâåðõí³. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Îäíîð³äíèé ³çîòðîïíèé ïðóæíèé ï³âïðîñò³ð â³ä-
íåñåìî äî öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè 
êîîðäèíàò ( , , )R Rα β γ , ââàæàþ-
÷è, ùî ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüîãî íà-
âàíòàæåííÿ ó íüîìó ðåàë³çó-
ºòüñÿ îñåñèìåòðè÷íèé íàïðóæå-
íî-äåôîðìîâàíèé ñòàí. Òîä³ äëÿ 
íåíóëüîâèõ êîìïîíåíò âåêòîðà 
ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ =u  

( , 0, )Ru Ruα γ= u  ìîæíà çàïèñà-

òè ñèñòåìó ð³âíÿíü ð³âíîâàãè 

 2 2 1 2 2
2 0,   2 ( ) 0,     k k k−

α γ β γ α β
λ + µ

∂ θ + ∂ ω = ∂ θ − α ∂ αω = =
µ

, (1) 

ñòîñîâíî îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ θ  ³ ºäèíî¿ ó öüîìó âèïàäêó íåíóëüîâî¿ êîì-
ïîíåíòè ( , )βω α γ  âåêòîðà 0.5 rot= uΩ : 
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x
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Рис. 1 
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 1div ( )u u−
α α γ γθ ≡ = α ∂ α + ∂u , 

 2 (rot ) ( , ) ( , )u uβ β γ α α γ γ αω ≡ = ∂ − ∂ = ϕ α γ − ϕ α γu , (2) 

äå ( , )αϕ α γ  ³ ( , )γϕ α γ  – ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ë³í³éíèõ åëåìåíò³â, ïàðàëåëü-

íèõ äî êîîðäèíàòíèõ îñåé α  ³ γ  â³äïîâ³äíî; λ  ³ µ  – ñòàë³ Ëÿìå. 
Áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ôóíêö³¿ 

 0
0

( , ) 2 ( ) ( )A e J d
∞

−ξγθ α γ = − ξ ξ αξ ξ∫ , 

 2
1

0

( , ) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ
βω α γ = ξ ξ αξ ξ∫  (3) 

º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ð³âíÿíü (1) ó ï³âïðîñòîð³ 0γ ≥ , äå ( )J xν  – ôóíêö³¿ 

Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó ν . 
Çà â³äîìèìè ôóíêö³ÿìè ( , )θ α γ  ³ ( , )βω α γ  ³ç ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ 

ð³âíÿíü (2) çíàéäåìî êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ 

 2
1

0

( , ) ( 1) ( ) ( ) ( )u k A B e J d
∞

−ξγ
α α γ = − + ξ − ξ ξ αξ ξ +∫ [ ]  

 2
1

0

( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ+ − γ ξ ξ αξ ξ∫ , 

 2
0 0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )u B e J d k A e J d
∞ ∞

−ξγ −ξγ
γ α γ = ξ ξ αξ ξ + − γ ξ ξ αξ ξ∫ ∫ , (4) 

âèðàçè ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó 

 2 2 2
1 1

0 0

( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )B e J d k A e J d
∞ ∞

−ξγ −ξγ
αϕ α γ = − ξ ξ αξ ξ − − γ ξ ξ αξ ξ∫ ∫ , 

 2
1

0

( , ) 2 ( ) ( ) ( )k A B e J d
∞

−ξγ
γϕ α γ = ξ − ξ ξ ξ αξ ξ −∫ [ ]  

 2 2
1

0

( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ− − γ ξ ξ αξ ξ∫ , (5) 

à çà çàêîíîì Ãóêà òà ïîäàííÿìè (4) – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü 

 2 2
0 2

0 0

( , ) 2 (2 3 ) ( ) ( ) ( ) ( )k A e J d k A e J d
∞ ∞

−ξγ −ξγ
αα

 σ α γ = µ − ξ ξ αξ ξ − ξ ξ αξ ξ +  ∫ ∫  

 2 2 2
0 2

0 0

3 12 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

k A e J d A e J d
∞ ∞

−ξγ −ξγ  + µγ − ξ ξ αξ ξ − ξ ξ αξ ξ    ∫ ∫ , 

 0
0

( , ) 2 ( ) ( ) ( )A B e J d
∞

−ξγ
γγσ α γ = µ ξ ξ − ξ ξ αξ ξ −∫ [ ]  

 2 2
0

0

2 ( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ− µ − γ ξ ξ αξ ξ∫ , 

 2
1

0

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( ) ( ) ( )k A B e J d
∞

−ξγ
αγ γ ασ α γ ≡ µ ϕ α γ + ϕ α γ = µ ξ ξ − ξ ξ αξ ξ −∫[ ] [ ]  

 2 2
1

0

2 ( 1) ( ) ( )k A e J d
∞

−ξγ− µ − γ ξ ξ αξ ξ∫ . (6) 
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Ó ïîäàííÿõ (3)–(6) ( )A ξ  ³ ( )B ξ  – äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ 
êðàéîâèìè óìîâàìè çàäà÷³ òà çàáåçïå÷óþòü ³ñíóâàííÿ ³ îáìåæåí³ñòü â³äïî-
â³äíèõ íåâëàñíèõ ³íòåãðàë³â. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ’ÿçêè (4) ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ï³âïðîñòîðó ç êðóãîâîþ ñèìåòð³ºþ ñï³âïàäàþòü ç ôîð-
ìóëàìè [6, ñ. 514]. 

Çàñòîñóºìî îòðèìàí³ âèùå ñï³ââ³äíîøåííÿ ³ çãàäàíó ô³çè÷íó ìîäåëü äî 
àíàë³çó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó çà ðàä³àëü-
íî¿ äåôîðìàö³¿ éîãî ãðàíèö³ â êðóç³ ðàä³óñà R . 

Íåõàé ñòÿãóâàííÿ â êðóç³ îäèíè÷íîãî ðàä³óñà â³äáóâàºòüñÿ çà äîâ³ëü-

íèì çàêîíîì 2( )fα α . Òîä³ ïîñòàâëåíó çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 

ñòàí ó ï³âïðîñòîð³ 0γ ≥ , íà ãðàíèö³ 0γ =  ÿêîãî â³äñóòíº íîðìàëüíå íàâàí-
òàæåííÿ, îçíà÷èìî òàêèìè êðàéîâèìè óìîâàìè: 

 2( ,0) 0,    0 ,         ( ,0) ( ),    0 1u c fγγ ασ α = ≤ α < ∞ α = − α α ≤ α ≤ , 

 2 2( ,0) ( ),    1 ,          lim ( )g gαγ α→∞
σ α = α ≤ α < ∞ α < ∞ , (7) 

à òàêîæ âèìîãîþ îáìåæåíîñò³ íà áåçìåæíîñò³ ïåðåì³ùåíü, òîáòî 

 
( , ) ( , )
lim ( , ) ,        lim ( , )u uα γα γ →∞ α γ →∞

α γ ≤ ∞ α γ ≤ ∞ , 

äå 2( )g α  – êîðèãóþ÷à ôóíêö³ÿ, çîêðåìà, ³ íóëü. 

Íèæ÷å áóäå ç’ÿñîâàíî, ùî ôóíêö³ÿ 2( )g α  âèçíà÷àºòüñÿ çàêîíîì ñòÿãó-

âàííÿ 2( )fα α  ³ çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà 0q > , ÿêèé õàðàêòåðèçóº âëàñòè-
âîñò³ ãðàíèö³ ò³ëà. Òîìó äëÿ êîíêðåòèçàö³¿ öèõ âëàñòèâîñòåé ïðîïîíóþòüñÿ, 
çîêðåìà, àáî ô³çè÷íî îá´ðóíòîâàíà âèìîãà íåïåðåðâíîñò³ â³äì³ííî¿ â³ä íóëÿ 
êîìïîíåíòè ( , )βω α γ  âåêòîðà   [1, 2]: 

 
1 0 1 0

lim ( ,0) lim ( ,0)β βα→ − α→ +
ω α = ω α  (8) 

íà ìåæ³ 1α =  îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ, àáî óìîâà 

 ( ,0) 0,         1αγσ α = ≤ α < ∞ , (9) 

ÿêà â êëàñè÷í³é ïîñòàíîâö³ õàðàêòåðèçóº â³ëüíó â³ä çîâí³øíüîãî äîòè÷íîãî 
íàâàíòàæåííÿ ãåîìåòðè÷íó ãðàíèöþ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó. 

Òîìó ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, îçíà÷åíî¿ êðàéîâèìè óìîâàìè (7) ³ äîäàòêîâîþ 
êðàéîâîþ óìîâîþ (9), áóäåìî íàçèâàòè êëàñè÷íèì, à ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îçíà-
÷åíî¿ êðàéîâèìè óìîâàìè (7) ³ äîäàòêîâîþ óìîâîþ (8) – íåêëàñè÷íèì. 

2. Íåêëàñè÷íèé (ô³çè÷íî êîðåêòíèé) ðîçâ’ÿçîê. Â³äïîâ³äíî äî ïåðøî-
ãî âèðàçó ç (4), äðóãîãî ç (6) ³ ïåðøî¿ ãðóïè êðàéîâèõ óìîâ (7) äëÿ âèçíà-
÷åííÿ ôóíêö³é ( )A ξ  ³ ( )B ξ  îäåðæèìî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 
ïåðøîãî ðîäó 

 0
0

( ) ( ) ( ) 0,         0A B J d
∞

ξ ξ − ξ ξ αξ ξ = ≤ α < ∞∫ [ ] , 

 2 2
1

0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),      0 1k A B J d c f
∞

− ξ − ξ ξ αξ ξ = α α ≤ α ≤∫ [ ] , (10) 

ïðè÷îìó ïåðøå ç öèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ìàº î÷åâèäíèé ðîçâ’ÿçîê 
( ) ( )B Aξ ξ = ξ . Òîìó äðóãå ç ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (10) íàáóäå âèãëÿäó 

 2 2
1

0

( ) ( ) ( ),          0 1k A J d c f
∞

ξ αξ ξ = α α ≤ α ≤∫ , (11) 

ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî çíàéäåìî ìåòîäîì ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Âåáåðà – Øàôãàé-
òë³íà [1, 2], â³äïîâ³äíî äî ÿêîãî øóêàí³ ôóíêö³¿ ( )A ξ  ³ ( )B ξ  ïîäàìî ó âèãëÿ-
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ä³ óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Íåéìàíà 

 
2 2 2 2

1
0 0

( ) ( )
( ) ,       ( )

n q n q
n nq q

n n

J J
A a B a

∞ ∞
− + − +

+
= =

ξ ξ
ξ = ξ =

ξ ξ
∑ ∑  (12) 

³ç íàïåðåä íåâèçíà÷åíèìè êîåô³ö³ºíòàìè na  ³ ïàðàìåòðîì 0q > . 

Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ áàçóâàòèìóòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ðîçðèâíîãî ³í-
òåãðàëó Âåáåðà – Øàôãàéòë³íà [7] 

 
0

( ) ( )J J
d

∞
ν µ

λ

αξ βξ
ξ =

ξ∫  

 

2

2

1

1 1 1
; ; 1;

2 2 2

1
2 ( 1)

2

Fν

λ ν−λ +

ν + µ − λ + ν + µ − λ + ν − µ − λ + α   α Γ ν +   
   β

=
−ν + µ + λ + β Γ Γ ν + 

 

, 

 0 ,      Re ( 1) 0,      Re 1≤ α ≤ β ν + µ − λ + > λ > − , (13) 

 
0

( ) ( )J J
d

∞
ν µ

λ

αξ βξ
ξ =

ξ∫  

 

2

2

1

1 1 1
; ; 1;

2 2 2
1

2 ( 1)
2

Fµ

λ µ−λ +

ν + µ − λ + ν + µ − λ + −ν + µ − λ + β   β Γ µ +   
   α=

ν − µ + λ + α Γ Γ µ + 
 

, 

 ,      Re ( 1) 0,      Re 1β ≤ α ≤ ∞ ν + µ − λ + > λ > − . (14) 

Ó âèðàçàõ (13), (14) ( )xΓ  – ´àììà-ôóíêö³ÿ; 2( ; ; ; )F a b c x  – ã³ïåðãåîìåòðè÷íà 
ôóíêö³ÿ ¥àóññà, çàäàíà ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì 

 
2

2

0

( ) ( )( )
( ; ; ; )

( ) ( ) ( ) !

k

k

a k b kc xF a b c x
a b c k k

∞

=

Γ + Γ +Γ=
Γ Γ Γ +∑  (15) 

ç îäèíè÷íèì ðàä³óñîì çá³æíîñò³ çà óìîâè 0c a b− − > , ïðè÷îìó 

 
( ) ( )

( ; ; ;1) ,          0
( ) ( )
c c a b

F a b c c a b
c a c b

Γ Γ − −= − − >
Γ − Γ −

, 

 2 2 2( ; ; ; ) (1 ) ( ; ; ; )c a bF a b c x x F c a c b c x− −= − − − . (16) 

Ïðè a k= −  àáî b k= − , äå 0k ∈  , ðÿä (15) çâîäèòüñÿ äî ïîë³íîìà ñòåïåíÿ 

2k , ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç ïîë³íîìè ßêîá³. 
ßêùî ðÿä (12) ï³äñòàâèòè â ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (11) òà îá÷èñëèòè ðîç-

ðèâíèé ³íòåãðàë Âåáåðà – Øàôãàéòë³íà çà ôîðìóëîþ (13), òî â îáëàñò³ 
0 1≤ α ≤  îäåðæèìî àëãåáðè÷íå ð³âíÿííÿ 

 
2

2 2

0

( 2) ( 2; ; 2; )
( ),   0 1

2 ( 1)
n q

n

n q F n q n
a k c f

n

∞
−

=

αΓ − + − + − α
= α α ≤ α ≤

Γ +
∑ , (17) 

ñòîñîâíî íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â na . 

Îñê³ëüêè àëãåáðè÷íå ð³âíÿííÿ (17) º ðÿäîì çà ïîë³íîìàìè ßêîá³ [4] ç 

àðãóìåíòîì ( 21 2− α ), òîáòî çà ôóíêö³ÿìè 2 1( 2; ; 2; ) ( 1)F n q n n −− + − α ≡ + ×  
(1, ) 2(1 2 )q
nP −× − α , ÿê³ º ïîâíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é íà ïðîì³æêó 0, 1[ ] , òî â³ä-

ïîâ³äíî äî àïðîêñèìàö³éíî¿ òåîðåìè Âàéºðøòðàñà ïðî íàáëèæåííÿ íåïå-
ðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ïîë³íîìîì ³ñíóº ºäèíèé íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â na , ÿêèé º ðîç-

â’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (17). Ïðè öüîìó â îáëàñò³ 1 ≤ α < ∞   
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 2( ,0) ( )gαγσ α = α =  

 
2

2
2 2 3

0

( 2) ( 2; 1;2 3; )

2 (2 3) ( )
n q n q

n

n q F n q n q n q
k a

n q n q

−∞

− +
=

Γ − + − + − + − + α
= −

α Γ − + Γ − +
∑  

³ çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä ïàðàìåòðà q . 

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³ ì³ðêóâàíü, ïîêëàäåìî â óìîâ³ (7) 2( ) 1f α = , 

ïðèïóñòèâøè, ùî ñòÿãóâàííÿ â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  â³äáóâàºòüñÿ çà ë³í³éíèì 

çàêîíîì. Òîä³ ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (17) áóäå 0 2
2 ,  0 

(2 )

q

n
ca a n

qk
= = ∀ ∈

Γ −
 , 

³ â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (12) ³ ð³âíîñò³ (17) ôóíêö³¿ ( )A ξ  ³ ( )B ξ  ó öüîìó âè-
ïàäêó ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä: 

 
2 2

2 2 1

( ) ( )2 2( ) ,         ( )
(2 ) (2 )

q q
q q

q q

J Jc cA B
k q k q

− −
+

ξ ξ
ξ = ξ =

Γ − ξ Γ − ξ
. (18) 

Òåïåð çà â³äîìèìè ôóíêö³ÿìè ( )A ξ  ³ ( )B ξ  ÷åðåç ³íòåãðàëüí³ ïîäàííÿ 
(3)–(6) ìîæíà çàïèñàòè óñ³ õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòà-
íó: 

 
2 22

0 0 0 11 1
0 0

  
( ) ( )

( , ) 2 ( ) , ( , ) ( )
q q

q q

J J
a J e d k a J e d

∞ ∞
− −−ξγ −ξγ

β− −

ξ ξ
θ α γ = − αξ ξ ω α γ = αξ ξ

ξ ξ∫ ∫ , 

 
2 22 2

0 1 0 11
0 0

( ) ( )
( , ) ( ) ( 1) ( )

q q

q q

J J
u k a J e d k a J e d

∞ ∞
− −−ξγ −ξγ

α −

ξ ξ
α γ = − αξ ξ + − γ αξ ξ

ξ ξ∫ ∫ , 

 
2 22

0 0 0 01
0 0

( ) ( )
( , ) ( ) ( 1) ( )

q q

q q

J J
u a J e d k a J e d

∞ ∞
− −−ξγ −ξγ

γ −

ξ ξ
α γ = αξ ξ + − γ αξ ξ

ξ ξ∫ ∫ , 

 
2 22

0 1 0 11 2
0 0

( ) ( )
( , ) ( ) ( 1) ( )

q q

q q

J J
a J e d k a J e d

∞ ∞
− −−ξγ −ξγ

α − −

ξ ξ
ϕ α γ = − αξ ξ − − γ αξ ξ

ξ ξ∫ ∫ , 

 
22

0 11
0

( )
( , ) (2 1) ( )

q

q

J
k a J e d

∞
− −ξγ

γ −

ξ
ϕ α γ = − αξ ξ −

ξ∫  

 
22

0 12
0

( )
( 1) ( )

q

q

J
k a J e d

∞
− −ξγ

−

ξ
− − γ αξ ξ

ξ∫ , 

 
2 22 2

0 0 01 1
0 0

( ) ( )
( , ) 2 (2 3 ) ( )

q q

q q

J J
k a e J d k a

∞ ∞
− −−ξγ

αα − −

ξ ξσ α γ = µ − αξ ξ − × ξ ξ ∫ ∫  

 
22

2 0 02
0

( )3( ) 2 ( )
2

q

q

J
e J d k a e J d

∞
−−ξγ −ξγ

−

ξ  × αξ ξ + µγ − αξ ξ −    ξ  ∫  

 
2

0 22
0

( )1 ( )
2

q

q

J
a e J d

∞
− −ξγ

−

ξ − αξ ξξ ∫ , 

 
22

0 02
0

( )
( , ) 2 ( 1) ( )

q

q

J
k a e J d

∞
− −ξγ

γγ −

ξ
σ α γ = µ − γ αξ ξ

ξ∫ , 

 
22

0 11
0

( )
( , ) 2 ( 1) ( )

q

q

J
k a e J d

∞
− −ξγ

αγ −

ξ
σ α γ = µ − αξ ξ −

ξ∫  

 
22

0 12
0

( )
2 ( 1) ( )

q

q

J
k a e J d

∞
− −ξγ

−

ξ
− µ − γ αξ ξ

ξ∫ . (19) 
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 ²íòåãðàëè ó âèðàçàõ (19) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñ-
ëîâèìè ìåòîäàìè, ïðîòå íà ïëîùèí³ 0γ =  âîíè âèðîäæóþòüñÿ ó ðîçðèâí³ 
³íòåãðàëè Âåáåðà – Øàôãàéòë³íà ³ çà ôîðìóëàìè (13) ³ (14) îòðèìàºìî, ùî 
â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  

 2( ,0) 4ck−θ α = − , (20) 

 2(2.5 )
( ,0) 2 (2.5 ; 0,5;2; )

(2 )

q
c F q

q
β

Γ −
ω α = α − α

Γ − π
, (21) 

 2 2(1.5 )
( ,0) ,  ( ,0) 2 (1.5 ; 0.5 ;1; )

(2 )

q
u c u ck F q

q
−

α γ
Γ −

α = − α α = − − α
Γ − π

, (22) 

 2 2(2.5 )
( ,0) 2 (2.5 ;0.5 ;2; )

(2 )

q
ck F q

q
−

α
Γ −

ϕ α = − α − α
Γ − π

, 

 2 2(2.5 )
( ,0) 2(2 ) (2.5 ; 0.5 ; 2; )

(2 )

q
k c F q

q
−

γ
Γ −

ϕ α = − α − α
Γ − π

, (23) 

 2( ,0) 4 (2 3)k c−
αασ α = µ − , 

 2 2 2(2.5 )
( ,0) 4 ( 1) (2.5 ;0.5;2; )

(2 )

q
k k c F q

q
−

αγ
Γ −

σ α = µ − α − α
Γ − π

, (24) 

à â îáëàñò³ 1 < α < ∞  – 

 ( ) 2 4 2
2

4,0 (2 ;2 ;3 ; )
( 1 ) (3 )

qc F q q q
k q q

− −θ α = − α − − − α
Γ − + Γ −

, (25) 

 2 4 22 (2.5 )
( ,0) (2.5 ;1.5 ;3 ; )

(2 ) (3 )
qc q

F q q q
q q

− −
β

Γ −
ω α = α − − − α

− + Γ − Γ −( 0.5 q)
, (26) 

 2 3 2( ,0) (2 ;1 ;3 ; )
( ) (3 )

qcu F q q q
q q

− −
α α = − α − − − α

Γ Γ −
, 

 
2

2 3 2(1.5 )
( ,0) (1.5 ;1.5 ;3 ; )

(2 ) (3 )
qk c q

u F q q q
q q

−
− −

γ
Γ −

α = α − − − α
− + Γ − Γ −( 0.5 q) , (27) 

 
2

2 4 22 (2.5 )
( ,0) (2.5 ;1.5 ;3 ; )

(2 ) (3 )
qk c q

F q q q
q q

−
− −

α
Γ −

ϕ α = − α − − − α
− + Γ − Γ −( 0.5 q) , 

 
2

2 4 22(2 ) (2.5 )
( ,0) (2.5 ;1.5 ; 3 ; )

(2 ) (3 )
qk c q

F q q q
q q

−
− −

γ
− Γ −

ϕ α = α − − − α
− + Γ − Γ −( 0.5 q) , (28) 

 
2

2 4 28 ( 1)
( ,0) (2 ;2 ;3 ; )

( 1 ) (3 )
qk c

F q q q
q q

−
− −

αα
µ −σ α = α − − − α −

Γ − + Γ −
 

 2 4 22
(2 ;1 ;3 ; )

( ) (3 )
qc

F q q q
q q

− −µ
− α − − − α

Γ Γ −
, 

 
2

2 4 24 (1 ) (2.5 )
( ,0) (2.5 ;1.5 ;3 ; )

(2 ) (3 )
qk c q

F q q q
q q

−
− −

αγ
µ − Γ −

σ α = α − − − α
− + Γ − Γ −( 0.5 q) . (29) 

Àíàë³ç âèðàç³â (23) ³ (28) äëÿ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ 

( ,0)γϕ α  âêàçóº íà òå, ùî ó ïëîùèí³ 0γ =  âîíè ìàþòü ð³çí³ àíàë³òè÷í³ âè-

ðàçè â îáëàñòÿõ 0 1≤ α ≤  òà 1 ≤ α < ∞ . Òîìó â³äïîâ³äíî äî ð³âíîñò³ (8) íà 
êðàþ 1α =  ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ òàê³ ãðàíè÷í³ ð³âíîñò³: 
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1 0 1 0 1 0 1 0

lim ( ,0) lim ( ,0), lim ( ,0) lim ( ,0)α α γ γα→ − α→ + α→ − α→ +
ϕ α = ϕ α ϕ α = ϕ α , (30) 

íàñë³äêîì ÿêèõ º óìîâà (8). 
Îñê³ëüêè ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ ( ,0)γϕ α  â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü 

(23) ³ (28) çàäàí³ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì (15), ÿêèé º çá³æíèì â òî÷ö³ 
1α =  çà óìîâè 0c a b− − > , òî ãðàíè÷í³ ð³âíîñò³ (30) áóäóòü âèêîíàí³, ÿêùî 

 1 1.5q< < . (31) 

Çà âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ (31) óñ³ îçíà÷åí³ ïîäàííÿìè (20)–(29) õàðàêòå-
ðèñòèêè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íà ìåæ³ îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ 1α =  
º íåïåðåðâíèìè, â ÷îìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, çàñòîñóâàâøè ð³âí³ñòü (16), ³ 
îáìåæåíèìè. Çîêðåìà, â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü (20) ³ (24) îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ 
( ,0)θ α  ³ âíóòð³øíº íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ ( ,0)αασ α  çà óìîâè (31) º íåïå-

ðåðâíèìè íà êðàþ 1α =  îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ, ïîñò³éíèìè â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  
³ íå çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà q . 

3. Ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ ãðàíèö³ ò³ëà çàëåæíî â³ä ïàðàìåòðà q . Â³ä-

ïîâ³äíî äî ïîäàíü (27) ³ (28) ïàðàìåòð q  ÷åðåç ìíîæíèêè 2 3q−α  ³ 2 4q−α  âè-
çíà÷àº ñòóï³íü çàíèêàííÿ â³äïîâ³äíî ïåðåì³ùåíü ³ ïðóæíèõ ïîâîðîò³â ãðà-
íèö³ ò³ëà ïðè α → ∞ . Òîìó º àêòóàëüíîþ ìåõàí³÷íà ³íòåðïðåòàö³ÿ âëàñòè-
âîñòåé ãðàíèö³ çàëåæíî â³ä ïàðàìåòðà 1 1.5q< < . Çîêðåìà, äëÿ 1q =  ³ç âè-

ðàç³â (20), (22) ³ (24) ìàòèìåìî, ùî â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  

 2 2( ,0) 4 ,       ( , 0) ,       ( ,0) 4 (3 2 )ck u c c k−
α ααθ α = − α = − α σ α = − µ − , 

 2 2 2( ,0) 2 ( 1) (1.5;0.5;2; )c k k F−
αγσ α = µ − α α , 

à ç âèðàç³â (25), (27) ³ (29) â îáëàñò³ 1 ≤ α < ∞  – 

 1 2( ,0) 0, ( ,0) 0, ( ,0) , ( ,0) 2u c c− −
γγ α ααθ α = ε α = α = − α σ α = µ α , 

 2 2 3 2( ,0) 2 ( 1) (1.5;0.5;2; )c k k F− − −
αγσ α = µ − α α . 

Ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç îäåðæàíèõ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòèê íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó âêàçóº íà òå, ùî íà ìåæ³ îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ 1α =  äî-
òè÷íå íàïðóæåííÿ (1,0)αγσ  ìàº ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü, îñê³ëüêè òàêó 

îñîáëèâ³ñòü ìàº ã³ïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà 2(1.5;0.5;2; )F −α  ïðè α =  

1= , íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ ( ,0)αασ α  ìàº ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó ç³ çì³íîþ 

çíàêó, à îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ ( ,0)θ α  çîâí³ îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ 1 ≤ α < ∞  òî-
òîæíî äîð³âíþº íóëåâ³. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîâåðõíÿ ò³ëà 
äåôîðìóºòüñÿ ïîä³áíî äî íåñòèñëèâîãî ìàòåð³àëó. 

ßêùî 1.5q = , òî â³äïîâ³äíî ç ïîäàííÿìè (27) ³ (28), âèêîðèñòàâøè ôîð-

ìóëó ï³äñóìîâóâàííÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ ¥àóññà 2(0.5; 0.5;1.5; )F −− α =  

1 20.5 arcsin 1− − = α α + − α 
 

, ïåðåì³ùåííÿ ( ,0)uα α  íà ãðàíèö³ ò³ëà ïîçà 

ìåæàìè îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ 1 ≤ α < ∞  íàáåðå âèãëÿäó 

 1 1 2( ,0) 2 arcsin 1u c − −
α

 α = − π α α + − α 
 

, (32) 

ïðè÷îìó 1lim ( ,0) 4u c −
αα→∞

α = − π . 

Ðàçîì ç òèì ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ ( ,0)γϕ α  äëÿ 1.5q =  â îá-

ëàñò³ 1 ≤ α < ∞  â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü (28) çàíèêàþòü çà ã³ïåðáîë³÷íèì çàêî-
íîì: 
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2

1 1
2 2

4(2 1)4( ,0) ,         ( ,0)
k cc

k k
− −

α γ
−ϕ α = − α ϕ α = − α

π π
. 

Ó öüîìó âèïàäêó ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ ãðàíèö³ ò³ëà íàãàäóþòü âëàñòèâîñò³ 
ãíó÷êî¿, àëå íåðîçòÿæíî¿ ïîâåðõí³. 

Äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ( ,0)αγσ α , ÿê³ âèíèêàþòü íà ãðàíèö³ ò³ëà â ðåçóëü-

òàò³ ïîøèðåííÿ â íüîìó ïðóæíèõ ïîâîðîò³â çà óìîâè (31), âèçíà÷àþòüñÿ çà-
êîíîì (29) ³ òàêîæ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà q . ßêùî 1.5q = , òî â³äïîâ³äíî 
äî çàêîíó (29) äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ 

 
2

1
2

8 ( 1)
( ,0)

k c

k
−

αγ
µ −σ α = α

π
, 

òîáòî çàíèêàþòü çà ã³ïåðáîë³÷íèì çàêîíîì. Ö³ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ìîæíà 
òðàêòóâàòè ÿê íåîáõ³äíå äîâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ 0γ =  ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó 
äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ãëàäêîñò³ ¿¿ äåôîðìóâàííÿ, îñê³ëüêè çà óìîâè (31) îçíà÷å-
í³ âèðàçàìè (23) ³ (28) ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ ( ,0)γϕ α  º íåïåðåðâ-

íèìè íà êðàþ 1α =  îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ. 
ßêùî ðåîëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ ãðàíèö³ ò³ëà îçíà÷èòè ïàðàìåòðîì 0.5q = , 

òî óìîâà (9) ð³âíîñò³ íóëåâ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü â îáëàñò³ 1 < α < ∞  ãðàíè-
ö³ 0γ =  ï³âïðîñòîðó áóäå âèêîíàíà, îñê³ëüêè ó âèðàç³ (29) ÷èñåëüíèê º îá-
ìåæåíèì, à âèä³ëåíèé æèðíèì øðèôòîì ìíîæíèê ó çíàìåííèêó º íåîáìå-
æåíî âåëèêèì. Òåïåð â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü (20)–(29) îäåðæèìî ðîçïîä³ë õà-
ðàêòåðèñòèê íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íà ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñ-
òîðó çà â³äñóòíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü â îáëàñò³ 1 < α < ∞ . Çîêðåìà, â 
îáëàñò³ 0 1≤ α ≤ : 

 2( ,0) 4ck−θ α = − , (33) 

 2

2

4 4( ,0) (2;0.5;2; )
1

c F cβ
αω α = α α = −

π π − α
, (34) 

 2 2
2 2
4 4( ,0) ,      ( ,0) (1; 0.5 ;1; ) 1c cu c u F
k k

α γα = − α α = − α = − α
π π

, (35) 

 2
2 2 2

4 4( ,0) (2 ;0.5 ;2; )
1

c cF
k k

α
αϕ α = − α α = −

π π − α
, 

 
2 2

2
2 2 2

4(2 1) 4(2 1)
( ,0) (2;0.5 ;2 ; )

1

k k
c F c

k k
γ

− − αϕ α = α α =
π π − α

, (36) 

 2
2

4
( ,0) (2 3 )k c

k
αα

µ
σ α = − , 

 
2 2

2
2 2 2

8 ( 1) 8 ( 1)
( ,0) (2;0.5;2; )

1

k k
c F c

k k
αγ

µ − µ − ασ α = α α =
π π − α

, (37) 

à â îáëàñò³ 1 < α < ∞  –  

 3 2
2 2 2

32 32 1 1( ,0) (1.5;1.5; 2.5; ) arcsin
3 1

c F c
k k

− −  θ α = α α = − α α −
, (38) 

 
2

3 (2;1;2.5; )16( ,0) 0
3

F
c

−
−

β
αω α = α =

π (0) , (39) 
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 2 2 24 2 1( ,0) (1.5;0.5; 2.5; ) arcsin 1
3
c cu F− − −

α
 α = − α α = − α − − α π π α 

, 

 
2

2
2

(1;1;2.5; )8( ,0) 0
3

Fcu
k

−
−

γ
αα = α =

π (0) , (40) 

 
2

3
2

(2;1;2.5; )8( ,0) 0
3

Fc
k

−
−

α
αϕ α = − α =

π (0) , 

 
22

3
2

(2;1;2.5; )16(2 1)
( ,0) 0

3

Fk
c

k

−
−

γ
α−ϕ α = α =

π (0) , (41) 

 
2

3 2
2

64 (1 )
( ,0) (1.5;1.5; 2.5; )

3

k
c F

k
− −

αα
µ −σ α = − α α −

π
 

 
2

3 2
2 2

64 (1 )8 1(1.5;0.5; 2.5; )
3 1

kc F c
k

− − µ −− µα α = − −π π α −
 

 
21 4 1 1arcsin arcsinc

− − α − − µ − α π α α 
, 

 
2 2

3
2

32 ( 1) (2;1;2.5; )
( ,0) 0

3

k F
c

k

−
−

αγ
µ − ασ α = α =

π (0) . (42) 

Ó ïîäàííÿõ (39)–(42) ñë³ä âðàõóâàòè, ùî = ∞(0) . 
Àíàë³ç îçíà÷åíèõ ïîäàííÿìè (33)–(42) õàðàêòåðèñòèê íàïðóæåíî-äå-

ôîðìîâàíîãî ñòàíó âêàçóº íà òå, ùî â îáëàñòÿõ 0 1≤ α ≤  ³ 1 < α < ∞  âîíè 
ìàþòü ð³çí³ àíàë³òè÷í³ âèðàçè ç ðîçðèâîì äðóãîãî ðîäó íà ìåæ³ îáëàñò³ 
ñòÿãóâàííÿ 1α = , ïðè÷îìó îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ ( ,0)θ α  ³ âíóòð³øíº íîðìàëü-

íå íàïðóæåííÿ ( ,0)αασ α  â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü (33), (37) ³ (38), (42) â îêîë³ 

òî÷êè 1α =  º îäíî÷àñíî â³ä’ºìíîþ ³ äîäàòíîþ, ùî, ÿêùî öå íå íóëü, ô³çè÷-
íî íåìîæëèâî. Ðàçîì ç òèì êîìïîíåíòà ( ,0)βω α  âåêòîðà   ³ â³äïîâ³äíî 

ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α  ³ ( ,0)γϕ α  äîð³âíþþòü íóëåâ³ ïîçà íåþ (ôîð-

ìóëà (40)). Öå âêàçóº íà òå, ùî ïðèïóùåííÿ ïðî â³äñóòí³ñòü äîòè÷íèõ íà-
ïðóæåíü ïîçà ìåæåþ îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ âèä³ëÿº êëàñ ïîâåðõîíü, ó ÿêèõ 
ïðóæí³ ïîâîðîòè íå âèíèêàþòü ³ íå ïîøèðþþòüñÿ. Ç ìåõàí³÷íî¿ òî÷êè çîðó 
òàêó ïîâåðõíþ ò³ëà ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ³äåàëüíî ãíó÷êó, (äâîâèì³ðíèé 
àíàëîã ³äåàëüíî ãíó÷êî¿ íèòêè). Ïðè öüîìó íîðìàëüíå ïåðåì³ùåííÿ ( ,0)uγ α  

ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó â ìåæàõ îáëàñò³ ñòÿãóâàííÿ â³äïîâ³äíî äî 
ôîðìóëè (35) º ï³âåë³ïñîì ç³ çëàìîì íà êðàþ 1α = , à ïîçà íåþ âîíî â³äñóò-
íº (ôîðìóëà (40)), ùî ï³äòâåðäæóº ô³çè÷íî ñóïåðå÷ëèâó êàðòèíó äåôîðìó-
âàííÿ ãðàíèö³ çà óìîâè â³äñóòíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ïîçà îáëàñòþ 
0 1≤ α ≤ . 

Çîêðåìà, ÿêùî â óìîâ³ (7) 2( ) 1f α = , ðàä³àëüíå ïåðåì³ùåííÿ ( ,0)uα α  â 

îáëàñò³ 1 < α < ∞  â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (27) âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 

 
2

2
0 3 2

(2 ) (2 ;1 ;3 ; )
( ,0)

2 ( ) (3 )q q

q F q q q
u k ca

q q

−

α −

Γ − − − − α
α = −

α Γ Γ −
, (43) 

äå 2(2 ;1 ;3 ; )F q q q −− − − α  – ã³ïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà, îçíà÷åíà 

çá³æíèì â òî÷ö³ 1α =  çà óìîâè 0q >  ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì (15). Òîáòî 

ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ðàä³àëüíå ïåðåì³ùåííÿ ( ,0)uα α  â³äïîâ³äíî äî ã³-
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ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³ º íåïåðåðâíèì íà ìåæ³ îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  ³ çàíèêàº íà 
áåçìåæíîñò³ çà óìîâè 0 1.5q< < . 

ßêùî 0.5q = , òî ó ïîäàíí³ (43) 

 2 2(2 ;1 ;3 ; ) (1.5;0.5;2.5; )F q q q F− −− − − α = α =  

 2 1 21.5 arcsin 1− = α α α − α − 
 

, 

³ â öüîìó âèïàäêó 

 1 1 2( ,0) 2 arcsin 1u c− − −
α

 α = − π α α − − α 
 

, (44) 

ùî ñï³âïàäàº ç ðàä³àëüíèì ïåðåì³ùåííÿì ( ,0)uα α  (40) ó êëàñè÷íîìó âèïàä-

êó çà óìîâè (9) â³äñóòíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü â îáëàñò³ 1 < α < ∞  ãðàíèö³ 
0γ =  ï³âïðîñòîðó.  
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Рис. 3 
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Рис. 5 
Î÷åâèäíî, ùî ô³çè÷íî á³ëüø àäåêâàòíîþ º êàðòèíà íàïðóæåíî-äåôîð-

ìîâàíîãî ñòàíó çà óìîâè 1 1.5q< < , ïðî ùî ãîâîðèòü ÷èñëîâèé àíàë³ç, âè-

êëàäåíèé íà çîáðàæåíèõ âèùå ðèñ. 2–5 (ðîçðàõóíêè âèêîíàíî ïðè 2 4k = ). 

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, çàñòîñóâàííÿ ìîäåë³ äåôîðìóâàííÿ ïðóæíîãî 
ï³âïðîñòîðó ç óðàõóâàííÿì ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ãðàíèö³ ò³ëà âçäîâæ éîãî 
ïîâåðõí³ äîïîìîãëî ç’ÿñóâàòè é äîâåñòè íàñòóïíå. 

Â³äïîâ³äíî äî ã³ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³ ïðóæí³ ïîâîðîòè íåïåðåðâíî ïîøè-
ðþþòüñÿ âçäîâæ ãðàíèö³ ò³ëà, ñòâîðþþ÷è ¿¿ íàòÿã. Öåé íàòÿã ïðîÿâëÿºòüñÿ 
ïåâíèì ïîëåì ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü, â ðåçóëüòàò³ ÷îãî ïîÿâëÿþòüñÿ äî-
òè÷í³ íàïðóæåííÿ, ÿê³ ç ìåõàí³÷íîãî ïîãëÿäó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íåîáõ³ä-
íå äîâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ ò³ëà äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ãëàäêîñò³ ¿¿ äåôîðìóâàííÿ. 

Ó ìåæàõ çàïðîïîíîâàíî¿ ìîäåë³ ìåòîäîì ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Âåáåðà 
– Øàôãàéòë³íà çà äîâ³ëüíîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó â êðóç³ ô³êñîâàíîãî ðàä³ó-
ñà ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü íà ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó â³äíàéäåíî 
ìíîæèíó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèõ ñòàí³â, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà q , 

1 1.5q< < . 

Äîâåäåíî, ùî çà âèìîãè (14) íåïåðåðâíîñò³ êîìïîíåíò âåêòîðà   íà 
ìåæ³ 1α =  ìíîæèíà ðåãóëÿðíèõ ðîçâ’ÿçê³â îáìåæåíà íåð³âí³ñòþ 1q > . Ïðè 

öüîìó ïðóæí³ êóòè ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α , ( ,0)γϕ α , ÿê ³ óñ³ ³íø³ õàðàêòåðèñòèêè 

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó, º íåïåðåðâíèìè íà ìåæ³ 1α = , à äîòè÷í³ 
íàïðóæåííÿ ( ,0)αγσ α  íåïåðåðâíî ïåðåõîäÿòü â îáëàñòü 1 ≤ α < ∞  ãðàíèö³ 

ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó çà çàêîíîì (42) ³ çàíèêàþòü, ÿê 2 4q−α  (ðèñ. 4). 
Ç’ÿñîâàíî, ùî êëàñè÷íà óìîâà (9) â îáëàñò³ 1 ≤ α < ∞  ãðàíèö³ ïðóæíîãî 

ï³âïðîñòîðó âèêîíóºòüñÿ ó âèïàäêó 0.5q = . Ïðè öüîìó â³äïîâ³äíî äî ïî-

äàíü (41) ð³âí³ñòü íóëåâ³ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ( ,0)αϕ α , ( ,0)γϕ α  â îáëàñ-

ò³ 1 ≤ α < ∞  ìåæ³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó º ñâ³ä÷åííÿì òîãî, ùî âîíè çà q =  

0.5=  ç íàâàíòàæåíî¿ îáëàñò³ íå ïîøèðþþòüñÿ, ³ â öüîìó âèïàäêó ìåõàí³÷í³ 
âëàñòèâîñò³ ïîâåðõí³ íàãàäóþòü âëàñòèâîñò³ àáñîëþòíî ãíó÷êî¿ ïîâåðõí³. 

Òàêèì ÷èíîì, ð³âí³ñòü íóëþ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ãðàíèö³ ò³ëà îáó-
ìîâëþº ¿¿ âëàñòèâ³ñòü áóòè ³äåàëüíî ãíó÷êîþ ïîâåðõíåþ ³ öåé ôàêò ïðîÿâ-
ëÿºòüñÿ ò³ëüêè çà íàÿâíîñò³ ëîêàëüíèõ ïîâîðîò³â. Ó öüîìó âèïàäêó â³äïî-
â³äíî äî ïîäàíü (35) ³ (40) âåðòèêàëüíå ïåðåì³ùåííÿ ( ,0)uγ α  ãðàíèö³ ïðóæ-

íîãî ï³âïðîñòîðó â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  º ï³âåë³ïñîì, à â îáëàñò³ 1 ≤ α < ∞  – 
âîíî º íóëüîâèì, óòâîðþþ÷è çëàì íà ìåæ³ 1α =  (ðèñ. 2). Êð³ì òîãî, â³äïî-
â³äíî äî ïîäàíü (33) ³ (38) ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó äëÿ 0.5q =  ïåðøèé ³íâàð³-

àíò òåíçîðà äåôîðìàö³¿ divθ = u  º ðîçðèâíèì â òî÷ö³ 1α = , ùî ñóïåðå-
÷èòü ìîäåë³ òâåðäîãî äåôîðì³âíîãî ò³ëà. 
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ЭФФЕКТ КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ПРИ РАДИАЛЬНОМ СТЯГИВАНИИ КРУГОВОЙ  
ОБЛАСТИ ГРАНИЦЫ УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА 
 
Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ðåøåíèå êîòîðîé äà¸ò ôèçè÷åñ-
êè êîððåêòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ (â òîì ÷èñëå ìàëîñòü óïðóãèõ ïîâîðîòîâ). Íîâèçíà ïîñòàíîâêè ñîñòîèò â 
òîì, ÷òî íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè îíà ñîäåðæèò îáóñëîâ-
ëåííîå ãèïîòåçîé ñïëîøíîñòè òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà 
ëîêàëüíîãî æåñòêîãî ïîâîðîòà 0.5 rot= u  íà ëèíèè ðàçäåëà êðàåâûõ óñëîâèé. 
Äîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíèå ýòîãî òðåáîâàíèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïóò¸ì ñòÿãè-
âàíèÿ ïî îïðåäåë¸ííîìó çàêîíó ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà âíå îáëàñòè óñàäêè. 
Ïðè ýòîì âñå õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè íà ëèíèè ðàçäåëà êðàåâûõ óñëîâèé. 
 
EFFECT OF TANGENTIAL STRESSES AT RADIAL CONTRACTION OF ELASTIC 
HALF-SPACE BOUNDARY IN CIRCULAR DOMAIN  
 
A new statement of the problem of linear elasticity theory for half-space with mixed 
boundary conditions is proposed. The solution of this problem gives us a physically 
correct mathematical model of the stress-strain state (in particular, smallness of elastic 
rotations). The novelty of statement of the problem is that it contains, together with 
classical boundary conditions, the requirement (stipulated by hypothesis of entirety) of 
continuity of the vector’s component of local rigid rotation 0.5 rot= u  on the line of 
boundary conditions. In this connection all characteristics of the stress-strain state are 
continuous and, consequently, bounded on the line of boundary conditions. 
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