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ÓÄÊ 539.3 
 
В. І. Острик 
 
КОВЗНИЙ І ГЛАДКИЙ КОНТАКТ ШТАМПІВ РІЗНОГО ПРОФІЛЮ 
З ПРУЖНОЮ СМУГОЮ 
 

Ðîçãëÿíóòî êîíòàêòíó âçàºìîä³þ ç óðàõóâàííÿì òà áåç óðàõóâàííÿ òåðòÿ 
øòàìï³â ð³çíî¿ ôîðìè (ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ òà ïîõèëîþ îñíî-
âîþ, êëèíîïîä³áíîãî òà ïàðàáîë³÷íîãî øòàìï³â) ³ç ïðóæíîþ ñìóãîþ. Ìåòî-
äîì Â³íåðà − Ãîïôà îäåðæàíî òî÷í³ àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè â³äïîâ³äíèõ êðàéî-
âèõ çàäà÷. 

 
Êîíòàêòí³ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ñìóãè ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîí-

òàêòó ðîçãëÿäàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè. Îãëÿä äîñë³äæåíü öüîãî íàïðÿìêó 
ì³ñòèòüñÿ, íàïðèêëàä, ó [5]. Ó ðîáîòàõ [1, 2] îòðèìàíî íàáëèæåí³ àñèìïòî-
òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ âóçüêî¿ àáî øèðîêî¿ (ïîð³âíÿíî ç ðîçì³ðîì øòàìïà) 
ñìóãè áåç óðàõóâàííÿ òåðòÿ ì³æ øòàìïîì òà ñìóãîþ. 

Ïðè âðàõóâàíí³ òåðòÿ ìàº ì³ñöå àáî êîâçíèé êîíòàêò ç ïîâíèì ïðîêîâ-
çóâàííÿì óçäîâæ óñ³º¿ îáëàñò³ êîíòàêòó, àáî êîíòàêò ç ÷àñòêîâèì ç÷åïëåí-
íÿì âñåðåäèí³ îáëàñò³ êîíòàêòó òà ïðîêîâçóâàííÿì íà ¿¿ êðàÿõ çàëåæíî â³ä 
òîãî, äîð³âíþº, ÷è º ìåíøèì, í³æ êîåô³ö³ºíò òåðòÿ, â³äíîøåííÿ òàíãåíö³-
àëüíî¿ ³ íîðìàëüíî¿ ñèë, ÿê³ ä³þòü íà øòàìï. Çàäà÷³ êîâçíîãî êîíòàêòó 
øòàìïà ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ îñíîâîþ ³ ïàðàáîë³÷íîãî øòàìïà ç 
ïðóæíîþ ñìóãîþ ðîçãëÿíóòî ó [3]. Ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïîáóäî-
âàíî ó âèãëÿä³ àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó, ÿêèé çá³ãàºòüñÿ ó âèïàäêó â³äíîñíî 
øèðîêèõ ñìóã, êîëè øèðèíà ñìóãè äîð³âíþº àáî á³ëüøà â³ä äîâæèíè îáëàñò³ 
êîíòàêòó. Ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ áóäóþòüñÿ íèæ÷å, ñïðàâåäëèâ³ äëÿ äîâ³ëüíèõ â³ä-
íîøåíü äîâæèíè îáëàñò³ êîíòàêòó òà øèðèíè ñìóãè. ²ç çàñòîñóâàííÿì ìåòî-
äó Â³íåðà – Ãîïôà [8] çà ñõåìîþ ðîá³ò [4, 7] ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ ç ð³çíèöå-
âèì ÿäðîì íà ñê³í÷åííîìó ïðîì³æêó çâîäèòüñÿ äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè 
àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Ðîçâ’ÿçîê àëãåáðè÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü çíàõîäèòüñÿ 
ó âèãëÿä³ ðÿäó çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê êîíòàêò-
íî¿ çàäà÷³ äëÿ íàï³âíåñê³í÷åííîãî øòàìïà ç ïðÿìîë³í³éíîþ îñíîâîþ íà 
ïðóæí³é ñìóç³ áåç óðàõóâàííÿ ñèë òåðòÿ ìåòîäîì Â³íåðà – Ãîïôà çíàéäåíî 
ó ðîáîò³ [10]. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ñòàí ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ó ïðóæí³é 
ñìóç³ x−∞ < < ∞ , h y h− ≤ ≤  øèðèíè 2h  ç 
êîåô³ö³ºíòîì Ïóàññîíà ν  ³ ìîäóëåì çñóâó 
G . Íèæíÿ ìåæà y h= − , x−∞ < < ∞  ñìóãè 

çàêð³ïëåíà, âåðõíÿ ìåæà y h= , îêð³ì â³äð³ç-

êà 0 x≤ ≤  , óçäîâæ ÿêîãî âäàâëþºòüñÿ 
øòàìï, â³ëüíà. Äî øòàìïà ïðèêëàäåíà âäàâ-
ëþþ÷à âåðòèêàëüíà ñèëà P  ³ çñóâíà ãîðèçîí-
òàëüíà ñèëà 0Pµ , äå 0µ  – êîåô³ö³ºíò òåðòÿ 

ì³æ âåðõíüîþ ìåæåþ ñìóãè òà ï³äîøâîþ 
øòàìïà (ðèñ. 1). Ó òàêîìó ðàç³ ìàº ì³ñöå ïîâíå ïðîêîâçóâàííÿ âçäîâæ óñ³º¿ 
îáëàñò³ êîíòàêòó 0 x≤ ≤  , y h=  øòàìïà òà ñìóãè, äå íîðìàëüí³ òà äîòè÷í³ 
íàïðóæåííÿ çâ’ÿçàí³ çàêîíîì òåðòÿ Àìîíòîíà (Êóëîíà). 

Îòæå, â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ìàºìî çì³øàíó êðàéîâó çàäà÷ó òå-
îð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ñìóãè x−∞ < < ∞ , h y h− ≤ ≤  ç òàêèìè êðàéîâèìè óìî-
âàìè: 

 ( ) ,        0y y h
u f x x

=
= − δ ≤ ≤  , (1) 
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Рис. 1 
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 0 ,           0yx yy h y h
x

= =
τ = − µ σ < <  , (2) 

 0,     0,     0,  y yxy h y h
x x

= =
σ = τ = < >  , (3) 

 0,    0,    x yy h y h
u u x=− =−

= = − ∞ < < ∞ , (4) 

äå ( )y f x=  – ð³âíÿííÿ ï³äîøâè øòàìïà; δ  – îñàäêà ï³ä øòàìïîì. Äëÿ 

âèçíà÷åííÿ îñàäêè δ  ìàºìî óìîâó ð³âíîâàãè 

 
0

y y h
dx P

=
σ = −∫


. (5) 

 Ð³âíÿííÿ ï³äîøâè øòàìïà çàäàìî ó âèãëÿä³ 

 1 1 2 2
1 2 1 3 1( ) (2 ) (2 ) (2 ) ( )f x h x h x h x− − −= δ α + α − + α − [ ] , 

  10 ,      0x≤ ≤ < <  . (6) 

 Ô³êñóþ÷è êîåô³ö³ºíòè 1α , 2α , 3α  ó öüîìó ð³âíÿíí³, áóäåìî ðîçãëÿäàòè 
÷îòèðè ð³çí³ ôîðìè øòàìïà: 

à) 1 2 3 0α = α = α =  – øòàìï ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ îñíîâîþ 
(ðèñ. 2à); 

á) 1
1 2 tgh −α = δ ε , 2 3 0α = α =  – øòàìï ç ïðÿìîë³í³éíîþ ïîõèëîþ îñíî-
âîþ ç êóòîì íàõèëó ε  ç ìîæëèâèìè âèïàäêàìè ïîâíîãî òà 
íåïîâíîãî êîíòàêòó (ðèñ. 2á); 

â) 1
2 2 tgh −α = δ ε , 1 3 0α = α =  – êëèíîïîä³áíèé øòàìï (ðèñ. 2â); 

ã) 2 1 1
3 2h R− −α = δ , 1 2 0α = α =  – ïàðàáîë³÷íèé øòàìï ç ðàä³óñîì êðèâè-

íè R  ó âåðøèí³ (ðèñ. 2ã). 
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Рис. 2 
 ²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ. Ñêîðèñòàºìîñÿ çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿíü 
Ëÿìå äëÿ ñìóãè [9]: 

 ( , ) ,        ( , )i x i x
x yu u y e d u v y e d

x

∞ ∞
− µ − µ

−∞ −∞

∂= µ µ = µ µ
∂ ∫ ∫ , 
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 1 1( , ) ,        ( , )
2 2

i x i x
y yxy e d y e d

G G x

∞ ∞
− µ − µ

−∞ −∞

∂σ = σ µ µ τ = τ µ µ
∂∫ ∫ , 

 2 ( , ) ( ) ch ( ) sh ( ) (3 4 ) ch shu y A y B y C y y yµ µ = µ µ µ + µ µ µ + µ − ν µ + µ µ −[ ]  

 ( ) (3 4 ) sh chD y y y− µ − ν µ + µ µ[ ] , 

 ( , ) ( ) sh ( ) ch ( ) ch ( ) shv y A y B y C y y D y yµ = µ µ + µ µ + µ µ − µ µ , 

 ( , ) ( )ch ( )sh ( ) (1 2 )ch shy A y B y C y y yσ µ = µ µ µ + µ µ µ + µ − ν µ + µ µ −[ ]  

 ( ) (1 2 )sh chD y y y− µ − ν µ + µ µ[ ] , 

 ( , ) ( )sh ( )ch ( ) 2(1 )sh chy A y B y C y y yµτ µ = µ µ µ + µ µ µ + µ − ν µ + µ µ −[ ]  

 ( ) 2(1 )ch shD y y y− µ − ν µ + µ µ[ ] . (7) 

 Óâ³âøè ôóíêö³þ íîðìàëüíèõ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü 

 1( ) (2 ) ,          0y y h
p x G x−

=
= σ < <  , (8) 

òà ¿¿ òðàíñôîðìàíòó Ôóð’º 

 
0

1( ) ( )
2

i rp p r e drµµ =
π ∫


, (9) 

ç êðàéîâèõ óìîâ (2)–(4) îäåðæèìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü 

 0( , ) ( ),    ( , ) ( ),    ( , ) 0,    ( , ) 0h p h i p u h v hσ µ = µ τ µ = − µ µ µ − = µ − =   (10) 

äëÿ âèçíà÷åííÿ ( )A µ , ( )B µ , ( )C µ , ( )D µ . 
 Ï³ñëÿ â³äïîâ³äíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ íîðìàëüíèõ 
ïåðåì³ùåíü âåðõíüî¿ ìåæ³ ñìóãè: 

 2 (2 ) ( ) i x
y y h

u h h p e d
∞

− µ
=

−∞

= µ µ µ∫ K  , (11) 

 2 2( )
( ) ,      ( ) (3 4 )(ch2 1) 2 8(1 )

( )
z

z z z z
z z
λ= ∆ = − ν − + + − ν
∆

K , 

 2 2
0( ) 2(1 ) (3 4 )sh2 2 2 (3 4 )(1 2 )shz z z i z zλ = − ν − ν − + µ − ν − ν −[ ] [ ] . 

 Ï³äñòàâèìî âèðàç (11) ó êðàéîâó óìîâó (1). Âðàõîâóþ÷è âèðàç (9) äëÿ 
ù³ëüíîñò³ ( )p µ  ³ âèêîíóþ÷è çàì³íè 

 2 ,       2 ,       (2 )x h r h a h= ξ = η = / , (12) 

äëÿ íîâî¿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ 

 1( ) 2 2 (2 ),        0h p h a−ϕ ξ = − π δ ξ < ξ < , (13) 

îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 

 1

0

( ) ( ) 2 1 (2 ) , 0   
a

d f h a−ξ − η ϕ η η = π − δ ξ ≤ ξ ≤∫ k [ ] , (14) 

 ( )1( ) ( )
2

ie d
∞

− τ ξ−η

−∞

ξ − η = τ τ
π ∫k K . 

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ. Ïîêëàâøè ( ) 0ϕ ξ = , ÿêùî 0ξ <  

³ aξ > , ðîçïîâñþäèìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (14) íà âñþ ÷èñëîâó â³ñü òàêèì 
÷èíîì: 
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0

0

0, 0 ,

( ) ( )
( ) ( ) , 0,   

a
a

a

d
d a

≤ ξ ≤
ξ − η ϕ η η − = ξ − η ϕ η η ξ < ξ >


∫ ∫
k

k
 

 
12 1 (2 ) , 0 ,

0, 0,   .
f h a

a

− π − δ ξ ≤ ξ ≤=  ξ < ξ >
[ ]  (15) 

Äî ð³âíÿííÿ (15) çàñòîñóºìî ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, òîáòî äîìíî-

æèìî éîãî íà 1 2(2 ) ize− ξπ /  ³ ïðî³íòåãðóºìî çà ξ  â³ä 0 äî ∞ . Óâ³âøè íåâ³äîì³ 
ôóíêö³¿ êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ 

 
0

1( ) ( ) ,         ( ) ( )
2

a
iz izaz e d z e z+ ξ − − +Φ = ϕ ξ ξ Φ = Φ

π ∫ , 

 
0

( ) ( ) ( )
2

aiza
iz

a

ez e d d
∞−+ ξΨ = − ξ ξ − η ϕ η η

π ∫ ∫ k , 

 
0

0

1( ) ( ) ( )
2

a
izz e d d− ξ

−∞

Ψ = ξ ξ − η ϕ η η
π ∫ ∫ k , (16) 

àíàë³òè÷í³ â³äïîâ³äíî ó âåðõí³é ( Im z c+> , 0c+ < ) ³ íèæí³é ( Im z c−< , c− >  

0> ) ï³âïëîùèíàõ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, ³ çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî çãîðò-
êó äëÿ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, çâåäåìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ äî 
ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü Â³íåðà − Ãîïôà [8] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )izaz z e z z F z+ + − +Φ + Ψ − Ψ =K , 

 ( ) ( ),          Imizaz e z c z c+ − + −Φ = Φ < < , (17) 

äå ïðàâà ÷àñòèíà ( )F z+  º àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³ ³ ìàº 
âèãëÿä 

 1 1 2 2 2
32 3

2 1( ) 2
( ) ( )

iza iza izc izae e e eF z
iz iz iz

+ ′ ′β + β β − α + β −= + − α , 

 2 2
1 1 2 3 1 2 31 ( ) ( ) ,      1a a c a c c c′β = − α − α − − α − β = α + α − , 

 2 1 2 3 2 2 1 3 12 ( ),     2 ,     (2 )a c c c h′β = α + α + α − β = α − α + α = / . (18) 

 Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü (17) çâåäåìî ¿¿ ñïî-
÷àòêó äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Ôàêòîðèçóºìî 
êîåô³ö³ºíò ( )zK , ÿêèé º ìåðîìîðôíîþ ôóíêö³ºþ ³ âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçàìè ç 
(11), òîáòî ïîäàìî éîãî ó âèãëÿä³ 

 1 2( ) ( ) ( ),       (0)
1

z z z+ − − ν= = =
− ν

K K K Kæ æ , (19) 

äå ( )z+K  ³ ( )z−K  – ôóíêö³¿, ÿê³ íå ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü ³ àíàë³òè÷í³ â 

ï³âïëîùèíàõ Im z c+>  ³ Im z c−<  â³äïîâ³äíî. Ôàêòîðèçàö³þ êîåô³ö³ºíòà 
( )zK  çä³éñíþºìî ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííèõ äîáóòê³â: 

 
1 1

1 1

( ) 1 1 ,    ( ) 1 1
n n nnn n

iz iz iz izz z
s s

− −∞ ∞
+ −

= =

       = + − = + +       ′ ζζ       ∏ ∏K K , (20) 

äå nζ , n
′ζ , 1, 2,n =  , – êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) 0isλ =  ç ï³âïëîùèí Re 0s > , 

Re 0s <  â³äïîâ³äíî; ns , 1, 2,n =  , − êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) 0is∆ =  ç ï³âïëîùè-

íè Re 0s > . 
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 Íà ï³äñòàâ³ âèêîíàíî¿ ôàêòîðèçàö³¿ ñèñòåìó ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü 
(17) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1 2 3
2 3

21( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

izaz z e z
izz iz iz

+ + +
−

β β α  Φ + Ψ − − + +    
K

K
æ  

 2 1 1 3 1 2
2 2 3 2

2 2 1 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

izc a a
e z

iz iziz iz iz z iz
−

−

′ ′ ′α α β β + − − − = Ψ + + +  K
 

 3 1 1 3
3 2 3

2 2

( ) ( ) ( )

a a
iziz iz iz

′α α+ − − −


, 

 1 2 3 2 2 3
2 3 2 3

2 21 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a
z

iz izz iz iz iz iz
+

+

′β β α α Ψ − − + + + − = 
 K

 

 1 2 3
2 3

21( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

izaz z e z
izz iz iz

− − − −
+

′ ′β β α  = − Φ + Ψ + + + −    
K

K
æ  

 ( )2 2 2 3
2 2 3

2 2

( ) ( ) ( )
iz a c a a

e
iziz iz iz

− − ′α α − + + −  
. (21) 

Îáèäâ³ ÷àñòèíè êîæíîãî ç ð³âíÿíü (21) àíàë³òè÷í³ ó ñìóç³ Imc z c+ −< <  çà 
ðàõóíîê çíèùåííÿ òðèêðàòíîãî ïîëþñà ó òî÷ö³ 0z = . Ïðè öüîìó ââåäåí³ 

êîåô³ö³ºíòè 1a , 1a′ , 2a , 2a′  âèçíà÷àþòüñÿ òàê: 

 1 1 2 1 3 1 1 2 3 12 ,        2a b b a b′ ′ ′ ′ ′= β + β + α = β + α , 

 2 1 2 2 3 2 2 2 3 22 ,        2a b b a b′ ′= β + β − α = β − α ; 

 2 3 4
1 1 1

1 1 ( ) ( ) (( ) )
( )

b iz b iz b iz O iz
z−

′ ′′= + + + +
K

, 

 2 3 4
2 2 2

1 1 ( ) ( ) (( ) ),      0
( )

b iz b iz b iz O iz z
z+

′ ′′= + + + + →
K

; 

 1 2
1 1

1 1 1 1,    ,    ,    ,   1,2,n n n n
n n n nn n

b t b t t t n
s s

∞ ∞

= =

′ ′= = − = − = + =′ζ ζ∑ ∑  , 

 1 1 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1,   n m n m k
n m nn m n n m n k m n

b t t b t t t
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = + = = + = +

    ′ ′′= − = − − +     ζ ζ ζ   ζ
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , 

 2
1 1

1
n m

nn m n

b t t
∞ ∞

= = +

 ′ ′ ′= + ′ζ ∑ ∑ ,  

 2 2
1 1 1

1 1 1
n m k

m nn m n k m n

b t t t
∞ ∞ ∞

= = + = +

  ′′ ′ ′ ′= − + + +  ′ ′ ′ζ ζ  ζ
∑ ∑ ∑ . (22) 

 Îêð³ì âèðàç³â, â³äîêðåìëåíèõ ô³ãóðíèìè äóæêàìè, ë³â³ ÷àñòèíè ð³â-
íÿíü (21) º àíàë³òè÷íèìè ôóíêö³ÿìè ó âåðõí³é, à ïðàâ³ ÷àñòèíè − ó íèæí³é 
ï³âïëîùèíàõ. Çãàäàí³ âèðàçè ôàêòîðèçóºìî ó ð³çíèöþ ôóíêö³é, àíàë³òè÷-

íèõ ó ï³âïëîùèíàõ Im z c+> , Im z c−< : 

 1 2 3 2
2 3 2

2 21 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

iza izce z e
izz iz iz iz

+
−

β β α α  Ψ − − + + −    K
 

  1 1 3
1 12 3

2
( ) ( )

( ) ( )

a a
z z

iz iz iz
+ −′ α

− − − = χ − χ , 
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 ( )1 2 3 2
2 3 2

2 21 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

iza iz a ce z e
izz iz iz iz

− − − −
+

′ ′β β α α  Ψ + + + − +    K
 

 2 2 3
2 22 3

2
( ) ( )

( ) ( )

a a
z z

iz iz iz
+ −′ α

+ + − = χ − χ . (23) 

Ïîäàâøè ôóíêö³¿ 1, 2 ( )z±χ  ó âèãëÿä³ ³íòåãðàë³â òèïó Êîø³ âçäîâæ ä³éñíî¿ îñ³ 

³ çàñòîñóâàâøè äî öèõ ³íòåãðàë³â òåîð³þ ëèøê³â, îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè: 

 1 2 3 2
1 2 3 2

1

2 2
( ) ( ) k ka ck

k
k kk k k k

z i e e
iz

+∞
−ζ −ζ− +

=

α β β α α  χ = Ψ ζ + − − +  ζ + ζ  ζ ζ ζ
∑ , 

 ( )1 2 3 2
2 2 3 2

1

2 2
( ) ( ) k ka a ck

k
k kk k k k

z i e e
iz

−∞
′ ′ζ ζ −+ −

=

′ ′α β β α α  ′χ = Ψ ζ − + − −  ′ ′ ′ ′ ′ζ + ζ  ζ ζ ζ
∑ , 

 
( ) ( )

( ),    ( ),   1, 2,
( ) ( )

k k k k
k k k k

k k

i i
i i k

i i
+ + − −′ ′ζ ∆ ζ ζ ∆ ζ ′α = ζ α = − ζ =′ ′ ′λ ζ λ ζ

K K 
æ æ

. (24) 

 Ï³ñëÿ âèêîíàíèõ ôàêòîðèçàö³é ñèñòåìà ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü íàáó-
âàº âèãëÿäó 

 1( ) ( ) ( )z z z+ + +Φ + χ =Kæ  

 1 2 3 1 1 3
12 3 2 3

2 21 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a
z z

iz izz iz iz iz iz
− −

−

′ ′ ′β β α α = Ψ + + + − − − + χ 
 K

, 

 1 2 3 2 2 3
22 3 2 3

2 21 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a
z z

iz izz iz iz iz iz
+ +

+

′β β α α Ψ − − + + + − − χ = 
 K

 

 2( ) ( ) ( )z z z− − −= − Φ − χKæ . (25) 

Ë³â³ ÷àñòèíè ð³âíÿíü (25) àíàë³òè÷í³ ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³, à ïðàâ³ − ó íèæ-
í³é. Òîáòî ë³âà òà ïðàâà ÷àñòèíè êîæíîãî ð³âíÿííÿ (25) àíàë³òè÷íî ïðîäîâ-
æóþòü îäíà äðóãó íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó ³ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ö³ëó 
ôóíêö³þ, ÿêó ìîæíà âèçíà÷èòè ç óìîâ íà íåñê³í÷åííîñò³. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòèêó êîðåí³â ð³âíÿíü ( ) 0isλ = , ( ) 0is∆ =  ç ïåð-
øîãî òà äðóãîãî êâàäðàíò³â 

 0( 1 4) ln ( ) (1),   ( 1 4) ln ( ) (1),   0n nn i qn o n i qn o+ +′ζ = π − + + ζ = −π + + + µ ≠/ / , 

 0
4( 1 4) ln (1),      0

2 3 4n n
nin o+ + π′ζ = − ζ = π + + + µ =

− ν
/ , 

 2ln (1),         
3 4n

ns n i o n+ π= π + + → ∞
− ν

, 

 0
0

12
(3 4 ) 2(1 ) (1 2 )

q
i

= π µ
− ν − ν − µ − ν[ ]

, (26) 

³ ðåçóëüòàòè ðîáîòè [6], çíàõîäèìî ïîâåä³íêó íà íåñê³í÷åííîñò³ íåñê³í÷åí-

íèõ äîáóòê³â äëÿ ôóíêö³é ( )z+K , ( )z−K  ç (20), ÿêà ìàº òàêèé âèãëÿä: 

 1 0
1 2

(1 2 )1 1( ) ( ) ,   ( ) ( ) ,   ,   arctg
2 2(1 )

z A iz z A iz z+ −ρ − ρ− µ − ν
− → ∞ ρ = +

π − ν
K K  , 

 2[( 1) 2]
2 2 2

01
1 2

11 2

4(1 ) (1 2 )
,      nC n

nn

ss
A e e A

A

ρ
−

∞
ρ − ρ

=

− ν + µ − ν
= π =′ ′−ζ −ζ∏ æ

, (27) 
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äå 0.57721566C =   – ñòàëà Åéëåðà – Ìàñêåðîí³; x[ ] – ö³ëà ÷àñòèíà ÷èñ-

ëà x . Ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîíòàêòó ( 0 0µ = ) ìàºìî 

 1 21 2,         2(1 ) 1 2 ,       ( ) ( )A A z z− +ρ = = = − ν − ν ≡ −K K/ / . 

 Îñê³ëüêè ôóíêö³¿ ( )z+Φ , ( )z−Φ , 1 ( )z+χ , 2 ( )z−χ  çíèêàþòü íà íåñê³í÷åí-
íîñò³, òî íà ï³äñòàâ³ àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë (27) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî îáèäâ³ 
÷àñòèíè êîæíîãî ð³âíÿííÿ (25) òîòîæíî äîð³âíþþòü íóëåâ³. Òàêèì ÷èíîì, 
çíàõîäèìî 

 1 2( ) ( )
( ) ,          ( )

( ) ( )

z z
z z

z z

+ −
+ −

+ −

χ χ
Φ = − Φ = −

K Kæ æ
, 

 2 2 3 1 2 3
2 2 3 2 3

2 2
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a a
z z z

iz iziz iz iz iz
+ + + ′ α β β α Ψ = χ − − + + + − 

 
K , 

 1 1 3 1 2 3
1 2 3 2 3

2 2
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a a
z z z

iz iziz iz iz iz
− − − ′ ′ ′α β β α Ψ = − χ − − − − − − 

 
K . (28) 

 Ðîçâ’ÿçîê (28) ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü (17) âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç 

íåâ³äîì³ çíà÷åííÿ ( )ki+Ψ ζ , ( )ki− ′Ψ ζ , 1, 2,k =  , äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿêèõ ïî-

êëàäåìî ó òðåò³é ³ ÷åòâåðò³é ³ç ôîðìóë (28) â³äïîâ³äíî nz i= ζ  ³ nz i ′= ζ , 

1, 2,n =  . Îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 1 2 3
2 3

1

2
( ) ( ) ( ) kak

n n k
k n kk k k

i i i e
−∞

′ζ+ + −

=

′ ′α β β α   ′Ψ ζ = ζ Ψ ζ − + − −  ′ ′ ′ ′ζ − ζ ζ  ζ ζ
∑K  

  ( )2 2 2 3 1 2 3
2 2 3 2 3

2 2 2
k a c

n nk n n n n

a a
e

′ζ − ′α α β β α− + − − − + + ζ ζ′ ζ ζ ζ ζ ζ
, 

 1 2 3
2 3

1

2
( ) ( ) ( ) kak

n n k
kk nk k k

i i i e
+∞

−ζ− − +

=

α β β α  ′ ′Ψ ζ = − ζ Ψ ζ + − − +  ′ ζζ − ζ   ζ ζ
∑K  

  2 1 1 3 1 2 3
2 2 3 2 3

2 2 2
kc

n nk n n n n

a a
e−ζ ′ ′ ′α α β β α+ + − + + − + ′ ′′ ′ ′ ′ζ ζζ ζ ζ ζ ζ

,  

 1, 2,n =  . (29) 

 Ç îãëÿäó íà àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó êîðåí³â 2k k k′ζ −ζ π  / , k → ∞ , 

ââåäåìî ó ñèñòåìó ð³âíÿíü (29) ìàëèé ïàðàìåòð 

 2 (4 ) ,         0 1a he e−π −πλ = = < λ </ / . (30) 

 Ïîçíà÷èâøè 

 ( 2) ( 2),        k kk a k a
k k k ke e

′− ζ −π ζ + π+ + − −α = α α = α / / ,  

 ( ),               ( )n n n ni i+ + − − ′β = ζ β = − ζK K , 

 ( )2 2 3
22 3 2

1

2
2

( )
k a ck

n n
n kn n k k n

a a
f e

−∞
′ζ −+ +

=

′ αα = β − − − α ζ ′ ′ ζ ζ ζ ζ − ζ
∑ , 

 1 1 3
22 3 2

1

2
2

( )
kck

n n
n kn n k k n

a a
f e

+∞
−ζ− −

=

′ αα = β − + + α ′ ′ ′ ′ζ ζ ζ ζ ζ − ζ
∑ , 

 1 2 3 1 2 3
2 3 2 3

2 2
( ) ,      ( )k k k k

k kk k k k

z i z i+ + − − ′ ′β β α β β α′= Ψ ζ + − − = Ψ ζ − + −′ζ ′ ′ζζ ζ ζ ζ
, 

 , 1,2,k n =  , (31) 
ç (29) îòðèìóºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî íåâ³-

äîìèõ kz
± , 1, 2,k =  : 
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1 1

,         k kk k
n n k n n n k n

k n k nk k

z z f z z f
− +∞ ∞

+ + − + − − + −

= =

α α
− β λ = − β λ =′ ′ζ − ζ ζ − ζ∑ ∑

 
, 

 1, 2,n =  . (32) 

 Çà â³äñóòíîñò³ òåðòÿ ( 0 0µ = ) ôóíêö³ÿ ( )zλ  ³ç (11) º íåïàðíîþ: ( )zλ − ≡  

( )z≡ − λ , ³ òîìó êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) 0isλ =  çâ’ÿçàí³ ð³âí³ñòþ n n
′ζ = − ζ , n =  

1,2,=  . Òîä³ ( ) ( )z z− +− ≡K K , k k
− +α = α , k k

− +α = α  , k k
− +β = −β , 1, 2,k =  . Êð³ì 

òîãî, ÿêùî øòàìï ñèìåòðè÷íèé, òî âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ( )p x ≡  

( )p x≡ − , ( ) ( )aϕ ξ ≡ ϕ − ξ , ( ) ( )z z− +Φ − ≡ Φ , ( ) ( )z z− +Ψ − ≡ −Ψ , 2 1( ) ( )z z+ −χ − ≡ χ , 

2 1( ) ( )z z− +χ − ≡ χ , n nf f− += − , n nz z− += − , 1, 2,n =  . Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó 

ãëàäêîãî êîíòàêòó ñèìåòðè÷íîãî øòàìïà ç³ ñìóãîþ ñèñòåìà ð³âíÿíü (32) 
ñïðîùóºòüñÿ: ó í³é çàëèøàºòüñÿ ò³ëüêè ïåðøà ãðóïà ð³âíÿíü ç ïðàâèìè 

÷àñòèíàìè nf
+ , 1, 2,n =  , ³ íåâ³äîìèìè k kz z+ −= − , 1, 2,k =  . Äðóãà ãðóïà 

ð³âíÿíü ó (32) ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè nf
− , 1, 2,n =  , ñï³âïàäàº ç ïåðøîþ. 

 Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (32) ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 
0

,         1,2,m
k km

m

z k
∞

± ±

=

= ξ λ =∑  . (33) 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ðîçâèíåíü (33) ó ð³âíÿííÿ (32) çíàõîäèìî, ùî 

 0n nf
± ±ξ = , (34) 

òà îòðèìóºìî ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 , ,
1 1

,       
m m

k k
nm n k m k nm n k m k

k n k nk k

− +
+ + − − − +

− −
= =

α α
ξ = β ξ ξ = β ξ′ ′ζ − ζ ζ − ζ∑ ∑

 
 (35) 

äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â nm
±ξ , , 1,2,n m =  . Ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîíòàê-

òó äëÿ ñèìåòðè÷íîãî øòàìïà ìàºìî 

 ,
1

,       , 1,2,
m

k
nm n k m k

k nk

n m
−

+ + +
−

=

α
ξ = β ξ =

ζ + ζ∑


 . (36) 

 ßêùî ê³íöåâ³ òî÷êè 0x = , x =   îáëàñò³ êîíòàêòó íå º êóòîâèìè òî÷-
êàìè ïîâåðõí³ øòàìïà (îáèäâ³ òî÷êè äëÿ êëèíîïîä³áíîãî òà ïàðàáîë³÷íîãî 
øòàìï³â, òî÷êà x =   äëÿ ïîõèëîãî øòàìïà ïðè íåïîâíîìó êîíòàêò³ éîãî 
îñíîâè), òî â öèõ òî÷êàõ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ïîâèíí³ äîð³âíþâàòè íóëåâ³. 
Ïðîòå çã³äíî ç ïåðøîþ àñèìïòîòè÷íîþ ôîðìóëîþ (27) íà ï³äñòàâ³ ïåðøèõ 
³ç ð³âíîñòåé (28), (16) êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ (8), (13) ìàþòü íà ê³íöÿõ îáëàñ-
ò³ êîíòàêòó ñòåïåíåâó îñîáëèâ³ñòü. Òîìó ó âèïàäêó êëèíîïîä³áíîãî àáî ïà-
ðàáîë³÷íîãî øòàìï³â íåîáõ³äíî âèìàãàòè âèêîíàííÿ óìîâ îáìåæåíîñò³ (ïå-
ðåòâîðåííÿ ó íóëü) êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ó òî÷êàõ 0x = , x =  : 

 1 2lim ( ) 0,             lim ( ) 0
z z

iz z iz z+ −

→∞ →∞
χ = χ = . (37) 

Íà ï³äñòàâ³ ôîðìóë (23), (24), (31) óìîâè (37) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1 2 2
1 1

2 kck k
k k

k k k

z a e
+∞ ∞

−ζ+ +

= =

α
α λ = − α

ζ
∑ ∑ , 

 ( )
2 2 2

1 1

2 k a ck k
k k

k k k

z a e
−∞ ∞

′ζ −− −

= =

α
α λ = + α

′ζ
∑ ∑ . (38) 

Ó âèïàäêó ïîõèëîãî øòàìïà ïðè íåïîâíîìó êîíòàêò³ éîãî ï³äîøâè íåîáõ³ä-
íî âèêîíàòè ò³ëüêè äðóãó ç óìîâ (37) àáî (38). 
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 Ïåðåòâîðèìî óìîâó ð³âíîâàãè (5). Ìàºìî 

 
0 0

( ) (0)
2 2

a
y

y h

dx t dt
G

+

=

σ δ= − ϕ = − δ Φ
π∫ ∫



, 

 1 2 1 2
1(0) (0) (0)+ − −Φ = − χ + χ + γ + γ[ ]
æ

, 

 3 2 1 2 1 1 3
1 3 2 2 2 3

0

2 2 21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

iza izc

z

a a
e e

iz izz iz iz iz iz iz−
=

′α β β α α   γ = − − + − − − =      K
 

 2
1 3 2 1 2 1 3 2 2( 2 ) (2 2 )b a a c b a′= α − β − β + α + α − β + α +  

 3 2 2
1 3 3 2 1 2

1 12
3 2

b a a a c′′+ α + α − β − β + α , 

 3 2 2 1 2 3
2 3 2 2 3

0

2 2
( )

( ) ( ) ( ) ( ) z

a a
K z

iz iziz iz iz iz
+

=

′α β β α  γ = − − + + − =    
 

 2 3
2 2 2 2 2 3 2 2 2 2( ) 2 ( 2 )a b a b b b b b b′ ′ ′ ′′= − − − α − + . (39) 

Îòæå, çà äîïîìîãîþ âèðàç³â (39), (24) ç óìîâè ð³âíîâàãè (5) çíàõîäèìî 

 
2

P
G

δ = −
γ

æ , 

 ( )
1 2 2 3 3

1

2 k kc a ckk k k k
k k

k kk k k

z z e e
+ − + −∞

′−ζ ζ −+ −

=

α α α α   γ = γ + γ + + λ + α −    ′ζ ′ζ  ζ ζ  
∑

 
. (40) 

 Ó âèïàäêó øòàìïà ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ îñíîâîþ ï³ñëÿ âè-

çíà÷åííÿ kz
± , 1, 2,k =  , ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (32) îñàäêó δ  çíàõîäèìî çà 

ôîðìóëîþ (40). Äîäàòêîâ³ óìîâè (38) âèêëþ÷àþòüñÿ. 
 Ó âèïàäêàõ êëèíîïîä³áíîãî òà ïàðàáîë³÷íîãî øòàìï³â ³ç íåñê³í÷åííî¿ 
ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü (32) ç ïðèºäíàííÿì äî íå¿ ñóìè äîäàòêîâèõ 
óìîâ (38) ïðè çàäàíîìó çíà÷åíí³ (2 )a h= /  çíàõîäèìî çíà÷åííÿ 1 (2 )c h=  /  

³ k jz± α/ , 1, 2,k =  , 2,3j = . ²ç ð³çíèö³ ð³âíîñòåé (38) âèçíà÷àºìî ñòàë³ jα , à, 

îòæå, ³ â³äíîñíó îñàäêó (2 )hδ , à ç ð³âíîñò³ (40) – âåëè÷èíó áåçðîçì³ðíî¿ 

ñèëè ( )jP Ghα/ , 2,3j = . 

 Äëÿ øòàìïà ç ïîõèëîþ îñíîâîþ ïðè ïîâíîìó êîíòàêò³ ïðè çàäàíîìó 
çíà÷åíí³ â³äíîñíî¿ îñàäêè (2 )hδ/ , òîáòî 1α , ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (32) çíàõîäè-

ìî çíà÷åííÿ kz
± , 1, 2,k =  . Ð³âí³ñòü (40) ñëóæèòü äëÿ âèçíà÷åííÿ ñèëè P . 

 Äëÿ øòàìïà ç ïîõèëîþ îñíîâîþ ïðè íåïîâíîìó êîíòàêò³ ïðè çàäàíîìó 
çíà÷åíí³ a  ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (32) ³ äðóãî¿ ç ð³âíîñòåé (38) (ïåðøà ç ð³â-

íîñòåé (38) âèêëþ÷àºòüñÿ) çíàõîäèìî çíà÷åííÿ kz
± , 1, 2,k =  , ³ 1α , à, çíà-

÷èòü, ³ â³äíîñíó îñàäêó (2 )hδ/ . Çíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíî¿ ñèëè ( tg )P Gh ε/  çíà-
õîäèìî ç ð³âíîñò³ (40). 
 Ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (14) çíàõîäèìî îáåðíåííÿì ïåðøîãî 
ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (16) ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñòåé (28), (23): 

 1 ( )1 1( ) ( )
2 2 ( )

it itt
t e dt e dt

t

∞ ∞ +
+ − ξ − ξ

+
−∞ −∞

χ
ϕ ξ = Φ = − =

π π∫ ∫ Kæ
 

  
( )

1 1 3 2
1 2 3 2

2 2( )1 ( )
( )2 2( ) ( ) ( )

it c
ita at et e dt dt

t it it it t t

∞ ∞− −ξ− − ξ

−∞ −∞

′ α α = − χ − − − − − 
 π π∫ ∫

K
K K

 

  ( )2 2 3
2 2 3

2( )1 ( ) ,    0
( )2 ( ) ( )

it aa at
t e dt a

t it it it

∞ +
+ −ξ

−∞

′ α − χ − − + < ξ < 
 π ∫

K
K

. (41) 



142 

 Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ â³ëüíî¿ ìåæ³ ñìóãè. Îá÷èñëèâ-
øè ³íòåãðàëè â (41) çà òåîð³ºþ ëèøê³â ³ âèêîðèñòîâóþ÷è çàì³íè (8), (13), 
îòðèìóºìî êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ 

 2
3 1 2 1 1 2

2 1 ( ) ( ) 1
2

y

y h

h b b c b b
G

=

σ
= α ξ − − − + α ξ − − − +

δ
[

æ
 

  2 2
3 1 2 1 2 2 1 2(2 2 ) ( ) sign ( )b b b b b b c c′ ′+ α + − − − α + + − ξ ξ − −]  

  ( )

1

( ) ( )

( ) ( )
k kak k k k

k k
k kk

i i
z e z e

i i

∞
′−ζ −ξ ζ ξ+ −

=

′ ′ζ ∆ ζ ζ ∆ ζ − + + ′ ′ ′λ ζ λ ζ ∑  

  ( )
2

1

( )
2 sign ( ) ,     0

( )
k ck

k k k

i
c e x

i

∗∗∞
ζ ξ−

∗ ∗
=

∆ ζ
+ α ξ − < <

′ζ λ ζ
∑  , 

 
, ,

,              1,2,
, ,2

k
k

k

cx k
ch

∗ ζ ξ <ξ = ζ = = ′ζ ξ >
 . (42) 

 Äëÿ øòàìïà ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ àáî ïîõèëîþ îñíîâîþ 
(ïðè ïîâíîìó êîíòàêò³ ï³äîøâè øòàìïà ç ïðóæíîþ ñìóãîþ) íàïðóæåííÿ 
(42) íà êðàÿõ øòàìïà íåîáìåæåí³. ¯õ àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó îòðèìóºìî ç 
âèêîðèñòàííÿì ëåìè Âàòñîíà [11] äëÿ ïåðøîãî ³íòåãðàëà ç (16): 

 1

1

,        ,       0
2(1 )

y y h

G x x
hA h ρ=

ω δ
σ − ξ = → +

Γ − ρ ξ


æ
, 

 2

2

,        ,       0
2( ) ( )

y y h

G x x
hA h a ρ=

ω δ
σ ξ = → −

Γ ρ − ξ
 

æ
, (43) 

 1 1 1
1

lim ( ) k
k k

z k

iz z a z
∞

+ + +

→∞ =

ω = χ = − + α λ∑  ,  

 2 2 2
1

lim ( ) k
k k

z k

iz z a z
∞

− − −

→∞ =

ω = χ = − + α λ∑  . 

Ó âèïàäêó ãëàäêîãî êîíòàêòó äëÿ øòàìïà ç ïðÿìîë³í³éíîþ îñíîâîþ 

 1 ,        ,       0
22 (1 2 )

y y h

G x x
hh=

ω δ
σ − ξ = → +

π − ν ξ
 . (44) 

 Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ òàêîæ íåîáìåæåí³ ó âåðøèí³ êëèíîïîä³áíîãî 
øòàìïà. ¯õ àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà âèçíà÷àºòüñÿ ïåðåäîñòàíí³ì ³íòåãðàëîì 
³ç (41) ³ ìàº âèãëÿä 

 12 2 2
0

tg4(1 )
ln

2 4(1 ) (1 2 )

y

y h

x
G

=

σ ε− ν −
π− ν + µ − ν

  , 1x l→ . (45) 

 Âèçíà÷èìî íîðìàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ (11) â³ëüíî¿ â³ä íàâàíòàæåíü ìåæ³ 
ñìóãè. Ìàºìî 

 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

it it
y y h

u t t e dt t t e dt
∞ ∞

+ − ξ − + − ξ
=

−∞ −∞

δ δ= − Φ = χ =
π π∫ ∫K K  

  
( )

1 1 3 2
1 2 3 2

2
( ) ( )

2 ( ) ( )

it c
ita a et t e dt dt

it it it t

∞ ∞ −ξ− − − ξ

−∞ −∞

′ α α δ δ= χ − − − + + π π ∫ ∫K  

  ( )2 2 3
2 2 3

2
( ) ( )

2 ( ) ( )
it aa a

t t e dt
it it it

∞
+ + −ξ

−∞

′ α δ+ χ − − + π  ∫ K . (46) 
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Ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü ³íòåãðàë³â çà òåîð³ºþ ëèøê³â îòðèìóºìî 

 y y h
u

=
=  

 ( )
2 2

1 1

( ) 1 2
( ) ( )

m a cmk m
m m

m kk mk k k m
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z e
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m m
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z e
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= =

λ α  δ= α λ + α +  ζ −′  ∆ ζ
∑ ∑

K

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  1 1 3
2 3

2
,           ,     0

2
ks

k k k

a a xe x
s hs s

ξ′ α 
+ − + ξ = <


. (47) 

 Íîðìàëüí³ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ³ íîðìàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ â³ëüíî¿ ìå-
æ³ ñìóãè îá÷èñëåíî äëÿ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà 1 3ν = /  ³ êîåô³ö³ºíòà 

òåðòÿ 0 0.0µ = , 0.25. Íà ðèñ. 3 (à – øòàìï ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ 

îñíîâîþ, á – øòàìï ç ïîõèëîþ ïðÿìîë³í³éíîþ îñíîâîþ, â – êëèíîïîä³áíèé 
øòàìï, ã – ïàðàáîë³÷íèé øòàìï) çîáðàæåíî ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíèõ êîíòàêò-

íèõ íàïðóæåíü ,  0y y h
x

P =
σ = σ < <  , à íà ðèñ. 4 (äëÿ øòàìïà ç ãîðèçîí-

òàëüíîþ ïðÿìîë³í³éíîþ îñíîâîþ) – ðîçïîä³ë áåçðîçì³ðíèõ íîðìàëüíèõ ïå-

ðåì³ùåíü 1
y y h

u u
=

=
δ

 â³ëüíî¿ â³ä íàâàíòàæåíü ìåæ³ ñìóãè ( 0,  x x≤ ≥  ). 
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Рис. 3 

Êðèâ³ 1–4 â³äïîâ³äàþòü â³äíîñíèì ðîçì³ðàì îáëàñò³ êîíòàêòó (2 )a h= =/  

0.25= , 1.0, 4.0, 10.0; ñóö³ëüí³ êðèâ³ − ôðèêö³éíîìó êîíòàêòó ( 0 0.25µ = ), 

ïóíêòèðí³ − ãëàäêîìó êîíòàêòó ( 0 0µ = ). Íà ðèñ. 3á ñóö³ëüí³ êðèâ³ 1, 3 ³ 

ïóíêòèðíà êðèâà 1 â³äíîñÿòüñÿ äî âèïàäêó ïîâíîãî êîíòàêòó ïîõèëîãî 
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øòàìïà ç ïðóæíîþ ñìóãîþ, à øòðèõ-ïóíêòèðí³ êðèâ³ 1, 3 (äëÿ 0 0.25µ = ) òà 

òî÷êîâà êðèâà 1 (äëÿ 0 0µ = ) – äî âèïàäêó íåïîâíîãî êîíòàêòó, êîëè çíà-

÷åííÿ íîðìàëüíî¿ ñèëè P  ó äâà ðàçè ìåíøå, í³æ ó âèïàäêó ïîâíîãî êîí-
òàêòó. Äëÿ øòàìï³â ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ îñíîâîþ â³äíîñíî¿ øè-

ðèíè 0.25a = , 1.0, 4.0, 10.0 íîðìàë³çîâàíà îñàäêà ( )G Phδ = δ /  â³äïîâ³äíî 
äîð³âíþº 0.235, 0.412, 0.481, 0.492; äëÿ ïàðàáîë³÷íèõ øòàìï³â ç â³äíîñíèì 

ðîçì³ðîì îáëàñò³ êîíòàêòó a = 0.25, 4.0 – â³äïîâ³äíî δ = 0.287, 0.727; P =  
2(4 )PR Gh= =/ 0.037, 24.6; 1 (2 )c h= = / 0.1288, 1.981. 

 ßê âèäíî íà ðèñ. 4, ïðè âäàâëþ-
âàíí³ øòàìïà ó ïðóæíó ñìóãó ç 
æîðñòêî çàêð³ïëåíîþ íèæíüîþ ìåæåþ 
âåðõíÿ, â³ëüíà â³ä íàâàíòàæåíü, ìåæà 
ñìóãè ïðèï³äí³ìàºòüñÿ, óòâîðþþ÷è ïà-
ãîðáêè íà â³äñòàí³, ùî ïðèáëèçíî 
äîð³âíþº øèðèí³ ñìóãè â³ä îáîõ êðà¿â 
øòàìïà. Îêð³ì íàâåäåíèõ íà ðèñ. 4 

ðîçïîä³ë³â ïåðåì³ùåíü y y h
u

=
 äëÿ 

øòàìïà ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëü-
íîþ îñíîâîþ, çàçíà÷åíà âëàñòèâ³ñòü 
ïåðåì³ùåíü â³ëüíî¿ ìåæ³ ñìóãè ñïîñòå-
ð³ãàºòüñÿ ³ äëÿ ³íøèõ ïðîô³ë³â øòàìïà. 

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ â³äíîñíèõ çíà÷åíü íîðìàëü-
íèõ ïåðåì³ùåíü â³ëüíî¿ ìåæ³ ñìóãè 1 max

x
u u

>
=


, 2

0
max
x

u u
<

=  òà ¿õ â³äíîñí³ 

â³äñòàí³ 1 1( ) (2 )d x h= −  / , 2 2 (2 )d x h= − /  â³ä êðà¿â øòàìïà ïðè ä³¿ íà ïðóæ-

íó ñìóãó ( 1 3ν = / ) øòàìïà ç ïðÿìîë³í³éíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ îñíîâîþ ÿê çà-

ëåæíîñò³ â³ä â³äíîñíî¿ øèðèíè øòàìïà (2 )a h= / . Çíà÷åííÿ â äóæêàõ â³ä-

ïîâ³äàþòü ãëàäêîìó êîíòàêòó ( 0 0µ = ), âñ³ ³íø³ çíà÷åííÿ – êîâçíîìó êîí-

òàêòó ( 0 0.25µ = ). 

 Таблиця 1 
a  

 
0.1 0.25 1 4 10 15 

1u  
0.0191 
(0.0130) 

0.0266 
(0.0181) 

0.0492 
(0.0318) 

0.0727 
(0.0424) 

0.0752 
(0.0433) 

0.0752 
(0.0433) 

1d  
1.30 

(1.275) 
1.25 
(1.23) 

1.09 
(1.075) 

1.005 
(1.03) 

1.005 
(1.03) 

1.00 
(1.03) 

2u  0.0071 0.0097 0.0145 0.0131 0.0129 0.0129 

2d  1.26 1.205 1.08 1.07 1.07 1.07 
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СКОЛЬЗЯЩИЙ И ГЛАДКИЙ КОНТАКТ ШТАМПОВ РАЗНОГО 
ПРОФИЛЯ С УПРУГОЙ ПОЛОСОЙ 
 
Ðàññìîòðåíî êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà òðåíèÿ øòàì-
ïîâ ðàçíîé ôîðìû (ñ ïðÿìîëèíåéíûì ãîðèçîíòàëüíûì è íàêëîííûì îñíîâàíèåì, 
êëèíîâèäíîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî øòàìïà) ñ óïðóãîé ïîëîñîé. Ìåòîäîì Âèíåðà − 
Õîïôà ïîëó÷åíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ 
çàäà÷. 
 
SLIPPING AND SMOOTH CONTACT OF STAMPS OF VARIOUS 
PROFILE WITH ELASTIC STRIP 
 
Contact interaction in the presence and in the absence of friction between stamps of 
various form (with rectilinear horizontal and inclined basis, wedge-shaped and parabo-
lic stamp) and elastic strip is studied. Using the Wiener − Hopf method, the exact ana-
lytic solutions to the corresponding boundary-value problems is obtained. 
 
²í-ò ïðèêë. ô³çèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ñóìè Îäåðæàíî  
 02.03.06 


