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ПРО РОЗВ’ЯЗНІ РОЗШИРЕННЯ ДЕЯКИХ НЕЩІЛЬНО ВИЗНАЧЕНИХ 
ОПЕРАТОРІВ І РЕЗОЛЬВЕНТИ ТАКИХ РОЗШИРЕНЬ  
 

У термінах абстрактних крайових умов досліджено один клас розширень 
скінченновимірного звуження замкненого щільно визначеного лінійного опера-
тора у гільбертовому просторі. Із застосуванням методів теорії лінійних 
відношень знайдено резольвентні множини та побудовано резольвенти роз-
глядуваних розширень, множина яких параметризується деяким допоміж-
ним оператором. У випадку, коли цей оператор є нормально розв’язним, 
наведено певні уточнення основних результатів. 

 
Вступ та основні позначення. Теорію розширень нещільно визначених 

операторів започатковано М. О. Красносельським [5] і А. В. Штраусом [10]. 
У згаданих працях (див. також [19]) наведено опис самоспряжених [5] і ди-
сипативних [10] розширень ермітового оператора у термінах дефектних 
просторів. Різні класи розширень таких операторів у термінах абстрактних 
просторів граничних значень, тобто у вигляді, який у випадку диферен-
ціальних операторів приводить безпосередньо до крайових умов, вивчалися 
в [4, 6, 13, 17]. При цьому корисною виявилася ініційована Р. Аренсом [11] 
теорія лінійних відношень у гільбертовому просторі. Різні класи розширень 
лінійних операторів і лінійних відношень були об’єктами досліджень в [1, 2, 
7, 12, 14–20]. Лінійні відношення, породжені різними диференціальними 
виразами, досліджувалися, наприклад, у [13, 17, 18]. 

Метою цієї статті, яку можна трактувати як продовження праць [8, 9, 
21], є встановлення умов розв’язності для одного класу розширень-відно-
шень скінченновимірного звуження замкненого щільно визначеного лінійно-
го оператора в гільбертовому просторі та знаходження резольвент дослід-
жуваних розширень. 

Надалі під H  розуміємо фіксований комплексний гільбертів простір зі 

скалярним добутком |⋅ ⋅( ) , а під ( )HC  – множину замкнених лінійних 

щільно визначених операторів у просторі H . Будь-який (замкнений) ліній-

ний многовид в 
def

2H H H= ⊕  називають (замкненим) лінійним відношенням 

в H , а лінійний оператор ототожнюють з його графіком. Для будь-якого 

лінійного відношення (зокрема, оператора) 2T H⊂  існує спряжене (замкне-

не лінійне) відношення 2T H∗ ⊂ , яке визначається так: 

 $ $( )T JT JT∗ ⊥ ⊥= =( ) , 

де 2( , )y y H′∀ ∈  $( , ) ( , )J y y iy iy′ ′= − , а « ⊥ » – символ ортогонального допов-

нення в 2H . 
Використовуємо такі позначення: 

( )D T , ( )R T , ker T  – відповідно область визначення, область значень і 
многовид нулів відношення (оператора) T : 

 ( ) | ( ) : ( , )D T y H y H y y T′ ′= ∈ ∃ ∈ ∈{ } , 

 ( ) | ( ) : ( , )R T y H y H y y T′ ′= ∈ ∃ ∈ ∈{ } , 

 ker : ( ,0)T y H y T= ∈ ∈{ } ; 

якщо λ ∈ £ , то  

 ( , ) : ( , )T y y y y T′ ′λ = λ ∈{ } ,  
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 ( , ) : ( , )T y y y y y T′ ′− λ = − λ ∈{ }  

(таким чином, ker ( ) : ( , 0)T y H y T− λ = ∈ ∈ − λ{ }  :y H≡ ∈{ ( , )y y Tλ ∈ } ); 

ker( ) ( , ) : ker( )T y y y T
∧

− λ = λ ∈ − λ{ } ; 

1 2( , ) : ( , )T y y H y y T− ′ ′= ∈ ∈{ }  (0) : (0, )T y H y T′ ′= ∈ ∈{ } ; 

( ) : ker( ) , ( )T T R T Hρ = λ ∈ − λ = − λ ={0}{ }£  – резольвентна множина 

відношення T ; 

якщо X , Y  – гільбертові простори, то | X⋅ ⋅( )  – символ скалярного до-

бутку на X , а ( ),X YB  – сукупність лінійних неперервних операторів 

:S X Y→  таких, що ( )D S X= ; 

( ) ( , )X X X=B B ;  

XI  – тотожне перетворення простору X ;  

S E↓  – звуження відображення S  на множину E ;  
SE  – образ множини E  при відображенні S ;  
.
+ , ⊕ , Θ  – відповідно символи прямої суми, ортогональної суми та 

ортогонального доповнення;  

E  – замикання множини E ; 
якщо :i iA X Y→ , 1, ,i n= … , – лінійні оператори, то запис 

1 nA A A= ⊕ ⊕…  означає, що x X∀ ∈  1( , , )nAx A x A x= … . 

Зауваження 1. Нехай T  – замкнене лінійне відношення в H . Тоді 

 1°) ker ( )T H R T∗ = Θ  (див. [11, 14]); 

2°) якщо ( )Tλ ∈ ρ , то 1( ) ( )T H−− λ ∈ B  (це випливає з теореми про 
замкнений графік [3, c. 211]). 

Роль початкового об’єкта відіграє пара 0( , )L L  операторів H H→  

таких, що 0, ( )L L H∈ C , 0L L⊂ . Нижче 
def

0M L∗= , 
def

0M L∗= . Під [ ]D L  

розуміємо многовид ( )D L , трактований як гільбертів простір зі скалярним 
добутком 

 
def

, ( ) | | |Ly z D L y z y z Ly Lz∀ ∈ +=( ) ( ) ( ) , 

а під L⊕  та LΘ  – відповідно символи ортогональної суми та ортогонального 

доповнення в [ ]D L . Аналогічно визначаємо [ ]D M , | M⋅ ⋅( ) , M⊕ , MΘ . Якщо 

D  – один із гільбертових просторів [ ]D L  або [ ]D M , G  – (допоміжний) 

гільбертів простір, а ( , )W D G∈ B , то спряжений оператор ( , )W G D′ ∈ B  
означимо таким чином: 

 , | |G Dy D g G Wy g y W g′∀ ∈ ∀ ∈ =( ) ( ) . 

Відомо [6, c. 159], що існують гільбертові простори 1G , 2G  та оператори 

[ ],i iD L GΓ ∈ B( ) , 1,2i = , такі, що  

 1 2 1 2 1 2 0( ) , ker ( ) ( )R G G D LΓ ⊕ Γ = ⊕ Γ ⊕ Γ = , 

а також оператори 1 2[ ],D M GΓ ∈% B( ) , 2 1[ ],D M GΓ ∈% B( )  (які однозначно ви-

значаються, виходячи з 1G , 2 ,G  1Γ , 2Γ ) такі, що  

 1 2 2 1 1 2 0( ) , ker ( ) ( )R G G D MΓ ⊕ Γ = ⊕ Γ ⊕ Γ =% % % % , 
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 ( ), ( ) | |y D L z D M Ly z y Mz∀ ∈ ∀ ∈ − =( ) ( )  

 
1 21 2 2 1| |G Gy z y z= Γ Γ − Γ Γ% %( ) ( ) , (1) 

або, що є еквівалентним, 

 ( ), ( ) | | |
G

y D L z D M Ly z y Mz iJ y z∀ ∈ ∀ ∈ − = Γ Γ %
%( ) ( ) ( ) ,  (2) 

де  

 1 2G G G= ⊕ , 2 1G G G= ⊕% , 1 2Γ = Γ ⊕ Γ , 1 2Γ = Γ ⊕ Γ% % % ,  

а оператор ( , )J G G∈ %B  визначається так: 

 2

1

0

0
G

G

i
J

i
 

=  − 

I
I . (3) 

При цьому  

 
11 1 1 20,          GM M′ ′Γ Γ = Γ Γ = −% % I , 

 
22 1 2 2,       0GM M′ ′Γ Γ = Γ Γ =% %I , (4) 

тобто  

 M iJ∗′Γ Γ =% .  (5) 

Це випливає з (1) та (2).  

Далі, нехай ( )
0
LH , ( )

0
MH  – скінченновимірні підпростори простору H . 

Покладемо 

 ( ) ( )
0 0 0 0 0 0,L MS L H H T M H H= ↓ Θ = ↓ Θ( ) ( ) , 

 ( ) ( ) ( )
0, : ( ),M M MS y Ly y D L H= + ϕ ∈ ϕ ∈{( ) } , 

 ( ) ( ) ( )
0, : ( ),L L LT z Mz z D M H= + ϕ ∈ ϕ ∈{( ) }  

і позначимо через ( )
0
LP , ( )

0
MP  ортопроектори ( )

0
LH H→ , ( )

0
MH H→  відповід-

но. Зауважимо, що в сенсі теорії лінійних відношень, у якій оператор 
ототожнюють з його графіком,  

 0 0,S T T S∗ ∗= =  

(див. [14], а також [8]). 
Введемо такі позначення: 

 ( )
,1 1 0 ,2 2 0,L M

S SG G H G G H= ⊕ = ⊕ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,1 1 0 ,2 2( , ) ( , ), ( , ) ( , )M L M M

S Sy y P y y yΓ ϕ = Γ − Γ ϕ = Γ ϕ , 

 ( ) ( )
0( ), M My D L H∈ ϕ ∈ , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,1 1 0 ,2 2( , ) ( , ), ( , ) ( , )L M L L

S Sz z P z z zΓ ϕ = Γ − Γ ϕ = Γ ϕ% % % % , 

 ( ) ( )
0( ), L Lz D M H∈ ϕ ∈ , 

 ,1 ,2 ,1 ,2,    S S S S S SG G G= ⊕ Γ = Γ ⊕ Γ , 

 ,2 ,1 ,1 ,2,    S S S S S SG G G= ⊕ Γ = Γ ⊕ Γ% % % % . 

Як доведено в [21],  
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 ( ) ( )
0 0[ ] ; , [ ] ;M L

S S S SD L H G D M H GΓ ∈ ⊕ Γ ∈ ⊕ %%B B( ) ( ) , 

 0 0( ) ,    ker ( ),       ( ) ,   kerS S S S S SR G D S R G TΓ = Γ = Γ = Γ =%% % . 

Перейдемо безпосередньо до постановки задачі. Нехай F  – деякий 
комплексний гільбертів простір такий, що dim dim SF G= . Виходячи з 
леми про трійку (див., наприклад, [6, c. 23]), неважко показати, що для 
будь-якого замкненого розширення 1S  відношення 0S  такого, що це розши-

рення є звуженням відношення S , існує оператор ( ),SA G F∈ B  такий, що 

1 ker SS A= Γ . Далі пишемо AS  замість 1S . Таким чином,  

 1 ,1 2 ,2kerA S SS A A= Γ + Γ =( )  

 ( ) ( ) ( )
1 ,1 2 ,2, : ,( ) 0) ( ),(M M M

S Sy Ly S A y A y= + ϕ ∈ Γ ϕ + Γ ϕ ={ } , 

де ,i S iA A G= ↓ . Зрозуміло, що ,( ),i S iA G F∈ B , 1,2i = . 

Нижче припускаємо, що резольвентна множина 2( )Lρ  оператора 
def

2 2kerL L ↓ Γ=  непорожня. Нехай 2( )Lλ ∈ ρ , а отже, 2( )Mλ ∈ ρ , де 

def
2 2 2kerM M L∗↓ Γ == % ( )( ) . Тоді  

 
def def1 1

2 2( ) ( ), ( )L L H M M L H− − ∗
λ λλ

− λ ∈ − λ = ∈= =B B( )( ) .  

У цій статті дослідимо умови розв’язності відношення AS − λ , λ ∈ £ , 

та встановимо зв’язок між резольвентами відношень AS  і 
def

2 2kerL L ↓ Γ= .  

Покладемо 

 2 1( )L Z M ∗
λ λ

∀λ ∈ ρ ∈ = Γ%( ) ( ) . (6) 

З результатів, викладених у [6, с. 199–202], випливає, що  

 1 2( ) ( , )HZ L M M G Hλ λ
′= + λ + Γ ∈% B( )( )I , (7) 

 
22 GZλΓ = I , (8) 

 2 ker( )ker( ) LZ Lλ −λΓ ↓ − λ = I , (9) 

 ( ) ker( )R Z Lλ = − λ . (10) 

Нехай 
def

1( )M Zλλ Γ= , 2( )Lλ ∈ ρ . Із результатів монографії [6] (див. 

також [15] і цитовану там літературу) випливає, що 2 1( ) ( , )M G Gλ ∈ B  і 

 0 1 2( ) ker( ) ( ) : ( )
.

D L L y D L y M y+ − λ = ∈ Γ = λ Γ{ } . 

Аналогічно, для кожного 2( )Lλ ∈ ρ  
def

1 1( , )Z L G H∗
λλ

Γ ∈=% B( )  і  

 
11 2( ) ,         H GZ M L L Z

λ λ λ
′= + λ + Γ Γ =% %%I I( ) , 

 2 ker ( )
ker ( ) ,      ( ) ker ( )

M
Z M R Z Mλ −λ λ

Γ ↓ − λ = = − λ% %I . 

Далі, 
def

1 1 2( ) ( , )M Z G G
λ

λ Γ ∈= %% % B  і 0 1 2( ) ker( ) ker( ( ) )
.

D M M M+ − λ = Γ − λ Γ%% % . 

Крім цього, для будь-якого 2( )Lλ ∈ ρ  ( ) ( )M M∗λ = λ% . 
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1. Допоміжні оператор-функції. Нехай 2( )Lλ ∈ ρ . Приймемо, що 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,2 2 0 ,,      ,M M M M

S Sa G G H Z a Z a Lλ λ λ∀ ϕ ∈ = ⊕ ϕ = − ϕ( )( ) ( ) . (11) 

Лема 1.  

 1°) , ,2( , )S SZ G Hλ ∈ B ; 

 2°) , 0ker ( ) ( ) ker ( )
. M

SS R Z L L Hλ λ− λ = = − λ + ; 

 3°) ,ker 0SZ λ = { } . (12) 

Д о в е д е н н я.  Правильність твердження 1°) випливає безпосеред-
ньо з (11), оскільки 

 ( )
2 ,2 2 0, , M

SZ G H G G Hλ ∈ = ⊕B( ) . 

Далі, ker ( )y S∈ − λ  тоді і тільки тоді, коли існує ( ) ( )
0

M MHϕ ∈  таке, що 

 ( )( ) 0ML y− λ + ϕ = , (13) 

тобто (див. (10)) існує 2a G∈  таке, що  

 ( )My Z a Lλ λ= − ϕ . (14) 

Звідси і з (11) випливає правильність рівності (12).  

Нарешті, якщо ( )
, , 0M

SZ aλ ϕ =( ) , то, з огляду на (8), 
2

a Z aλ= Γ −(  

( ) 0MLλ− ϕ =) , тому ( ) 0MLλϕ = , а отже, ( ) 0Mϕ = . Лему доведено.  

Лема 2.  

 , ,1S SZ M∗
λ λ

= Γ% . 

Д о в е д е н н я. Беручи до уваги (6), (7), переконуємось, що для 
будь-якого h H∈  

 ( )
, ( , ) | |M M

SZ a h Z a h L hλ λ λϕ = − ϕ =( ) ( ) ( )  

 
2

( )
1| |M

Ga M h M h
λ λ

= Γ − ϕ =%( ) ( )  

 ( )2 0

( ) ( )
1 0| | M

M M
G H

a M h P M h
λ λ

= Γ − ϕ =%( ) ( )  

 
,2

( ) ( )
1 0( , ) | ( , )

S

M M
Ga M h P M h

λ λ
= ϕ Γ − =%( )  

 
,2

( )
,1( , ) |

S

M
S Ga M h

λ
= ϕ Γ%( ) .  

Лему доведено.  

Зауваження 2. У подальшому проводимо такі ототожнення: 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,M M L Ly Ly y z Mz z+ ϕ ↔ ϕ + ϕ ↔ ϕ( ) ( ) ( ) ( ) , 

а отже, ( )
0[ ] MS D L H↔ ⊕ , ( )

0[ ] LT D M H↔ ⊕ . Приймемо, що  

 µ ( ) ( ) ( )
,2 ,, , ,M M M M

S Sa G Z a Z a Lλ λ λ∀ ϕ ∈ ϕ = − ϕ ϕ( ) ( ) ( ) . (15) 

Зауваження 3. Формально функцію µ
,SZ λ  потрібно було б означити 

так: µ ( ) ( ) ( )
, , , ( ) ( , )M M M

SZ a Z a L Z a L y yλ λ λ λ λϕ = − ϕ λ − ϕ = λ( ) ( ) , де y визначено 

згідно з (14). Беручи до уваги (13), бачимо, що  
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 µ ( ) ( )
, , ,M M

SZ a y Lyλ ϕ = + ϕ( ) ( ) . 

Тому, з огляду на зауваження 2, розглядувану оператор-функцію природно 
означити саме згідно з (15). 

Лема 3.  

 
,22 ,2 ,

 
( ) 1

SS S GL Z λ∀λ ∈ ρ Γ = . (16) 

Д о в е д е н н я. Беручи до уваги (8), (15), бачимо, що для будь-яких 

2a G∈  і ( )
0
MHϕ ∈  

 µ ( ) ( ) ( )
,2 , ,2, ,M M M

S S SZ a Z a Lλ λ λΓ ϕ = Γ − ϕ ϕ =( ) ( )  

 ( ) ( ) ( )
2 ( ), ( , )M M MZ a L aλ λ= Γ − ϕ ϕ = ϕ( ) . 

Лему доведено.  

Наслідок 1 (пор. з (9), (10))  

 
,

 
2 , ,2 , ( )

  
( ) ( ) 1

SS S S R ZL Z R Z
λλ λ∀λ ∈ ρ Γ ↓ = . (17) 

Д о в е д е н н я. З огляду на (16), маємо, що для будь-якого 
( )

,2( , )M
Sa Gϕ ∈  

 µ µ µ( ) ( )
, ,2 , ,, ,M M

S S S SZ Z a Z aλ λ λΓ ϕ = ϕ( ) ( ) , 

тобто справджується (17).   

Зауваження 4. Нехай 2( )Lλ ∈ ρ , ( ) ( )
,1 1 0( , )L L

Sa G G Hϕ ∈ = ⊕( ) . Приймемо 

 ( ) ( )
,

, L L
S

Z a Z a M
λ λ λ

ϕ = − ϕ% %( ) , (18) 

 
µ ( ) ( ) ( )

,
, ,L L L

S
Z a Z a Mλ λ λ

ϕ = − ϕ ϕ% %( ) ( ) . (19) 

Міняючи ролями пари 0( , )L L  та 0( , )M M  і міркуючи так, як вище, легко 

переконатися, що 

 ,1, ,
, , ker ( )SS S

Z G H R Z T
λ λ

∈ = − λ% %B( ) ( ) ; 

 ,1, SS
Z L∗

λλ
= Γ% ; 

 
µ

,1,2 , SS GS
Z λΓ =%% I ; 

 
µ µ

µ
,

,2, , ( )S
SS S R Z

Z R Z
λ

λ λΓ ↓ = %
% %% ( ) I . 

Покладемо  

 µ µ
,1 , ,1 ,

( ) , ( )S S S S S S
M Z M Zλ λλ = Γ λ = Γ %% % . (20) 

Маємо ( )
,, 2

M
Sa G∀ ϕ ∈( )  

 µ( ) ( ) ( ) ( )
, ,1 , ,1, , ,M M M M

S S S SM a Z a Z a Lλ λ λ λϕ = Γ ϕ = Γ − ϕ ϕ =( ) ( ) ( )  

 ( ) ( ) ( )
1 0,M L MZ a L P Z a Lλ λ λ λ= Γ − ϕ − − ϕ =( ( ) ( ))  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0( ) ,M L L MM a Z P Z a P L∗

λ λλ
= λ − ϕ − + ϕ =%( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0( ) ,M M L L M MM a Z P P Z a P L P

λ

∗
λλ

= λ − ϕ − + ϕ%( ) . 
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Тому  

 
( )
0

, ( ) ( ) ( )
0 0 0

( ) M

S L L M

M Z P
M

P Z P L P

∗
λ

λ
λ λ

 λ −
=   − 

%
. (21) 

Аналогічно, беручи до уваги (19), (20), показуємо, що  

 
( )
0

( ) ( ) ( )
0 0 0

( )
( )

M

S M M L

M Z P
M

P Z P M P

∗
λ

λ λ

 λ −
λ =   − 

%%
%

% . (22) 

Зокрема, ( ) ( )S SM M∗ λ = λ% . 
Лема 4.  

 ( )
2 0ker ( ) ( ) MS D L L Hλ− λ =∩ . (23) 

Д о в е д е н н я.  

( )⊃ . Нехай ( )
0
My L Hλ∈ . З огляду на (12), ker ( )y S∈ − λ . Крім цього, 

2( ) ( )y R L D Lλ∈ = . Таким чином, 2ker ( ) ( )y S D L∈ − λ ∩ . 

( )⊂ . Нехай 2ker ( ) ( )y S D L∈ − λ ∩ . Оскільки ker ( )y S∈ − λ , то, з огля-

ду на (12), існують 2a G∈  і ( ) ( )
0

M MHϕ ∈  такі, що ( )My Z a Lλ λ= − ϕ . Звідси, 

оскільки 2( )y D L∈ , випливає, що ( )
2( )MZ a y L D Lλ λ= + ϕ ∈ , а отже (див. (8)), 

2 0a Z aλ= Γ = . Тому ( ) ( )
0

M My L L Hλ λ= − ϕ ∈( ) . Лему доведено.  

Лема 5 (пор. з (23)) 

 µ
, 2( ) [ ] 0 0SR Z D Lλ ⊕ =∩ { } { }( ) . (24) 

Д о в е д е н н я. Нехай µ
,( , ) ( )Sy R Z λϕ ∈ . Тоді ∃ 2a G∈ , ( ) ( )

0
M MHϕ ∈  

такі, що ( ) ( )( , ) ,M My Z a Lλ λϕ = − ϕ ϕ( ) . Якщо, крім цього, 2( , ) [ ] 0y D Lϕ ∈ ⊕ { } , 

то 2( )y D L∈ , 0ϕ = . Звідси випливає, що ( ) ( ), ( , 0)M MZ a L yλ λ− ϕ ϕ =( ) . Тому 
( ) 0Mϕ = , а отже, 2( ) ker( ) 0y Z a D L Lλ= ∈ − λ =∩ { } . Лему доведено.  

Лема 6.  

 µ ( )
, 2 0( ) [ ] 0 [ ]

. M
SR Z D L D L Hλ + ⊕ = ⊕{ }( ) . (25) 

Д о в е д е н н я. Той факт, що сума в (25) є прямою, випливає з (24). 
Включення ( )⊂  є очевидним.  

Покажемо ( )⊃ . Нехай ( )y D L∈ , ( )
0
MHϕ ∈ . Оскільки, як випливає з 

результатів праці [1] і (12), 2( ) ( ) ker ( )D L D L S= + − λ  (сума необов’язково є 

прямою), то існують (див. (11)) 2( )u D L∈ , 2a G∈ , ( ) ( )
0

M MHϕ ∈  такі, що 
( )My u Z a Lλ λ= + − ϕ , а отже,  

 ( )( , ) ( , 0) , ,0My u Z a L L Lλ λ λ λϕ = + − ϕ ϕ + ϕ − ϕ =( ) ( )  

 ( ) , 0 ,Mu L L Z a Lλ λ λ λ= + ϕ − ϕ + − ϕ ϕ( ) ( ) . 

 Для завершення доведення достатньо зауважити, що в останній сумі 

перший доданок міститься в 2[ ] 0D L ⊕ { } , а другий – в µ
,( )SR Z λ . Лему до-

ведено.  

Лема 7.  

 µ
0 , ,1 ,2[ ] 0 ( ) ker ( )

.
S S S SD S R Z Mλ⊕ + = Γ − λ Γ{ }( ) ( ) . (26) 
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Д о в е д е н н я.  Той факт, що сума в (26) є прямою, випливає з 
(24). Включення 0 ,1 ,2[ ] 0 ker ( )S S SD S M⊕ ⊂ Γ − λ Γ{ }( ) ( )  є очевидним.  

Покажемо, що 

 µ
, ,1 ,2( ) ker ( )S S S SR Z Mλ ⊂ Γ − λ Γ( ) . (27) 

Дійсно, нехай 2a G∈ , ( )
0
MHϕ ∈ . Тоді  

 ,1( , )S Z a Lλ λΓ − ϕ ϕ =  

 ( )
1 0( ), ( ) ( ) ,LZ a L P Z a L M a Z∗

λ λ λ λ λ
= Γ − ϕ − − ϕ = λ − ϕ%( ) ( ) , 

 ,2 2( ) ( , ) ( ) ( , )S S SM Z a L M Z a Lλ λ λ λλ Γ − ϕ ϕ = λ Γ − ϕ ϕ =( )  

 * ( )
0( )( , ) ( ) , ( )L

SM a M a Z P Z a Lλ λλ
= λ ϕ = λ − ϕ − − ϕ%( )  

(див. (21)). Співвідношення (27), а з ним і включення ( )⊂  доведено.  

Доведемо ( )⊃ . Нехай ( )
,1 , ,2 0( , ) ker ( ) [ ] M

S S Sy M D L Hλϕ ∈ Γ − Γ ⊂ ⊕ . Беручи 

до уваги (25), переконуємося в існуванні таких 2( )u D L∈ , 2a G∈ , ( )
0
MHϕ ∈ , 

що ( , ) ( , 0) ( , )y u Z a Lλ λϕ = + − ϕ ϕ . Оскільки ,1 , ,2( , ) ker ( )S S Sy M λϕ ∈ Γ − Γ  і  

 µ
, ,1 , ,2( , ) ( ) ker ( )S S S SZ a L R Z Mλ λ λ λ− ϕ ϕ ∈ ⊂ Γ − Γ ,  

то ,1 , ,2( , 0) ker ( )S S Sy M λ∈ Γ − Γ . Звідси випливає, що (оскільки 2 0uΓ = ) 

 ,1 ,20 ( ) ( ,0)S S SM u= Γ − λ Γ =( )  

 ( ) ( )
1 0 2 1 0, ( ) , 0 ,L L

Su P u M u u P u= Γ − − λ Γ = Γ −( ) ( ) ( ) . 

Таким чином, 1 0uΓ = , ( )
0 0LP = , тобто 0( ).u D S∈  Лему доведено.  

2. Основні результати. Нижче скрізь під AS  розуміємо відношення, 
описане у Вступі.  

Лема 8. Припустимо, що 2( )Lλ ∈ ρ . У цьому випадку  

1°) елемент f H∈  належить до ( )AR S − λ  тоді і тільки тоді, коли  

 1 , 1 2( ( ) )S SA Z f R A M A∗
λ ∈ λ +% ; (28) 

2°) , 1 2ker ( ) ker ( ( ) )A S SS Z A M Aλ− λ = λ + . (29) 

Д о в е д е н н я. Нехай f H∈ . Оскільки 2( )R L H− λ = , то 

2( )f R L∈ − λ , а отже, 2( , )L f f L Sλ ∈ − λ ⊂ − λ . Припустимо, що для деякого 

y H∈  ( , )y f S∈ − λ . Тоді ( , ) , , 0y f L f f y L f Sλ λ− = − ∈ − λ( ) ( ) , тобто 

ker( )y L f Sλ− ∈ − λ . З леми 1 випливає, що існують 2a G∈  і ( ) ( )
0

M MHϕ ∈  

такі, що ( )My L f Z a Lλ λ λ− = − ϕ , тобто  

 ( )( )My Z a L fλ λ= + − ϕ . (30) 

З другого боку, якщо ( , )y f S∈ − λ , то існує ( )
0
MHϕ ∈  таке, що  

 ( )f L y= − λ + ϕ . (31) 

Підставляючи (30) в (31), отримуємо ( )( ) ( )Mf L Z a L fλ λ= − λ + − ϕ + ϕ( ) , 
( )Mf f= − ϕ + ϕ , тобто ( )Mϕ = ϕ . Далі, 
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 ( ) ( , ) ( , )A A Af R S y f S y f y S∈ − λ ⇔ ∈ − λ ⇔ + λ ∈ . 

Крім цього, з (30) випливає, що ( )( ) MLy L y y f y= − λ + λ = − ϕ + λ , а тому 
( )Mf y Ly+ λ = + ϕ . Отже, 

 ( )
1 ,1 2 ,2( ) , 0M

A A S Sf R S y Ly S A y A y∈ − λ ⇔ + ϕ ∈ ⇔ Γ + Γ =( ) .  

Але (див. (8), (18), (21))  

 ( ) ( )
,1 1 0, ,M L

S y y P yΓ ϕ = Γ − =( ) ( )  

 ( ) ( ) ( )
1 0( ) ( )M L MZ a L f P Z a L fλ λ λ λ= Γ + − ϕ − + − ϕ =( ( ), ( ))  

 ( ) ( )
0 ,

, ( ) ,L M
S S

Z f P L f M a Z f∗ ∗
λλ λ

= − = λ ϕ +% %( ) ( ) , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0( ) ,M L M LM a Z Z f P Z a L P L f∗ ∗

λ λ λ λ λλ − ϕ + − − ϕ − =% %( ( ) )  

 ( ) ( ) ( )
0( ) ,M L MM a Z P Z a L∗

λ λ λ= λ − ϕ − − ϕ +%( ( ))  

 ( ) ( )
0 ,

, ( ) ,L M
S S

Z f P L f M a Z f∗ ∗
λλ λ

+ − = λ ϕ + %( ) ( ) , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,2 2 2, , ( ), ,M M M M M

S y y Z a L f aλ λΓ ϕ = Γ ϕ = Γ + − ϕ ϕ = ϕ( ) ( ) ( ( )) ( ) . 

Таким чином, елемент f H∈  належить до ( )AR S − λ  тоді і тільки тоді, 

коли існують 2a G∈  і ( )
0
MHϕ ∈  такі, що 

 ( ) ( )
1 1 2,

( ) , , 0M M
S S

A M a A Z f A a∗
λ

λ ϕ + + ϕ =%( ) ( ) , 

тобто ( )
1 1 2,

( ) , M
SS

A Z f A M A a∗
λ

= − λ + ϕ% ( )( ) . Іншими словами, ( )Af R S∈ − λ  тоді 

і тільки тоді, коли справджується (28). Повторюючи наведені вище мірку-
вання при 0f = , переконуємося у правильності рівності (29). Лему 

доведено.  

Покладемо 
def

, 1 2( )S SA A M Aλ λ += . 

Наслідок 2. Існує гомеоморфізм , ,1, ker ( )S SG TλΠ ∈ − λB( ) такий, що 

 1
0 , 1 ,( ) ( ) ( )A S SR S R S A R A−

λ λ− λ = − λ ⊕ Π ( ) . (32) 

Д о в е д е н н я. Покажемо спочатку, що  

 
,

ker ker( )
S

Z T∗
λ

↓ − λ =% {0}( ) . (33) 

Дійсно, нехай ker ( )u T∈ − λ , 
,

0
S

Z u∗
λ

=% . Оскільки 
,

ker ( )
S

R Z T
λ

= − λ%( )  

(див. зауваження 4), то існує пара ,1( , ) Sa Gϕ ∈  така, що ( )
, , M

SZ a uλ ϕ =% ( ) . 

Маємо: 
, , ,

0 ( , )
S S S

Z u Z Z a∗ ∗
λ λ λ

= = ϕ% % % , а тому 
2 2

,
( , ) 0

S
Z a u

λ
ϕ = =% . Далі,  

 ,1 ,1S SR L R Z G∗
λ λ

Γ ≡ =%( ) ( ) . (34) 

(Нагадаємо, що , ,1S SZ L∗
λ λ= Γ% , див. зауваження 4). Справді, оскільки 

2 ,2( ) ( ) ker SR L D Lλ = = Γ , то достатньо довести, що ,1 ,2 ,1kerS S SR GΓ ↓ Γ =( ) . 

А це дійсно так, оскільки ,1 ,2 ,1 ,2( ) ( ) ( )S S S SR R RΓ ⊕ Γ = Γ ⊕ Γ , а отже, 

,1 ,2 ,1 ,1ker ( )S S S SR R G GΓ ↓ Γ = =( ) .  
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Покажемо тепер, що  

 0 ,1 0,
( ) ( ) 0SS

Z R S L R S
λ

∗
λ

↓ − λ ≡ Γ ↓ − λ =% . (35) 

Дійсно, нехай 0 2( ) ( ) ( )v R S R L D Lλ∈ − λ ⊂ − λ = , а u L vλ= . Зрозуміло, що 

0 0( ) ( )u D S D S∈ − λ = , тому ,1 0S uΓ = . 

Перш ніж переходити до побудови шуканого гомеоморфізму, зазначи-
мо, що многовид 0( )R S − λ  є замкненим в H  (це випливає з теореми про 

замкнений графік, див. [3, c. 211]), а отже, 0( ) ker( )H R S T= − λ ⊕ − λ  (див. 

зауваження 1). Виходячи звідси і беручи до уваги (34), (35), переконуємося, 

що ,1, ,
ker ( ) ( ) SS S

R Z T R Z G∗ ∗
λ λ

↓ − λ = =% %( ) .  

Таким чином, , ,1ker ( ) ker( ),S SZ T T G∗
λ ↓ − λ ∈ − λ% B( )  – гомеоморфізм (це 

випливає з (33) і теореми Банаха про обернений оператор, див. [2, c. 12]), а 

отже, 
def 1

,1,
( ) ker ( ) , ker ( )S SS

Z T G T∗ −
λ

Π λ ↓ − λ ∈ − λ= %( ) ( )B  – гомеоморфізм 

,1 ker ( )SG T→ − λ . 

Доведемо співвідношення (32). Для цього зазначимо, що f H∈  нале-

жить до ( )AR S − λ  тоді і тільки тоді, коли існують 0 0( )f R S∈ − λ  та  

 1 0( ) ( ) ( ) ker( )A Af R S R S R S T∈ − λ Θ − λ = − λ − λ∩   

такі, що 0 1f f f= + . З другого боку, з огляду на лему 8 і формулу (35), 

( )Af R S∈ − λ ⇔ 1
1 1 ,,

ker( ) ( )SS
Z T f A R A∗ −

λλ
↓ − λ ∈%( ) , 1

1 , 1 ,( ).S Sf A R A−
λ λ∈ Π  Рів-

ність (32) доведено.  

Теорема 1. Нехай 2( ).Lλ ∈ ρ Тоді 

 i) ,dim ker( ) dim kerA SS A λ− λ = ; (36) 

 ii)  1 1 ,dim / ( ) dim ( ) / ( ) ( )A SH R S R A R A R A λ− λ = ∩( ) ( ( )) ; (37) 

 iii) ( )AR S − λ  замкнена в H  тоді і тільки тоді, коли 1
1 ,( )SA R A−

λ  

замкнена в ,1SG ; 

 iv) ( )ASλ ∈ρ  тоді і тільки тоді, коли ,ker SA λ = {0}  і 1 ,( ) ( )SR A R A λ⊂  

(тобто, коли 1
, 1 ,1 ,2( , )S S SA A G G−
λ ∈ B ). У цьому випадку  

 1 1
, , 1 ,

( )A S S S
S L Z A A Z− − ∗

λ λ λ λ
− λ = − % , (38) 

а компактність оператора 1( )AS L−
λ− λ −  рівносильна компактності 

оператора 1
, 1SA A−
λ : 

 1 1
, 1 ,1 ,2( ) ( ) ( , )A S S SS L H A A G G− −

λ ∞ λ ∞− λ − ∈ ⇔ ∈B B . 

Д о в е д е н н я.  і). Співвідношення (36) випливає з (29) і непе-
рервної оборотності оператора ,SZ λ . 

іі). Нехай 1
, 1 , 1ker( ) ( )

.
S ST A R A−

λ λ− λ = Π + L( ) , тобто  

 1 1
, ,1 , 1 , , , 1( )S S S S S SG A R A− −
λ λ λ λ λΠ = Π + Π Π L( ) ( ) ,  

а тому  
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 1 1
,1 1 , , 1( )

.
S S SG A R A− −

λ λ= + Π L . (39) 

Беручи до уваги (32) і (39), бачимо, що  

 0( ) ker( )
.

H R S T= − λ + − λ =  

 1
0 , 1 , 1 1( ) ( ) ( )

. . .
S S AR S A R A R S−

λ λ= − λ + Π + = − λ +L L( ) . 

Таким чином, 

 1 1
1 1 ,1 1 ,dim / ( ) dim dim dim / ( )A S SH R S G A R A− −

λ λ− λ = = Π =L L( ) ( ) . 

Але 1 1
1 , 1 1 ,( ) ( ) ( )S SA R A A R A R A− −

λ λ= ∩( ) , тому рівність (37) рівносильна такій: 

1
,1 1 1 ,dim / ( ) ( )S SG A R A R A−

λ∩( ( )) . Доведемо цю рівність. Нехай  

 1
,1 1 1 ,( ) ( )

.
S SG A R A R A−

λ= + L∩( ) , (40) 

тоді 1 1 , 1( ) ( ) ( )
.

SR A R A R A Aλ= + L∩( ) . Якщо ∈ Ll  і 1 0A =l , то 

 1 1
1 1 1 ,0 ( ) ( )SA A R A R A− −

λ∈ ⊂ ∩{ }( ) ( )l , 

а тому 1
1 1 ,( ) ( )SA R A R A−

λ∈ L∩ ∩( )l , так що 0=l  (оскільки сума (40) є пря-

мою). Зі сказаного в попередньому реченні випливає, що dim =L  

1dim A= L , а отже, 

  1
,1 1 1 ,dim / ( ) ( ) dimS SG A R A R A−

λ = =L ∩( ( ))  

 1 1 1 ,dim dim ( ) / ( ) ( )SA R A R A R A λ= =L ∩( ( )) . 

Твердження іі) доведено. 

ііі). Правильність цього твердження випливає безпосередньо з (32). 

iv). Із (36), (37) випливає, що  

 ,ker( ) kerA SS A λ− λ = ⇔ ={0} {0} , (41) 

 1 ,( ) ( ) ( )A SR S H R A R A λ− λ = ⇔ ⊂ . (42) 

Враховуючи (41), (42) і беручи до уваги зауваження 1, отримуємо 

 1 1
, 1 ,1 ,2( ) ( ) ,A S S SS H A A G G− −
λ− λ ∈ ⇔ ∈B B( ) . 

Припустимо, що умови (41), (42) справджуються. Знайдемо резольвенту 
відношення AS . Задачу можна сформулювати так: 

Нехай ( )Af R S H∈ − λ =( ) . Знайти y H∈  таке, що ( , ) Ay f S∈ − λ . 
Повторюючи міркування, використані про доведенні леми 8, отримуємо 

 ( )
,2( , ) : M

Sy f S a G y Z a L fλ λ∈ − λ ⇔ ∃ ∈ = + − ϕ( )  

(див. (30)), при цьому ( )Af R S∈ − λ  тоді і тільки тоді, коли 

 ( )
, 1 ,

, M
S S

A a A Z f∗
λ λ

ϕ = − %( ) . (43) 

Підставляючи (43) у (30), отримуємо 1
, , 1 ,S S S

y L f Z A A Z f− ∗
λ λ λ λ

= − %  (нагадаємо, 

що ( ) ( )
, , M M

SZ a Z a Lλ λ λϕ = − ϕ( ) , див. (11)). Рівність (38) доведено. 

Доведемо останнє твердження. Нехай 2( ) ( )AL S∈λ ρ ρ∩ , 1( )AS L−
λ− λ − =  

1
, , 1 ,

( )S S S
Z A A Z H− ∗

λ λ ∞λ
= ∈% B . Тоді 
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 1
, , 1 ,

ker ( ) ker ( ),S S S
Z A A Z T T H− ∗

λ λ ∞λ
− ↓ − λ ∈ − λ% B ( ) , 

а отже,  

 1 1
, , 1 , , , 1 ,1,

( , )S S S S S SS
Z A A Z Z A A G H− ∗ −

λ λ λ λ λ ∞λ
− Π = − ∈% B . 

Оскільки ,ker SZ λ = {0} , ,( ) ker( )SR Z Sλ = − λ , то, за теоремою Банаха 

про обернений оператор, 1
, ,2ker ( ),S SZ S G−
λ ∈ − λB( ) , а тому 1

, 1SA A−
λ =  

1 1
, , , 1 ,1 ,2( , )S S S S SZ Z A A G G− −
λ λ λ ∞= ∈ B . Навпаки, якщо 1

, 1 ,1 ,2( , )S S SA A G G−
λ ∞∈ B , то 

1( ) ( )AS L H−
λ ∞− λ − ∈ B , що випливає з (38). Теорему доведено.  

3. Критерії розв’язності у випадку, коли A  – нормально розв’язний 
оператор. Нагадаємо, що під F  розуміємо деякий комплексний гільбертів 
простір такий, що dim dim SF G= , а під ( , )SA G F∈ B  – такий оператор, що 

kerA SS A= Γ , де AS  – досліджуване відношення (див. Вступ). Нехай 
def

1 ( )F R A= . Нижче скрізь вважаємо, що A  – нормально розв’язний 

оператор. У цьому випадку твердження, висловлені в теоремі 1, допускають 
деякі уточнення. 

Лема 9. Нехай 1( )R A F=  і 2( )Lλ ∈ ρ . Існує гомеоморфізм  

 ,2,
, ker( )SS

G S
λ

Π ∈ − λ% B( )   

такий, що  

 0 , ,A S SR S R T R A∗ ∗
λ λ− λ = − λ ⊕ Π%( ) ( ) ( ) . (44) 

Д о в е д е н н я. Міркуючи, як при доведенні наслідку 2, бачимо, що  

 , , ,2ker ker ( ) , ker ( )S S SZ S R Z S G∗ ∗
λ λ↓ − λ = ↓ − λ ={0}( ) ( ) , 

тому 
def 1

, , ,2ker ( ) , ker ( )S S SZ S G S∗ −
λ λΠ ↓ − λ ∈ − λ=% B( ) ( ) – гомеоморфізм 

,2 ker ( )SG S→ − λ . Відмітимо, що ( )g R T∈ − λ  тоді і тільки тоді, коли існує 

( ) ( )
0, [ ]L Lz D M Hϕ ∈ ⊕( )  таке, що ( )Lg M z= − λ + ϕ( ) , тобто ( )LM z g− λ = − ϕ( ) , 

а отже, при деякому ,1Sa G∈  

 ( )Lz M g M Z a
λ λ λ

= − ϕ + % . (45) 

Далі, виходячи з (3)–(5) і результатів праці [21], неважко показати, що 
якщо A  – нормально розв’язний оператор, то  

 ( ) ( )
1 ,1 2, | : ,L L

A SS z Mz T h F z A h∗ ∗= + ϕ ∈ ∃ ∈ Γ ϕ =%{( ) ( ) , 

 ( )
,2 1, L

S z A h∗Γ ϕ = −% ( ) } . (46) 

Беручи до уваги (45), (46), робимо висновок, що елемент g R T∈ − λ( )  

належить до *
AR S − λ( )  тоді і тільки тоді, коли при деякому 1h F∈  

 ( ) ( )
,1 1 0, ,L M

S z z P zΓ ϕ = Γ − =% ( ) ( )  

 ( ) ( ) ( )
1 1 1 0,L M LM g M Z a P M g M Z a

λ λ λ λ λ λ
= Γ − Γ ϕ + Γ − − ϕ + =% %% % %( ( ))  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0( ) ,L M M L MZ g Z M a P M g P M P Z a∗ ∗

λ λ λ λ λ
= − ϕ + λ − + ϕ − =%( )  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0( ) ,L M M LM a Z P Z a P M∗

λ λ λ
= λ − ϕ − + ϕ +%%( )  

 ( )
0 2, MZ g P M g A h∗ ∗

λ λ
+ − =( ) , 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
,2 2 2 2 2, , ,L L L L

S z z M g M Z aλλ λ
Γ ϕ = Γ ϕ = Γ − Γ ϕ + Γ ϕ%% % % %( ) ( ) ( ) . 

Таким чином, Ag R S∗∈ − λ( )  тоді і тільки тоді, коли (див. (22)) існує 

1h F∈  таке, що  

 
( )

, 2
, ,( )

1

( ) ,

,

L
S S

S SL

M a Z g A h
Z g A h

a A h

∗ ∗
∗ ∗λ

λ λ∗

 λ ϕ + = ⇔ =
ϕ = −

% ( )

( )
.  

Іншими словами, Ag R S∗∈ − λ( )  тоді і тільки тоді, коли , ,( )S SZ g R A∗ ∗
λ λ∈ . 

Зокрема,  

 0( ) ( )Ag R S R T∗ ⊥∈ − λ − λ =∩  

 ( ) ker ( )AR S S∗= − λ − λ ⇔∩  

 , ,,
ker ( ) ( ) ( )S SS

Z S g R A g R A∗ ∗ ∗
λ λ λλ

⇔ ↓ − λ ∈ ⇔ ∈ Π%( ) . 

Співвідношення (44) доведено.  

Наслідок 3.  

 1 ,,
ker kerA SS

S Z A A∗ ∗ ∗
λλ

− λ = %( ) . (47) 

Д о в е д е н н я. Щоб переконатись у правильності (47), достатньо 
повторити міркування, використані при доведенні леми 9, коли 0g = . 

Теорема 2. Нехай 1( )R A F= , 2( )Lλ ∈ ρ . Тоді 

 i) ,dim ker dim kerA SS A∗ ∗
λ− λ =( ) ; (48) 

 ii) ,2 ,dim / dim / ( )A S SH R S G R A∗ ∗
λ− λ =( ( )) ( ) ; (49) 

 iii) ( )AR S − λ  замкнена в H  тоді і тільки тоді, коли ,SA λ  – 

нормально розв’язний оператор. У цьому випадку  

 1 ,dim ( ) dim ( )A SH R S F R A λΘ − λ = Θ( ) ( ) ; (50) 

 iv) ( )ASλ ∈ ρ  тоді і тільки тоді, коли 1
, 1 ,2( , )S SA F G−
λ ∈ B . У цьому ви-

падку 1
1 ,1 1( ) ( ) ,A SS L H A G F−

λ ∞ ∞− λ − ∈ ⇔ ∈B B ( ) . 

Д о в е д е н н я. i). Зрозуміло, що 1 1( ) ( ) ( )R A R A R A Fλ+ = = , тому 

1ker kerA A∗ ∗
λ =∩ {0} . Звідси, з (47) і неперервної оборотності оператора 

,SZ λ
%  випливає (48).  

ii). Нехай  

 , ,ker ( )
.

S SS R A∗
λ λ− λ = Π + L% ( ) . (51) 

З (51) випливає, що  

• * *
0 , ,

. . .
S S AH R T R A R Sλ λ= − λ + Π + = − λ +L L%( ) ( ) ( )  (див. (44)), так що 

 dim / ( ) dimAH R S∗ − λ = L( ) ; 

• 1 1
,2 , , ,ker ( ) ( )S S S SG S R A− ∗ −

λ λ λ= Π − λ = + Π L% % , так що 

• 1
,2 , ,dim / dim dimS S SG R A∗ −

λ λ= Π =L L%( ( )) . 

Рівність (49) доведено. 
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iii). Оскільки 0( )R T − λ  – замкнений многовид (це випливає з теореми 

про замкнений графік [3, c. 211]), то правильність цього твердження випли-
ває безпосередньо з (44). При цьому потрібно взяти до уваги теорему про 
одночасну нормальну розв’язність взаємно спряжених лінійних відношень, 
зокрема лінійних операторів [3, c. 295; 16] та твердження а) з зауваження 1. 
Беручи до уваги згадані у попередньому реченні твердження, а також (48), 
(49), бачимо, що має місце (51). 

iv). Беручи до уваги (36) і (50) (див. також зауваження 1), отримуємо 

 ( ) ker( )A AS Sλ ∈ ρ ⇔ − λ = {0} , 

 ,( ) kerA SR S H A λ− λ = ⇔ = {0} , 

 1
, 1 , 1 ,2( ) ,S S SR A F A F G−
λ λ= ⇔ ∈ B( ) . 

Далі, з огляду на теорему 1, компактність оператора 1( )AS L−
λ− λ −  

рівносильна компактності оператора 1
, 1SA A−
λ , компактність якого, в свою 

чергу, рівносильна компактності оператора 1A , оскільки 1
, 1 ,2( , )S SA F G−
λ ∈ B . 

Теорему доведено.  

Зауваження 5. У випадку, коли ( )AR S − λ  не є замкненим, під розмір-
ністю многовиду у (37) і (49) слід розуміти його алгебричну розмірність. 
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О РАЗРЕШИМЫХ РАСШИРЕНИЯХ НЕКОТОРЫХ НЕПЛОТНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ 
ОПЕРАТОРОВ И РЕЗОЛЬВЕНТАХ ТАКИХ РАСШИРЕНИЙ 
 
В терминах абстрактных краевых условий исследован один класс расширений 
конечномерного сужения замкнутого плотно определенного линейного оператора в 
гильбертовом пространстве. С применением методов теории линейных отноше-
ний найдены резольвентные множества и построены резольвенты рассматривае-
мых расширений, множество которых параметризируется некоторым вспомога-
тельным оператором. В случае, когда этот оператор является нормально раз-
решимым, представлены определенные уточнения основных результатов. 
 
ON SOLVABLE EXTENSIONS OF SOME NONDENSELY DEFINED OPERATORS 
AND THE RESOLVENTS OF SUCH EXTENSIONS 
 
In the terms of abstract boundary conditions, a class of the extensions of finite-
dimensional restriction of closed densely defined linear operator acting in Hilbert space 
is investigated. Applying the methods of the theory of linear relations, the resolvent sets 
and the resolvents of considered extensions are established. The set of such extensions is 
parameterized with some auxiliary operator. Under the assumption that this operator is 
normally solvable, certain refinements of the main results are indicated. 
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