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ПРО КРАТНОСТІ ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ КОРЕНІВ, 
СТЕПЕНІ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ДІЛЬНИКІВ І ФАКТОРИЗАЦІЮ 
МНОГОЧЛЕННИХ МАТРИЦЬ 
 

Íåõàé ( )A x  – ðåãóëÿðíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ m  íàä ê³ëüöåì ìíî-

ãî÷ëåí³â x[ ]P , äå P  – àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíå ïîëå, ( ) js
jx − β  – ¿¿ åëåìåíòàðí³ 

ä³ëüíèêè ñòåïåí³â 2,  1, ,js j p> =  , à ðåøòà ¿¿ åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â º 

ñòåïåí³â, íå âèùèõ í³æ 2. Äîâåäåíî, ùî, êîëè 1 2 ps s s s m p+ + + = ≤ + , òî 

ìàòðèöÿ ( )A x  ðîçêëàäàºòüñÿ íà ìíîæíèêè 1( ) ( ) ( ) ( )t tA x Ex B Ex B C x= − − , 

1t m p s≥ + + − , äå E  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. 

 
Íåõàé P  – àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, ( )A x  – 

ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ³ç ( , ( ))n xM P , òîáòî 

 
0

( ) ,         ( , )
m

m i
i i

i

A x A x A n−

=

= ∈∑ M P . 

Ìàòðèöþ ( )A x  íàçèâàþòü ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî 0A  – íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ, ³ 

óí³òàëüíîþ, ÿêùî 0A E=  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Ìíîãî÷ëåí ( ) det ( )x A x∆ =  

íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì, à éîãî êîðåí³ – õàðàêòåðèñòè÷-
íèìè êîðåíÿìè ìàòðèö³ ( )A x . 

Â³äîìî, ùî ðîçêëàäí³ñòü íà ìíîæíèêè ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèö³ ò³ñíî ïî-
â’ÿçàíà ç êðàòíîñòÿìè ¿¿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåí³â ³ ñòåïåíÿìè åëåìåíòàð-
íèõ ä³ëüíèê³â. Òàê, ó ðîáîò³ [4] äîâåäåíî, ùî ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ( )A x  ðîç-
êëàäàºòüñÿ íà ë³í³éí³ ðåãóëÿðí³ ìíîæíèêè, êîëè ¿¿ õàðàêòåðèñòè÷í³ êîðåí³ 
ìàþòü êðàòíîñò³, íå á³ëüø³ í³æ 2, à â [1], à òàêîæ ó [6, 9] – êîëè ìàòðèöÿ 

( )A x  º ïðîñòî¿ ñòðóêòóðè (¿¿ åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè ë³í³éí³). Ó [3] àíîíñîâàíî 
ðåçóëüòàò, ÿêèé ñòâåðäæóº ðîçêëàäí³ñòü íà ë³í³éí³ ðåãóëÿðí³ ìíîæíèêè 
ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèö³ ñòåïåíÿ 2, åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè ÿêî¿ º ñòåïåí³â, íå 
âèùèõ í³æ 2. Ó ïðàöÿõ [5, 11] äîâåäåíî öåé ôàêò ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, 
ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàòè ç ðîáîòè [4]. Ó [10] äîâîäèòüñÿ, ùî öåé 
ðåçóëüòàò â³ðíèé, êîëè â ìàòðèö³ ( )A x  º ò³ëüêè îäèí åëåìåíòàðíèé ä³ëüíèê 
ñòåïåíÿ 3, à ðåøòà – ñòåïåí³â, íå âèùèõ í³æ 2. 

Ó ö³é ðîáîò³ âñòàíîâëþºòüñÿ ðîçêëàäí³ñòü íà ìíîæíèêè ðåãóëÿðíî¿ 
ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèö³ ( )A x  ó âèïàäêó, êîëè âîíà ìàº åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè 
ñòåïåí³â, á³ëüøèõ í³æ 2 ³ 3. Îêðåì³ ôàêòè, íàâåäåí³ â ö³é ñòàòò³, àíîíñîâàíî 
â [7, 8]. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì º íàñòóïíà 

Òåîðåìà. Íåõàé ( ) ( , [ ])A x n x∈ M P  – ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ m  ³ 

 1( ) ,       2,      1, ,ir
i ix r i p− α ≤ =  , 

 2 2( ) ,       2,      1, , ,     1js
j jx s j p p− β > = ≥ , (1) 

– ¿¿ åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè. ßêùî 

 
2

2
1

p

j
j

s s m p
=

= ≤ +∑ , (2) 

òî ( )A x  ðîçêëàäàºòüñÿ íà ìíîæíèêè 

 1( ) ( ) ( ) ( )t tA x Ex B Ex B C x= − − , (3) 

äå 2 1t m p s≥ + + − . 
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Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè ñôîðìóëþºìî äîïîì³æí³ òâåðäæåííÿ. 

Íàäàë³ ÷åðåç ( )iAd x  áóäåìî ïîçíà÷àòè íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê 

ì³íîð³â i -ãî ïîðÿäêó ìàòðèö³ ( ),iA x ñêëàäåíî¿ ³ç äåÿêèõ i  ðÿäê³â ìàòðèö³ 

( )A x , i n< .  

Îçíà÷åííÿ 1. ²ç ìàòðèö³ ( ) ( , [ ])A x n x∈ M P ìîæíà âèä³ëèòè ðåãóëÿðíèé 

ìíîæíèê ïîðÿäêó k n≤ , ÿêùî ³ñíóº ìàòðèöÿ ( , )Q n∈ GL P  òàêà, ùî 

 
( )

( ) ( )k

n k

B x
QA x C x

E −
=

0
0

, 

äå ( )kB x  – ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó k ; n kE −  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïî-

ðÿäêó n k− . 

Ëåìà 1. Íåõàé ( ) ( , [ ])A x n x∈ M P  – ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ m  ç 
åëåìåíòàðíèìè ä³ëüíèêàìè âèãëÿäó (1). ßêùî 

 
2

2
1

p

j
j

s s m p
=

= ≤ +∑ , 

òî ç ìàòðèö³ ( )A x  âèä³ëÿºòüñÿ ë³í³éíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ïðîñòî¿ 

ñòðóêòóðè ïîðÿäêó .
2
nk ≥   

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè 

 
1

1 2
1

2 ,       ,        
p

i
i

r r p s m p r s mn
=

= ≤ ≤ + + =∑ , 

òî 1 22p m p mn+ + ≥ . Çâ³äñè îäåðæóºìî, ùî  

 2
1

( 1)
2 2

pm n
p

−≥ − , 

îòæå, ê³ëüê³ñòü óñ³õ åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ ( )A x  º  

 2
1 2

( 1)
2 2

pm n
p p

−+ ≥ + . 

Îñê³ëüêè 2p  – ê³ëüê³ñòü åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ ( )A x  êðàòíîñòåé, 

íå ìåíøèõ í³æ 3, òî 23p s≤  àáî 2 23p m p≤ + . Îòæå, 21
2
mp≤ ≤ .  

Äëÿ âèä³ëåííÿ ³ç ìàòðèö³ ( )A x  ë³í³éíîãî ðåãóëÿðíîãî ìíîæíèêà ïðîñ-

òî¿ ñòðóêòóðè ïîðÿäêó k  äîñòàòíüî, ùîá ìàòðèöÿ ( )A x  ìàëà d  åëåìåí-
òàðíèõ ä³ëüíèê³â, äå 

 
( 1) , 2 ,

, 2 1.

m n
d

m n

− =>  = +

 
 

 

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâ³ðÿºòüñÿ, ùî 1 2p p d+ ≥ . Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé 

 
,

11
( ) ( ) ( ) diag ( , ) ( )

k n

k i ij k kA x x a x x x A x= − α = − α − α   . 

ßêùî äëÿ äåÿêî¿ ìàòðèö³ ( ) ( , )kQ x k∈ GL P  ³ êîðåíÿ jγ  ìíîãî÷ëåíà ( )kAd x


 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k j i j inQ A x x b x x b x
∗

= − γ − γ =
∗
  

 diag (1, ,1, ,1, ,1) ( )j kx B x= − γ   
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(òóò ñèìâîëîì «∗ » ïîçíà÷åíî ðÿäêè ìàòðèö³ ( )kA x , ùî çàëèøèëèñÿ áåç 

çì³í), òî êàæåìî, ùî êîð³íü jγ  ìîæíà âèä³ëèòè â ìàòðèö³ ( )kA x  ç i -ãî 

ðÿäêà çàì³ñòü êîðåíÿ iα . 

Ëåìà 2. Êîæíèé êîð³íü jγ  ìíîãî÷ëåíà ( )kA
kd x


 ìîæíà âèä³ëèòè â ìàò-

ðèö³ ( )kA x  çàì³ñòü äåÿêèõ êîðåí³â iα  ç â³äïîâ³äíèõ ðÿäê³â, ïðè÷îìó, ÿê-

ùî jγ  âèä³ëÿºòüñÿ ò³ëüêè çàì³ñòü ,  1,i i pα =  , ³ç ðÿäê³â ( )
ij

xa , 

1, ,i p=  , ìàòðèö³ ( )kA x , òî ðÿäêè ( ),  1, ,
ij j i pγ = a , º ë³í³éíî çàëåæ-

íèìè. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíà.  
ßêùî òåïåð ïðèïóñòèòè, ùî ðÿäêè ( ),  1, ,

ij j i pγ = a , ë³í³éíî íåçà-

ëåæí³, òî jγ  ìîæíà áóëî áè âèä³ëèòè â ìàòðèö³ ( )kA x  çàì³ñòü äåÿêîãî rα  

³ç r -ãî ðÿäêà, äå ,  1, ,ir j i p≠ =  , ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ ëåìè. ◊ 
Ä î â å ä å í í ÿ òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî åëåìåíòàðí³ ä³ëü-

íèêè ìàòðèö³ ( )A x  º ïîïàðíî âçàºìíî ïðîñòèìè.  
Íà ï³äñòàâ³ ëåìè 1 äëÿ äåÿêî¿ ìàòðèö³ ( , )Q n∈ GL P  ìàºìî çîáðàæåííÿ 

ìàòðèö³ ( )A x : 

 
( ) ( )

( )
( )

k k

n k n k

B x A x
QA x

E A x− −
= ⋅

0
0


, 

äå 1( ) diag ( , , ),  
2k k
nB x x x k= − α − α ≥ . 

Ìíîæèíó õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåí³â 1, , kα α{ }  ïîçíà÷àòèìåìî ÷å-

ðåç K . Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí 

 
( )

( )
det ( ) ( )kA

k

x
v x

B x d x

∆=  . 

ßêùî 3
4
nk < , òî äëÿ äåÿêèõ êîðåí³â iγ  ìíîãî÷ëåíà ( )v x  ìàºìî, ùî 

( ) 0kA
id γ ≠


, òîáòî ðÿäêè ìàòðèö³ ( )k iA γ  ë³í³éíî íåçàëåæí³. Î÷åâèäíî, ùî 

,iγ ∈ K  òîáòî .i iγ = α  Òîìó ìîæåìî ïðîäîâæèòè âèä³ëåííÿ ³ç ìàòðèö³ 

 
( )
( )

k

n k

A x
A x−


 (4) 

ìíîæíèê³â âèãëÿäó  

 ( )  diag (1, , 1, , 1, ,1)i iD x x= − α  . (5) 

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæèìî òàêå çîáðàæåííÿ ìàòðèö³ ( )A x : 

 ( )RA x =
1

( )

( )

( )
( )

( )
( )

k

k

n k

n k

B x
A xx
A x

x A x
E

− +

− +

− α
∗ ⋅

∗ − α

0 0
0

0

0 0


 

 


, (6) 

äå ( , )R n∈ GL P  ³ 3
4
nk + ≥ . Äàëüøå öåé ïðîöåñ ïðîäîâæèòè íå ìîæíà.  

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä êîðåí³â 1, ,α α   ³ êîðåí³â ³ç ìíîæèíè K  ìî-

æóòü áóòè jβ , òîáòî äåÿê³ i jα = β . Êð³ì òîãî, âèä³ëåííÿ ìíîæíèê³â âèãëÿäó 
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(5) ³ç ìàòðèö³ (4) ïðîâåäåíî òàê, ùî â ïåðøîìó ç³ ñï³âìíîæíèê³â ó ðîçêëàä³ 
(6) ìàòðèö³ ( )A x  êîðåí³ 2, 1, ,j j pβ =  , º êðàòíîñòåé, íå á³ëüøèõ í³æ 2. 

Îòæå, ç ìàòðèö³ ( )A x  âèä³ëåíî ë³í³éíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ïîðÿäêó 

k +  . ßêùî k n+ < , òî ïîêàæåìî, ùî, âèõîäÿ÷è ç (6), ìîæíà âèä³ëèòè ç 
ìàòðèö³ ( )A x  ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ïîðÿäêó 1k + + . 

Ó ðîçêëàä³ (6) ìàòðèö³ ( )A x  ïåðøèé ìíîæíèê çâîäèìî ïîä³áíèìè ïå-
ðåòâîðåííÿìè äî æîðäàíîâî¿ ôîðìè, ïîò³ì íàëåæíèì ÷èíîì ïåðåñòàâëÿºìî 
éîãî ðÿäêè òà ñòîâïö³, ìíîæèìî íà äðóãèé ìíîæíèê ³ îäåðæóºìî ìàòðèöþ 

 ( )TA x =  

 

1 11 1 1

1

1

1 1,1 11 1 1, 1

,1 ,1 , ,

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(

n

n

k k k kn

k k n n

k k n n

n k

x a x x a x

x a x x a x

x a x x a x
x a x a x x a x a x

x a x a x x a x a x

A

+ +

+ +

− +

− α − α

− α − α

− α − α=
− α + − α +

− α + − α +

 
  
 

  
 

   
  

   

   

     

 )x

=  

 

( )

( )
( )

( )

k

n k

A x
A x

A x− +

= 



. (7) 

Íåõàé òåïåð 

 
2

1

( ) ( ) ( ),       ( ) 0,     1jk

p
qA

j j j
j

d x x v x v q s+

=

= − β β ≠ ≤ ≤∏ , 

äå 

 
( )

( )
( )

k
k

A x
A x

A x+ =


. 

Óòâîðèìî ìíîãî÷ëåíè 

 
2

1 1
1

( )
( ) ( ) ( ),     ( ) 0,    0 1

( )
j

k

p
f

j j jA
j

x
g x x u x u f s

d x+
=

∆= = − β β ≠ ≤ ≤ −∏


, (8) 

³ 

 
2

1
1 1

1

( ) ( ) ( )j

p
f

j
j

g x x u x
=

= − β∏ , (9) 

äå 1 2

0, 1,
        1, ,

1, 1,
j

j
j

q
f j p

q

>= = =
 . 

Íàäàë³ áóäåìî ïîçíà÷àòè 

 
2 2

1 1

,            
p p

j j
j j

q q f f
= =

= =∑ ∑ . 

Ìíîãî÷ëåí 1( )g x  ìàº ëèøå ïðîñò³ êîðåí³ ³ 1 | .kAg d  Ìíîæèíó éîãî êîðåí³â 

ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
1g

M . 

Ïîêàæåìî, ùî 
1g

≠ ∅M , òîáòî 1deg 0g > . 



 11 

Îñê³ëüêè 

 deg ,      deg ( ) ,       0k lAmn d m k+∆ = = + − ω ω ≥ , (10) 

òî 

 deg deg deg ( ( ))k lAg d m n k+= ∆ − = − + + ω . (11) 

Àëå k n+ < , òîìó ç (11) ìàºìî, ùî 

 deg g m≥ + ω . (12) 

Íåõàé ó ìíîãî÷ëåí³ 1( )g x  â (9) 1 1if =  äëÿ 1 1 21, , , 0i r r p= ≤ ≤ , à ðåøòà 
äîð³âíþþòü íóëåâ³. Òîä³, âðàõîâóþ÷è (12), ìàºìî 

 1 1 1deg degg g f r m f r= − + ≥ + ω − + . (13) 

Òåïåð f s q= −  ³ 2 2,  s m p q p≤ + ≥ . 
Íåõàé  

à) 2q p> . Òîä³ 2 2s q m p p− < + − , òîáòî f m< . Îñê³ëüêè 1 0r ≥ , òî 

ç (13) ìàºìî, ùî 1deg 0g > . 

á) 2q p= . Îñê³ëüêè 21,  1, ,iq i p≥ =  , òî öå îçíà÷àº, ùî 1iq =  äëÿ 

âñ³õ 21, ,i p=  , òîìó 1 1,if = äëÿ âñ³õ 21, ,i p=  , ³, îòæå, 1 2 1r p= ≥ . Òîìó 

f m≤  ³ ç (13) ìàºìî, ùî 1deg 0g > . Îòæå, 
1g

≠ ∅M . 

Íåõàé òåïåð íà îñíîâ³ ëåìè 2 êîæíèé êîð³íü jγ  ìíîãî÷ëåíà 1( ),g x  

òîáòî ç ìíîæèíè 
1g

M , ìîæíà âèä³ëèòè â ìàòðèö³ ( )kA x  ç (7) çàì³ñòü äå-

ÿêèõ êîðåí³â iα  ç ìíîæèíè 1 ⊂K K  ³, íàâïàêè, çàì³ñòü êîæíîãî êîðåíÿ ³ç 

ìíîæèíè 1K  ìîæíà âèä³ëèòè â ìàòðèö³ ( )kA x  äåÿêèé êîð³íü jγ  ç ìíîæèíè 

1
.gM  Òàêó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ åëåìåíòàìè öèõ ìíîæèí ïîçíà÷èìî òàê: 

 
11 g⇔K M . (14) 

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò³ ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíà 1K  ñêëàäåíà 

ç êîðåí³â 
11, , kα α{ } , áî â ³íøîìó ðàç³ êîðåí³ òà ðÿäêè, â ÿêèõ âîíè çíàõî-

äÿòüñÿ, ìîæíà ïåðåíóìåðóâàòè. 
Ïîêëàäåìî, ùî 1 1, ,⊂ = α αK K  { } . Â ³íøîìó âèïàäêó, ÿê áóäå ïî-

êàçàíî äàë³, âñå äîâåäåíî. 
Ìàòðèöÿ 

 1

1 1 1

,

11
( ) ( ) ( ) diag ( , , ) ( )

k n

k i ij k kA x x a x x x A x= − α = − α − α    

ñêëàäåíà ç ïåðøèõ 1k  ðÿäê³â ìàòðèö³ ( ),kA x  à ìàòðèöÿ 
1
( )k kA x+ −  îäåðæà-

íà ç ìàòðèö³ ( )kA x+  âèêðåñëþâàííÿì 1k  ðÿäê³â ç íîìåðàìè 1, 2,k k+ +  , 

1k k+ . Âðàõîâóþ÷è (14) ³ ëåìó 2, ìàºìî, ùî 1
1( ) | ( )kA

g x d x


, à òîìó 

 1 1deg ( 1)g m k≤ − . (15) 

Òåïåð óòâîðèìî ìíîãî÷ëåíè 

 
2

1
1

1 1 1
1

1

( )
( ) ( ) ( ),    ( ) 0

( ) ( )

k
j

k k

pA
t

j jk
A j

i
i

d x
h x x v x v

d x x

+

+ − =

=

= = − β β ≠

− α
∏

∏





, (16) 

³ 
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2

1
1 1

1

( ) ( ) ( )j
p

t
j

j

h x x v x
=

= − β∏ , (17) 

äå 
1

1 2
1

0, 1,
          1, ,

1, 1,
j

j
j

q
t j p

q

>= = =
 , 

1jq  – êðàòíîñò³ êîðåí³â 2, 1, ,j j pβ =  , ó ìíîãî÷ëåí³ 
1

1

1

( ) ( )k k
k

A

i
i

d x x+ −

=

− α∏ . 

Êîðåí³ ìíîãî÷ëåíà 1( )h x  ïðîñò³, ¿õ ìíîæèíó ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
1
.

h
M   

Äîâåäåìî, ùî 
1h

≠ ∅M  , òîáòî 1deg 0h > . 

Íåõàé ó ìíîãî÷ëåí³ 1( )h x  (ôîðìóëà (17)) 1 1it =  äëÿ 21, ,i r=  , 

2 20 r p≤ ≤ . Òîä³ ç (16) ³ (17) ìàºìî 

 1
1 1 2 1 2deg deg deg deg k kk

AAh h t r d d k t r+ −+= − + = − − − +  , (18) 

äå 
2

1

p

j
j

t t
=

= ∑ . Âðàõîâóþ÷è (10) ³ òå, ùî 1
1deg ( )k kA

d m k k+ − ≤ + −  , ³ç ñï³ââ³ä-

íîøåííÿ (18) îäåðæèìî 

 1 1 2deg ( 1)h m k t r≥ − − ω − + . (19) 

²ç (13) ³ (15) ìàºìî, ùî 1 1( 1)m k m f r− ≥ + ω − + . Òîìó ç (19) îäåðæóºìî 

 1 1 2deg ( )h m f t r r≥ − + + + . (20) 

Àëå ( ) ( )f t s q q q s q+ = − + − = −  , 2s m p≤ + , ³ 2q p≥ , äå 
2

1
1

p

j
j

q q
=

= ∑ . 

Íåõàé 

à) 2q p> . Òîä³ 2 2s q m p p− < + − , òîáòî  

 f t m+ < , (21) 

³ ç (20) îäåðæóºìî, ùî 1deg 0h > . 

á) 2q p= . Öå îçíà÷àº, ùî 1 1iq =  äëÿ âñ³õ 21, ,i p=  , òîìó 1 1it =  

äëÿ âñ³õ 21, ,i p=  , òîáòî 2 2 1r p= ≥ . Òîä³  

 f t m+ ≤  (22) 

³ ç (20) âèïëèâàº, ùî 1deg 0h > , òîáòî 
1

.
h

≠ ∅M   

Ðÿäêè ï³äìàòðèöü ( )kA x  ³ ( )A x  ³ç ôîðìóëè (7) º ïîïàðíî «çâ’ÿçíèìè», 

òîáòî, ÿêùî ç i -ãî ðÿäêà 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i inx x a x x a x= − α − α a  ìàòðèö³ 

( )kA x  âèíåñåíî ìíîæíèê ix − α  (ç ìàòðèö³ ( )TA x  ç ôîðìóëè (7) – â³ä-

ïîâ³äíî ìíîæíèê âèãëÿäó diag (1, ,1, ,1, ,1)ix − α  ), òî, â³äíÿâøè ðÿäîê 

1( ) ( )  ( )i i inx a x a x=  a  ìàòðèö³ ( )A x  â³ä (k i+ )-ãî ðÿäêà 

 ,1 1 ,( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )k i i k i i i k i n inx x a a x x a x a x+ + += − α + − α +    a , 

ç îòðèìàíîãî ðÿäêà ìîæíà âèíåñòè ìíîæíèê ix − α . Òàêó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ 

ìíîæèíàìè 1K  ³ 
1h

M   áóäåìî çàïèñóâàòè òàê: 

 
1

1 h
⇐K M  . 
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Ïðèïóñòèìî, ùî 

 
1h

= ∅M K  , 

òîáòî 1 | kAh d
 . Â ³íøîìó âèïàäêó âñå âæå äîâåäåíî. 

Òåïåð óòâîðèìî ìíîãî÷ëåí 

 11
2 1 1

1

( )
( ) ,            ( ) ( ( ), ( ))

( )
kAh x

g x x h x d x
x

= δ =
δ


 . (23) 

Ïîêàæåìî, ùî 2deg 0g > . 

Íåõàé ìíîãî÷ëåíè 1( )g x  ³ç (9) ³ 1( )h x  ³ç (17) òàê³, ÿê ³ â ïîïåðåäí³õ âè-

ïàäêàõ, òîáòî ìàþòü â³äïîâ³äíî ïî 1r  ³ 2r  êîðåí³â ³ç ìíîæèíè 
21, , pβ β{ } . 

Òîä³ ç (13) ³ (19) ìàòèìåìî  

 1 1 1 1 2deg deg ( 1) ( )g h m k m f t r r+ ≥ − + − + + + . (24) 

Çâ³äñè, âðàõîâóþ÷è (21) ³ (22), îäåðæóºìî, ùî 

 1 1 1deg deg ( 1)g h m k+ > − . (25) 

Òîìó íà ï³äñòàâ³ (23) ìàòèìåìî, ùî 2deg 0.g >  

Ìíîæèíó êîðåí³â ìíîãî÷ëåíà 2 ( )g x , ÿêà íå º ïîðîæíüîþ, ïîçíà÷àºìî 

÷åðåç 
2g

M . 

Êîæíèé êîð³íü ³ç ìíîæèíè 
2g

M  ìîæíà âèä³ëèòè â ï³äìàòðèö³ ( )kA x  

çàì³ñòü äåÿêèõ êîðåí³â jα ∈ K . Âèáåðåìî ëèøå ò³, ÿê³ íå íàëåæàòü 1K . 

Ìíîæèíó òàêèõ êîðåí³â ïîçíà÷èìî ÷åðåç 2K . Îñê³ëüêè 2deg 0g > , òî 

2 ≠ ∅K . Ïîêëàäåìî, ùî 
1 1 22 1 2, , ,k k k+ += α α αK { } . Âèùåçàçíà÷åíó â³äïîâ³ä-

í³ñòü ì³æ åëåìåíòàìè öèõ ìíîæèí çàïèñóâàòèìåìî òàê: 

 
22 g⇔K M . 

Çíîâó ïðèïóñêàºìî, ùî 2 ⊂K K  , ³ óòâîðþºìî ìíîãî÷ëåíè 2( )h x  ³ 

3 ( )g x , 2 3deg 0,  deg 0h g> > , òîáòî 
2h

≠ ∅M   ³ 
3g

≠ ∅M , ³ ò. ä. ßêùî íà êîæ-

íîìó êðîö³ äëÿ ìíîãî÷ëåí³â ( )ig x  ³ ( )ih x  ³ ìíîæèí ¿õ êîðåí³â 
igM  ³ 

ih
M  , 

1, , 1i t= − , âèêîíóþòüñÿ óìîâè  

 ,        
i

i h
⊂ = ∅K K M K  , 

òî öåé ïðîöåñ íå îáðèâàºòüñÿ, òîáòî çíîâó óòâîðåí³ ìíîãî÷ëåíè ( )tg x  ³ 

( )th x  º ñòåïåí³â, á³ëüøèõ í³æ íóëü, òîáòî 
tg ≠ ∅M  ³ 

th
≠ ∅M  , ùî äîâîäèìî 

ïîä³áíî, ÿê ³ â ïîïåðåäí³õ âèïàäêàõ. Òàêèì ÷èíîì, îäåðæèìî òàê³ ï³äìíî-
æèíè õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåí³â ìàòðèö³ ( )A x  ³ â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ ¿õ åëå-
ìåíòàìè: 

 ,            ,         1, ,
i i

i g i h
i t⇔ ⇐ =K M K M   , (26) 

äå 
1 11 2, , ,

i i ii k k k− −+ += α α αK { }  ³ ,  i j i j= ∅ ≠K K , ïðè öüîìó ïîêëàäàºìî 

0 0k = . 

Îñê³ëüêè âèùåçàçíà÷åíèé ïðîöåñ íå îáðèâàºòüñÿ, òî íà äåÿêîìó êðîö³ 
îäåðæèìî, ùî 

 t ⊄K K  , òîáòî  ( \ )t ≠ ∅K K K  , (27) 
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àáî 
  

th
≠ ∅M K  . (28) 

Öå âèïëèâàº ç òîãî, ùî ,
2
nk ≥  k n+ < . Òîìó k< , òîä³ \ ≠ ∅K K  . 

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (28). Ìàòðèöÿ (7) ðîçáèâàºòüñÿ íà 
ñìóãè: 

 

1

2

1

1

1

2

1

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

t

t

t

t

n k

S x
S x

S x
S x

T TA x
S x

S x

S x

S x

A x

−

−

− +

∗
∗

=











, (29) 

äå 

 
1

,

1,1
( ) ( ) ( ) r

r

k n

r i ij k
S x x a x

− +
= − α  , 

 
1

,

, 1,1
( ) ( ) ( ) r

r

k n

r i k i j ij k
S x a x a x

−
+ +

= − α +   , 

òîáòî ñìóãà ( )rS x  ñêëàäåíà ç ðÿäê³â ï³äìàòðèö³ ( )kA x  ç íîìåðàìè 

1 11, 2, ,r r rk k k− −+ +  , à ( )rS x  – ³ç ðÿäê³â ï³äìàòðèö³ ( )lA x  ç íîìåðàìè 

1 11,  2, ,r r rk k k k k k− −+ + + + + , 1, 2, ,r t=  , ïðè÷îìó 0 0.k =  

Òîä³ â ñìóç³ ( )iS x  êîæíèé õàðàêòåðèñòè÷íèé êîð³íü ³ç ìíîæèíè 
igM  

ìîæíà âèä³ëèòè ç äåÿêèõ ¿¿ ðÿäê³â çàì³ñòü êîðåí³â ³ç ìíîæèíè iK , à òîä³ 

â³äïîâ³äíî â ñìóç³ ( )iS x  çàì³ñòü öüîãî êîðåíÿ ³ç iK  âèä³ëÿºòüñÿ äåÿêèé 

êîð³íü ³ç ìíîæèíè 
ih

M  , 1, ,i t=  .  

Îòæå, íåõàé âèêîíóºòüñÿ óìîâà (28), òîáòî ³ñíóº õàðàêòåðèñòè÷íèé êî-
ð³íü 

t
t h

λ ∈ M   òàêèé, ùî tλ ∈ K . Î÷åâèäíî, ùî tλ ∈ K \ K  . Çâàæàþ÷è íà 

ñïîñ³á óòâîðåííÿ ìíîæèí 
ih

M   ³ iK , 1, ,i t=  , ïðîâåäåìî çàì³íè åëåìåíò³â 

ì³æ öèìè ìíîæèíàìè íàñòóïíèì ÷èíîì. Êîð³íü 
t

t h
λ ∈ M K \ K ( )  ó ñìóç³ 

( )tS x  ìîæíà âèä³ëèòè ç ¿¿ äåÿêîãî ( tk k+ )-ãî ðÿäêà çàì³ñòü êîðåíÿ 
tkα ∈ 

t∈ K . Òîä³ tK  – ìíîæèíà, îäåðæàíà ç tK  çàì³íîþ 
tkα  íà tλ . Ó ñìóç³ 

( )tS x  ³ç tk -ãî ¿¿ ðÿäêà çàì³ñòü êîðåíÿ 
tkα  ìîæíà âèä³ëèòè äåÿêèé êîð³íü 

1 tt g−λ ∈ M . Òîä³ tK
  – ìíîæèíà, îäåðæàíà ç tK  çàì³íîþ 

tkα  íà 1t−λ . 

Ç³ ñïîñîáó óòâîðåííÿ ìíîãî÷ëåí³â ( )ig x  âèïëèâàº, ùî 1 |i ig h+
 , òîáòî 

1
,  1, , 1

i i
g h

i t
+

⊂ = −M M   , ³ 1 |g g , äå ìíîãî÷ëåí ( )g x  âèçíà÷åíèé ó (8). 
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Òîìó 1t−λ  º êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà 1( )th x−
 , òîáòî 

1
1

t
t h −
−λ ∈ M  .  

Òåïåð ó ñìóç³ 1( )tS x−
  êîð³íü 

1
1

t
t h −
−λ ∈ M   ìîæíà âèä³ëèòè ç ¿¿ 

( 1tk k −+ )-ãî ðÿäêà çàì³ñòü êîðåíÿ 
1 1tk t− −α ∈ K . Òîä³ óòâîðþºìî ìíîæèíó 

êîðåí³â 1t−K  ³ç ìíîæèíè 1t−K , çàì³íþþ÷è 
1tk −

α  íà 1t−λ . Ó ñìóç³ 1( )tS x−  

çàì³ñòü 
1tk −

α  ³ç äåÿêîãî ¿¿ 1tk − -ãî ðÿäêà ìîæíà âèä³ëèòè äåÿêèé êîð³íü 

12 tt g −−λ ∈ M , òîìó óòâîðþºìî ìíîæèíó êîðåí³â 1t−K
  ç ìíîæèíè 1t−K  çàì³-

íîþ 
1tk −

α  íà 2t−λ  ³ ò. ä. Íàðåøò³ 
1

1 h
λ ∈ M   ó ñìóç³ 1( )S x  ìîæíà âèä³ëèòè ç 

¿¿ ( 1k k+ )-ãî ðÿäêà çàì³ñòü êîðåíÿ 
1 1kα ∈ K , ³ òîìó óòâîðþºìî ìíîæèíó 

êîðåí³â 1K  ³ç ìíîæèíè 1K  çàì³íîþ 
tkα  íà 1λ . Ó ñìóç³ 1( )S x  çàì³ñòü 

êîðåíÿ 
1 1kα ∈ K  ìîæíà âèä³ëèòè ç äåÿêîãî ðÿäêà êîð³íü 

10 gλ ∈ M  ³ çàì³ñòü 

ìíîæèíè 1K  áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìíîæèíó 1K
 , ó ÿê³é 

tkα  çàì³íåíî íà 0λ . 

Òåïåð íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ç ìàòðèö³ (29) ìîæíà âèä³ëèòè ë³í³éíèé 

ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ( )( ) ( )k n kH x B x E+ − += ⊕
   ïîðÿäêó k +   ç õàðàêòåðèñ-

òè÷íèìè êîðåíÿìè ç ìíîæèí  

 
1

,    ,    1, , ,     \
t

i i i
i

i t
=

=K K K K
     ³ 

1

\
t

i
i=

K K  

(ç óðàõóâàííÿì ¿õ êðàòíîñòåé), òîáòî äëÿ äåÿêî¿ ìàòðèö³ 2 ( , )T n∈ GL P  îäåð-
æèìî çîáðàæåííÿ ìàòðèö³ ( )A x : 

 2 1
( )( )

( )( )
( ) kk

n kn k

G xB x
T T TA x

AE
++

− +− +
= ⋅

0
0





. (30) 

Îñê³ëüêè êîð³íü 0λ  ó ìíîãî÷ëåíàõ 1( )g x  ³ ( )kAd x+  ìàº êðàòí³ñòü 1 ³ º õà-

ðàêòåðèñòè÷íèì êîðåíåì ( )kB x+


 , òî 0( ) 0kGd + λ ≠ , òîáòî ðÿäêè ìàòðèö³ 

0( )kG + λ  º ë³í³éíî íåçàëåæíèìè. Òîìó ç (30) îäåðæèìî íàñòóïíèé ðîçêëàä: 

 3 2 1 0 1

( 1)

( )
( ) ( )

k

k

n k

B x
T T T TA x x C x

E

+

+ +

− + +

= ∗ − λ
0 0

0
0 0








, (31) 

3 ( , )T n∈ GL P , òîáòî ç ìàòðèö³ ( )A x  âèä³ëåíî ë³í³éíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê 

ïîðÿäêó 1k + + .  
Ïîä³áíèì ÷èíîì ïîêàçóºìî, ùî é ó âèïàäêó, êîëè âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

(27), âèõîäÿ÷è ç (29), ìîæíà âèä³ëèòè ç ìàòðèö³ ( )A x  ë³í³éíèé ðåãóëÿðíèé 

ìíîæíèê ïîðÿäêó 1k + + . 
Òåïåð, ÿêùî 1k n+ + < , àíàëîã³÷íî ì³ðêóþ÷è, ïîêàæåìî, ùî âè-

õîäÿ÷è ç (31), ³ç ìàòðèö³ ( )A x  ìîæíà âèä³ëèòè ë³í³éíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæ-

íèê ïîðÿäêó 2k + + . Òàê ïîñòóïàþ÷è êðîê çà êðîêîì, âèä³ëèìî ç ìàòðèö³ 
( )A x  ë³í³éíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ïîðÿäêó n , ÿêèé ìîæíà ââàæàòè óí³-

òàëüíèì, òîáòî  

 1 1( ) ( ) ( )A x Ex B C x= − . (32) 

Íàãàäàºìî, ùî äîâåäåíå âèùå ñòîñóºòüñÿ âèïàäêó, êîëè åëåìåíòàðí³ 
ä³ëüíèêè ìàòðèö³ ( )A x  º ïîïàðíî âçàºìíî ïðîñòèìè. Íà îñíîâ³ ëåìè 3 ³ç [5] 
³ ðåçóëüòàò³â ðîáîòè [12] îäåðæèìî, ùî, ÿêùî âèä³ëÿºòüñÿ ë³í³éíèé 
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ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ³ç ìàòðèö³ ( )A x , åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè ÿêî¿ çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè (1), (2) ³ º ïîïàðíî âçàºìíî ïðîñòèìè, òî ë³í³éíèé ðåãó-
ëÿðíèé ìíîæíèê âèä³ëÿºòüñÿ ³ ç ìàòðèö³ ( )A x , åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè ÿêî¿ 
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1), (2) ³ íå º ïîïàðíî âçàºìíî ïðîñòèìè. Îòæå, ç 
ìàòðèö³ ( )A x  çà óìîâ òåîðåìè âèä³ëÿºòüñÿ ë³í³éíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê, 
òîáòî ìàº ì³ñöå çîáðàæåííÿ ìàòðèö³ ( )A x  ó âèãëÿä³ (32). 

Ìàòðèöÿ 1( )C x  ó (32) º ñòåïåíÿ 1m −  ³ ¿¿ åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè º ñòå-
ïåí³â, íå á³ëüøèõ í³æ ñòåïåí³ â³äïîâ³äíèõ åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ 

( )A x . Òîìó, ÿêùî äëÿ åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèö³ 1( )C x  âèêîíóºòüñÿ 
óìîâà (2) òåîðåìè, òî ç íå¿ ìîæíà âèä³ëèòè ë³í³éíèé óí³òàëüíèé ìíîæíèê 

2Ex B− . Òàê ì³ðêóþ÷è äàë³, îäåðæèìî ðîçêëàä (3) ìàòðèö³ ( )A x . Òåîðåìó 

äîâåäåíî. ◊ 
²ç òåîðåìè âèïëèâàþòü òàê³ íàñë³äêè. 

Íàñë³äîê 1. Ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ( ) ( , [ ])A x n x∈ M P , ÿêà ìàº íå á³ëüøå ÿê 
îäèí åëåìåíòàðíèé ä³ëüíèê ñòåïåíÿ 3, à ðåøòà ¿¿ åëåìåíòàðíèõ ä³ëü-
íèê³â º ñòåïåí³â, íå á³ëüøèõ í³æ 2, ðîçêëàäàºòüñÿ ó äîáóòîê ë³í³éíèõ 
ðåãóëÿðíèõ ìíîæíèê³â. 

Íàñë³äîê 2. Íåõàé 

 1
0 1 1 0m m

m mA Y A Y A Y A−
−+ + + + = , 

 1
0 1 1 0m m

m mY A Y A YA A−
−+ + + + =  (33) 

– ìàòðè÷í³ ð³âíÿííÿ ³ 1
0 1 1( ) m m

m mA x A x A x A x A−
−= + + + +  – â³äïîâ³ä-

íà ¿ì ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ íàä [ ]xP , òîáòî ( , ),  0,1, ,iA n i m∈ = M P . 

ßêùî åëåìåíòàðí³ ä³ëüíèêè ìàòðèö³ ( )A x  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1) ³ (2), 
òî ìàòðè÷í³ ð³âíÿííÿ (33) ìàþòü ðîçâ’ÿçêè. 
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О КРАТНОСТЯХ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ КОРНЕЙ, СТЕПЕНЯХ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ И ФАКТОРИЗАЦИИ МНОГОЧЛЕННЫХ МАТРИЦ 
 
Ïóñòü ( )A x  – ðåãóëÿðíàÿ ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà ñòåïåíè m  íàä êîëüöîì ìíî-

ãî÷ëåíîâ xP [ ] , ãäå P  – àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, ( ) js
jx − β  – åå ýëåìåíòàðíûå 

äåëèòåëè ñòåïåíåé 2,  1, ,js j p> =  , à îñòàëüíûå åå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè èìå-

þò ñòåïåíè, íå áîëüøå 2. Äîêàçàíî, ÷òî, åñëè 1 2 ps s s s m p+ + + = ≤ + , òî 

ìàòðèöà ( )A x  ðàçëîæèìà íà ìíîæèòåëè 1( ) ( ) ( ) ( ),   t tA x Ex B Ex B C x t= − − ≥  

1m p s≥ + + − , ãäå E  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. 
 
ON MULTIPLICITIES OF CHARACTERISTIC ROOTS AND DEGREES 
OF ELEMENTARY DIVISORS AND FACTORIZATION OF POLYNOMIAL MATRICES 
 
Let ( )A x  be a regular polynomial matrix of degree m  over the polynomials ring xP [ ] , 

where P  is an algebraically closed field. Let ( ) js
jx − β  be their elementary divisors of 

degree 2,  1, ,js j p> =  , whose remaining elementary divisors are of degree no more 

than 2. It is proved that if 1 2 ps s s s m p+ + + = ≤ + , then the matrix ( )A x  can be 

factored into factors 1( ) ( ) ( ) ( )t tA x Ex B Ex B C x= − − , 1t m p s≥ + + − , where E  is 

the identity matrix. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 10.06.04 
 
 


