
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2005. – 48, ¹ 2. – Ñ. 43-52. 43 

ÓÄÊ 519.642 
 
О. Б. Герасимчук, О. М. Рибицька 
 
НОРМАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 
ПЕРШОГО РОДУ ЗІ СЛАБКОЮ ОСОБЛИВІСТЮ 
 

Íà çàñàäàõ ìåðîìîðôíîãî ñòîñîâíî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ çîáðàæåííÿ 
ðîçâ’ÿçêó íîðìàë³çîâàíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ òèïó Ôðåäãîëüìà äðóãîãî 
ðîäó ïðîâåäåíî ðåãóëÿðèçàö³þ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà Ìóðà – Ïåíðîóçà ç³ ñëàá-
êîþ îñîáëèâ³ñòþ òà îñîáëèâ³ñòþ òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³àëó, çàäàíîãî 
íà ìíîãîâèäàõ ³ç êðàºì. 

 
Ó çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè (ÿê ³ â àíàë³ç³ âçàãàë³) íåêîðåêòí³ çàäà-

÷³ â³ä³ãðàþòü äîñèòü âàæëèâó ðîëü. Îäíà ç íàéïðîñò³øèõ íåêîðåêòíèõ çà-
äà÷ – çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ 

 Tu f= , 

ó ÿêîìó T  – ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ùî ä³º ³ç îäíîãî ã³ëüáåðòîâîãî 
ïðîñòîðó â ³íøèé. Çîêðåìà, òàêèì ð³âíÿííÿì º ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Ôðåä-
ãîëüìà ïåðøîãî ðîäó. 

Äî íåêîðåêòíèõ çàäà÷ â³äíîñÿòü òàêîæ é ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî 
ðîäó òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³àëó, çàäàíîãî íà ìíîãîâèäàõ ³ç êðàºì. Âî-
íè çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó çâ’ÿçêó ç íàãàëüíèì ðîçâèòêîì ìåòî-
äó ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷. Öåé 
ìåòîä ìàº ïåðåâàãó ïîíèæåííÿ íà îäèíèöþ ðîçì³ðó âèõ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà-
÷³. Çîêðåìà, òðèâèì³ðí³ êîíòàêòí³ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, òðèâèì³ðí³ çàäà-
÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ áåçìåæíèõ ò³ë ³ç ïëîñêèìè òð³ùèíàìè, íàãð³òèìè 
÷åðåç ¿õ ïîâåðõí³ (äèâ. á³áë³îãðàô³þ ó [17]), çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó 
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− ξ∫∫ , (1) 

äå Ω  – ïëîñêà îáëàñòü, îáìåæåíà ãëàäêèì êîíòóðîì L ; ( )f x  – çàäàíà 

ôóíêö³ÿ; ( )u ξ  – íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ, ÿêó ïîòð³áíî âèçíà÷èòè. 

Ç îãëÿäó íà äîâ³ëüí³ñòü îáëàñò³ Ω  çàäà÷à ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (1) º 
äîñèòü ñêëàäíîþ, îñê³ëüêè âèìàãàº âðàõóâàííÿ êîíòóðó îáëàñò³ Ω . Äëÿ 
÷àñòêîâèõ âèïàäê³â öþ çàäà÷ó ðîçâ’ÿçóþòü ìåòîäàìè òåîð³¿ àíàë³òè÷íèõ 
ôóíêö³é. Øëÿõîì â³äîáðàæåííÿ ³ âèêîðèñòàííÿ ìåòîä³â ôóíêö³îíàëüíîãî 
àíàë³çó äîñë³äæåíî ïèòàííÿ ðîçâ’ÿçíîñò³ ð³âíÿíü âèãëÿäó (1) äëÿ äîâ³ëüíèõ 
îáëàñòåé Ω , à òàêîæ âêàçàíî àëãîðèòìè ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó 
òàêèõ ð³âíÿíü (äèâ. ðîáîòó [17]). 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ äîñë³äæóºòüñÿ ö³ëêîì ³íøèé ï³äõ³ä. Âðàõîâóþ÷è 
òå, ùî ðåçîëüâåíòà äîâ³ëüíîãî ö³ëêîì íåïåðåðâíîãî (êîìïàêòíîãî) îïåðàòîðà 
º ìåðîìîðôíîþ ôóíêö³ºþ â³ä λ  [3], ïðîâåäåíî ðåãóëÿðèçàö³þ îáåðíåíîãî 
îïåðàòîðà Ìóðà – Ïåíðîóçà äëÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó ç³ 
ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ. Öåé ìåòîä ïðèíöèïîâî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ìåòîäó 
Òèõîíîâà [14]. Ðåãóëÿðèçàö³ÿ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ çà Òèõîíîâèì 
çì³íþº îïåðàòîð, òîáòî ïðîâîäèòüñÿ éîãî çáóðåííÿ, îäíàê ñàì àëãîðèòì 
ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ íå ïåðåòâîðþºòüñÿ â ðåãóëÿðíèé. 
Á³ëüøå òîãî, òèõîí³âñüêà ðåãóëÿðèçàö³ÿ â íåðîç÷ëåíîâàíîìó âèãëÿä³ 
ì³ñòèòü äâà ö³ëêîì ð³çí³ ïîíÿòòÿ: òî÷í³ñòü òà ñò³éê³ñòü, ³ â³äáóâàºòüñÿ ï³ä-
ì³íà îäíîãî ç öèõ ïîíÿòü ³íøèì [10]. 

Íîâèé ìåòîä ðåãóëÿðèçàö³¿, ÿêèé ó ðîáîò³ íàçâàíî «çð³çàíî-ìåðîìîðô-
íèì ðîçâèíåííÿì», ïîçáàâëåíèé âêàçàíèõ âàä. Â³í íàãàäóº ³òåðàö³éíèé ìå-
òîä ðåãóëÿðèçàö³¿ [2] ç ò³ºþ ìåòîäîëîã³÷íîþ ð³çíèöåþ, ùî â ³òåðàö³éíîìó 
ìåòîä³ ðåãóëÿðèçàö³ÿ çä³éñíþºòüñÿ çà ðàõóíîê âì³ëîãî âèáîðó ê³ëüêîñò³ 
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êðîê³â ³òåðàö³¿, ó çð³çàíî-ìåðîìîðôíîìó ðîçâèíåíí³ ðåãóëÿðèçàö³ÿ â³äáóâà-
ºòüñÿ çà ðàõóíîê âäàëîãî ï³äáîðó àïðîêñèìóþ÷î¿ ïîñë³äîâíîñò³ ðàö³îíàëü-
íèõ ôóíêö³é [8, 9,13]. 

 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òà îñíîâí³ îáìåæåííÿ. Íåõàé Ω  – îáìåæåíà âè-
ì³ðíà ìíîæèíà m -âèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó; x  ³ ξ  – ¿¿ òî÷êè, 

r x= − ξ  – â³ääàëü ì³æ öèìè òî÷êàìè; ( , )A x ξ  – ôóíêö³ÿ, çàäàíà òà îáìå-

æåíà äëÿ ( , )x ξ ⊂ Ω × Ω : 

 ( , ) constA x Cξ ≤ = . (2) 

Ôóíêö³þ òî÷îê x  ³ ξ  

 
( , )

( , ) ,       const,      0
A x

x m
rα

ξξ = α = ≤ α <K , 

íàçèâàþòü ÿäðîì ³ç ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ, à ³íòåãðàëüíèé îïåðàòîð K , âè-
çíà÷åíèé ôîðìóëîþ 

 
( , )

( )( ) ( , ) ( ) ( )
A x

Ku x x u d u d
rα

Ω Ω

ξ= ξ ξ ξ = ξ ξ∫ ∫K , 

íàçèâàþòü ³íòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ. 
Ìàþòü ì³ñöå íàñòóïí³ òâåðäæåííÿ [6]. 
1°. ²íòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ âèçíà÷åíèé íà âñüî-

ìó ïðîñòîð³ 2 ( )L Ω  ³ îáìåæåíèé ó íüîìó. Íîðìà öüîãî îïåðàòîðà íå ïåðåâè-
ùóº âåëè÷èíè  

 1
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m
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, 

äå C  – ñòàëà ç íåð³âíîñò³ (2); H  – âåðõíÿ ìåæà â³ääàëåé ì³æ òî÷êàìè 
(ä³àìåòð) ìíîæèíè Ω , 
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2°. Îïåðàòîð ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ ö³ëêîì íåïåðåðâíèé ó ïðîñòîð³ 

2 ( )L Ω . 
Àíàëîã³÷í³ îñîáëèâîñò³ ìàþòü òàêîæ îïåðàòîðè ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ 

ó ïðîñòîð³ íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é. 
Ïåðø çà âñå, ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ðîäó 

 
( , )

( ) ( ) ( )
A x

u x u d f x
rα

Ω

ξ− λ ξ ξ =∫ , (3) 

ó ÿêîìó Ω  – ñê³í÷åííà îáëàñòü m -âèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó àáî îá-
ìåæåíà m -âèì³ðíà ïîâåðõíÿ â ( 1)m + -âèì³ðíîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³. 

Ïðè çàñòîñóâàíí³ òåîð³¿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ö³êàâèì º âèïàäîê íåïå-
ðåðâíîñò³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (3). Íàéïðîñò³øèé âèïàäîê òàêîãî òèïó îïè-
ñóºòüñÿ íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì [6]: 

ßêùî â ð³âíÿíí³ (3) Ω  – îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà, à ôóíêö³¿ ( )f x  

³ ( , )A x ξ  íåïåðåðâí³ â Ω , òî äîâ³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3), ùî íàëå-

æèòü äî êëàñó 2 ( )L Ω , íåïåðåðâíèé â Ω . 
Â³äîìî [4], ùî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà  

 ( ) ( , ) ( ) ( )u x x u d f x
Ω

− λ ξ ξ ξ =∫ K , (4) 

äå ( , )x ξK  – ÿäðî Ôðåäãîëüìà, à ( )f x  ³ ( )u x  íàëåæàòü äî ïðîñòîðó 2 ( )L Ω , 
º âàæëèâèìè êëàñàìè ð³âíÿíü ³ç ö³ëêîì íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè. 
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ßêùî â (3) 2mα < / , òî ð³âíÿííÿ ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ (3) º òàêîæ 
ð³âíÿííÿì Ôðåäãîëüìà. 

Àëå, ÿê âèäíî ç âèùåâêàçàíèõ òâåðäæåíü, äëÿ 0 m≤ α <  ð³âíÿííÿ (3) 
º ð³âíÿííÿì ³ç ö³ëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì. Òàêèì ÷èíîì, îñê³ëüêè 
òåîðåìè Ôðåäãîëüìà ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ ð³âíÿíü ³ç ö³ëêîì íåïåðåðâíèìè 
îïåðàòîðàìè, òî âîíè ìàþòü ì³ñöå ³ äëÿ ð³âíÿíü (3) ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ. 

 2. Çàñàäíè÷³ ïîëîæåííÿ òåîð³¿ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó. 
Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà (3) ç³ ñëàáêîþ 
îñîáëèâ³ñòþ º òå, ùî íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ³ç öèõ ð³âíÿíü, ³ 
ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿíü íàëåæàòü äî îäíîãî é òîãî æ ïðîñòîðó. Öå òâåðä-
æåííÿ º ïðàâèëüíèì ³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó (4). 

Äëÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó öå òâåðäæåííÿ íå âèêîíóºòüñÿ. 
Òåîð³ÿ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó º ñêëàäí³øîþ, í³æ òåîð³ÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü äðóãîãî ðîäó. Öå ïîâ’ÿçàíå ç òèì, ùî ë³í³éíèé ³íòåãðàëüíèé îïåðàòîð 

 ( )( ) ( , ) ( )Ku x x u d
Ω

= ξ ξ ξ∫ K  

íå º íîðìàëüíî ðîçâ’ÿçíèì, òîáòî îáëàñòü éîãî çíà÷åíü íå º çàìêíåíîþ ìíî-
æèíîþ. ×åðåç òå óìîâè ðîçâ’ÿçíîñò³ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó ìàþòü ïðèíöè-
ïîâî ³íøèé õàðàêòåð ïîð³âíÿíî ç óìîâàìè ðîçâ’ÿçíîñò³ ð³âíÿíü äðóãîãî 
ðîäó. 

Îñíîâíèì ìåòîäîì äîñë³äæåííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó º 
ìåòîä ðåãóëÿðèçàö³¿. 

Ñôîðìóëþºìî îñíîâí³ ïîëîæåííÿ öüîãî ìåòîäó íà çàñàäàõ äîñë³äæåíü, 
íàâåäåíèõ ó [4]. 

Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ 

 Ku f= , (5) 

äå : ;  K X Y u→  – íåâ³äîìèé åëåìåíò ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ;  X f  – 

â³äîìèé åëåìåíò ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó Y . 
Îïåðàòîð K  äîïóñêàº ë³âó ðåãóëÿðèçàö³þ, ÿêùî ³ñíóº òàêèé îáìåæå-

íèé îïåðàòîð :S X Y→ , ùî SK I C= − , äå I  – òîòîæíèé, à C  – ö³ëêîì 
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð â X . ßêùî æ, êð³ì öüîãî, ð³âíÿííÿ (5) ³ ð³âíÿííÿ 
SKu Sf=  º åêâ³âàëåíòíèìè äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà f Y∈ , òî S  íàçèâà-
þòü ë³âèì åêâ³âàëåíòíèì ðåãóëÿðèçàòîðîì. Òîä³ ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü 

 u Cu Sf− = . (6) 

Äëÿ öüîãî ð³âíÿííÿ çàñòîñîâí³ çàãàëüí³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ ð³âíÿíü äðóãîãî 
ðîäó ç ö³ëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì. 

Îïåðàòîð K  äîïóñêàº ïðàâó ðåãóëÿðèçàö³þ, ÿêùî ³ñíóº òàêèé îáìåæå-
íèé îïåðàòîð :T X Y→ , ùî KT I D= − , äå D  – ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð â Y . ßêùî æ, êð³ì öüîãî, äëÿ äîâ³ëüíîãî åëåìåíòà f Y∈  ð³âíÿííÿ (5) 

³ ð³âíÿííÿ KTv f=  º åêâ³âàëåíòíèìè ó òîìó ñåíñ³, ùî âîíè îäíî÷àñíî ðîç-

â’ÿçí³ àáî íåðîçâ’ÿçí³, òî D  íàçèâàþòü ïðàâèì åêâ³âàëåíòíèì ðåãóëÿðèçà-
òîðîì. Òîä³ ðîçâ’ÿçîê u  ð³âíÿííÿ (5) âèçíà÷àòüñÿ çà ðîçâ’ÿçêîì v  ð³â-
íÿííÿ 
 v Dv f− =  (7) 

ð³âí³ñòþ u Tv= .  
Ïðè êëàä [17]. Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ 

 ( , ) ( ) ( )
b

a

x u d f xξ ξ ξ =∫ K . (8) 

Ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêö³ÿ ( , )x ξK  íåïåðåðâíà òà çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0a b x a x bξ = ξ = = =K K K K . 
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 0C  ìíîæèíó äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é, 

ÿê³ ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü ó òî÷êàõ x a=  ³ x b=  . 
Íåõàé ( , )x ξK  ïðè x ≠ ξ  ìàº íåïåðåðâí³ ïåðøó òà äðóãó ïîõ³äí³ çà x  

(çà ξ ) ³ ôóíêö³ÿ 

 
1 1

1 1( 0, ) ( 0, )     ( 0, ) ( 0, )
( ) ( )x xx x x x x x x x

r x r x ξ ξ
 ′ ′ ′ ′= + − − = + − − 
 

K K K K  

íåïåðåðâíà ³ íå ïåðåòâîðþºòüñÿ ó íóëü (÷àñòêîâî îáèäâ³ ö³ óìîâè çàäîâîëü-
íÿþòü ôóíêö³¿ ¥ð³íà ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó). Ó öüîìó âèïàäêó çà ë³âèé (ïðàâèé) çðó÷íî 
âçÿòè îïåðàòîð 

 1 2( ) ( ) ( )      ( ) ( ) ( )Su x r x u x Tu x r x u x ″ ′′= = 
 

( ) . 

Òîä³, ÿêùî 0f C∈ , ð³âíÿííÿ (8) åêâ³âàëåíòíå ð³âíÿííÿì 

 1( ) ( , ) ( ) ( )
b

a

u x x u d x= ξ ξ ξ + ϕ∫ L , 

 2( ) ( , ) ( ) ( )
b

a

v x x v d f x= ξ ξ ξ +∫ L , 

äå 
 1 1 1( , ) ( ) ( , ),       ( ) ( ) ( )xxx r x x x r x f x′′ ′′ξ = − ξ ϕ =L K , 

 2 2 2( , ) ( ) ( , ),       ( ) ( ) ( )xx r x x u x r x v xξ
′′ξ = − ξ = ′′L K ( ) . 

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàí³ ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ( )u x  ³ ( )v x  º îïåðà-

òîðíèìè ð³âíÿííÿìè äðóãîãî ðîäó. Îñòàíí³ º ïðîñò³øèìè, í³æ (8).  > 

Ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (6) ³ (7) ñë³ä ðîçãëÿäàòè ÿê ÷àñòêîâ³ ðîçâ’ÿçêè îïåðà-
òîðíîãî ð³âíÿííÿ (5). Âîíè ñï³âïàäàþòü ì³æ ñîáîþ, êîëè âèõ³äíå ð³âíÿííÿ 
ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. 

Ó âèïàäêó ë³âîñòîðîííüî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ íå â³äáóâàºòüñÿ âòðàòè ðîç-
â’ÿçê³â, òîáòî âñ³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (6) – öå ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (5). 

Ó âèïàäêó ïðàâîñòîðîííüî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ìîæëèâà âòðàòà ðîçâ’ÿçê³â. 
Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº ç òîãî, ùî íå âñÿêèé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà ïîäàòè ó 
âèãëÿä³ u Tv= . 

Òîìó âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü ïèòàííÿ ð³âíîñèëüíî¿ àáî åêâ³âàëåíòíî¿ 
ðåãóëÿðèçàö³¿. Â³äïîâ³ä³ íà íèõ ìîæíà îòðèìàòè ç îçíà÷åííÿ ñïðÿæåíîãî 

îïåðàòîðà. Ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà K  íàçèâàþòü îïåðàòîð K∗ , ÿêèé çàäî-
âîëüíÿº óìîâó 

 ( , ) ( , )Ku f u K f∗= , 

äå ( , )u f  – ñêàëÿðíèé äîáóòîê 

 ( , ) ( ) ( )u f u f d
Ω

= ξ ξ ξ∫∫ . 

ßêùî K K∗= , òî îïåðàòîð K  íàçèâàþòü ñàìîñïðÿæåíèì. 
Îïåðàòîð K  íàçèâàþòü íîðìàëüíî ðîçâ’ÿçíèì, ÿêùî äëÿ ðîçâ’ÿçíîñò³ 

ð³âíÿííÿ (5) íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá éîãî ïðàâà ÷àñòèíà áóëà îðòîãî-

íàëüíîþ äî âñ³õ íóë³â ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà K∗ . 
²ç ââåäåííÿì ïîíÿòòÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ïîíÿòòÿ ³íäåêñó îïåðàòîðà 

K  ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê. 
²íäåêñîì îïåðàòîðà K  íàçèâàþòü ð³çíèöþ ì³æ ê³ëüê³ñòþ íóë³â îïåðà-

òîðà K  ³ ê³ëüê³ñòþ íóë³â ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà K∗ : 

 Ind ( ) ( )K N K N K∗= − . 
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Ó òåîð³¿ îäíîâèì³ðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü º ïðîñòà ôîðìóëà äëÿ îá-
÷èñëåííÿ ³íäåêñó îäíîâèì³ðíîãî ñèíãóëÿðíîãî îïåðàòîðà. Ó òåîð³¿ äâîâèì³ð-
íèõ ð³âíÿíü òàê³ ðåçóëüòàòè â³äñóòí³. Ïðàêòè÷íî íàìàãàþòüñÿ îïîñåðåä-
êîâàíî âèçíà÷èòè ³íäåêñ ³íòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íà ï³äñòàâ³ àíàë³çó îñíîâ-
íîãî òà ñïðÿæåíîãî äî íüîãî îïåðàòîð³â, ¿õíüîãî ô³çè÷íîãî çì³ñòó òîùî. 

Ó çâ’ÿçêó ç òðóäíîùàìè ïðè îá÷èñëåíí³ ³íäåêñó îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü 
ââîäÿòü ïîíÿòòÿ äîäàòíîãî òà äîäàòíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà, ÿê³ äîçâîëÿ-
þòü âèä³ëèòè îïåðàòîðè ç íóëüîâèì ³íäåêñîì. 

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð K  íàçèâàþòü äîäàòíèì [4], ÿêùî â³í âèçíà÷å-
íèé íà êëàñàõ ôóíêö³é u X∈  ³ ìàº ì³ñöå ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( , ) 0Ku u ≥ . 

ßêùî æ ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü 

 22( , )Ku u C u≥ , 

äå C  – äîäàòíà ñòàëà, òî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð íàçèâàþòü äîäàòíî âè-
çíà÷åíèì [4]. 

ßêùî æ îïåðàòîð K  íà ìíîæèí³ ôóíêö³é u X∈  äîäàòíî âèçíà÷åíèé, 
òî îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ (5) ìàº íå á³ëüøå í³æ îäèí ðîçâ’ÿçîê. Öå îçíà÷àº, 
ùî 
 Ind 0K = . 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî, êîëè ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð º äîäàòíî âèçíà-
÷åíèì, òî îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ (5) ðîçâ’ÿçíå ³ éîãî ðîçâ’ÿçîê ºäèíèé. 

Âèä³ëÿþòü îñîáëèâèé êëàñ îïåðàòîð³â, ÿê³ íàçèâàþòü íåòåðîâèìè. 
Íåòåðîâèì îïåðàòîðîì íàçèâàþòü îïåðàòîð K , ÿêèé º íîðìàëüíî ðîç-

â’ÿçíèì ³ ìàº ñê³í÷åííèé ³íäåêñ. Öå îçíà÷àº, ùî, êîëè çàäàíî îïåðàòîðíå 
ð³âíÿííÿ (5), òî äëÿ íåòåðîâîñò³ îïåðàòîðà K  íåîáõ³äíî, ùîá íóë³ ñïðÿæå-

íîãî îïåðàòîðà K∗  áóëè îðòîãîíàëüí³ äî ôóíêö³¿ f , òîáòî ( , ) 0f γ =  äëÿ γ ∈ 

Ker K∗∈ , äå Ker : ( ) : 0K u D K Ku= ∈ ={ } , à âåëè÷èíà Ind KerK K= −  

Ker K∗−  áóëà îáìåæåíîþ. Òóò ( )D K  – îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà K . 
Ó çâ’ÿçêó ³ç ââåäåííÿì ïîíÿòòÿ íåòåðîâîãî îïåðàòîðà äåÿê³ òâåðäæåííÿ 
ñòàþòü åêâ³âàëåíòíèìè. Çîêðåìà, ÿêùî îïåðàòîð ìàº îáåðíåíèé, òî â³í 
íåòåð³â. Äîäàòíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð òàêîæ íåòåð³â. Íåòåð³â îïåðàòîð ³ç 
íóëüîâèì ³íäåêñîì º ôðåäãîëüìîâèì. 

Çàäàíèé îïåðàòîð K  ìàº åêâ³âàëåíòíèé ë³âèé ðåãóëÿðèçàòîð òîä³ é 
ò³ëüêè òîä³, êîëè â³í íåòåð³â ³ éîãî ³íäåêñ íåâ³ä’ºìíèé. Îïåðàòîð K  ìàº 
åêâ³âàëåíòíèé ïðàâèé ðåãóëÿðèçàòîð òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè â³í íåòåð³â ³ 
éîãî ³íäåêñ íåäîäàòíèé. 

Çàïðîïîíîâàíà â [11–15] òåîð³ÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ 
ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó (5) áàçóºòüñÿ íà ñê³í÷åííèõ çáóðåííÿõ âèãëÿäó 

I K K∗α + , äå I  – òîòîæíèé îïåðàòîð. 
Ó ðîáîò³ [8] âñòàíîâëåíî ãðàíèöþ öüîãî çáóðåííÿ ïðè  0α → + , òîáòî 

ïðîâåäåíî ðåãóëÿðèçàö³þ ïñåâäîîáåðíåíîãî äî K  îïåðàòîðà: 

 1

0
limK I K K K+ ∗ − ∗

α→+
= α +( ) . (9) 

Òóò K+  º ðîçøèðåííÿì äî 1K − . 
Á³ëüø äåòàëüíî åëåìåíòè òåîð³¿ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó 

íàâåäåíî â ðîáîòàõ [1, 5, 7, 11, 12, 16]. 

3. ²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³à-
ëó. Ó ïåðåâàæí³é á³ëüøîñò³ âèïàäê³â ó çàñòîñóâàííÿõ çóñòð³÷àþòüñÿ ³íòåã-
ðàëüí³ ð³âíÿííÿ, ÿäðàìè ÿêèõ º ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè êëàñè÷íèõ äè-
ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Òîìó íàäàë³ ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (4) íàçèâàòèìåìî 
³íòåãðàëüíèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ðîäó òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³àëó, êîëè 
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 1( , ) ( , )x x
x ∗ξ = + ξ

− ξ
K K , (10) 

äå ( , )x∗ ξK  – îáìåæåíà ôóíêö³ÿ. 
Äëÿ òàêèõ ð³âíÿíü òåîð³ÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Ôðåäãîëüìà 

çàñòîñîâíà â äåÿêîìó óçàãàëüíåíí³. Ä³éñíî, íåõàé â (10) ( , ) 0x∗ ξ ≡K , òîáòî 
1( , )x x −ξ = − ξK . Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî òîä³ 2( , )x dx d

Ω Ω

ξ ξ∫ ∫ K  íå º îáìå-

æåíîþ âåëè÷èíîþ. Àëå, ÿêùî â³ä ÿäðà ( , )x ξK  ïåðåéòè äî ³òåðîâàíîãî ÿäðà, 
òîä³ òåîð³ÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Ôðåäãîëüìà âæå çàñòîñîâíà äî òàêèõ 
ð³âíÿíü. 

Ä³éñíî, ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 

 
( )

( ) ( ),       
u

u x d f x x
x

Ω

ξ− λ ξ = ∈ Ω
− ξ∫ . 

Çàïèøåìî éîãî ó ñèìâîë³÷íîìó âèãëÿä³ 

 ( )I K u f− λ = . (11) 

Äî îáîõ ÷àñòèí ð³âíÿííÿ (11) çàñòîñóºìî îïåðàòîð I K+ λ :  

 2( )I KK u F− λ = , 

ùî ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿä³ îçíà÷àº 

 2
2( ) ( , ) ( ) ( ),       u x x u d F x x

Ω

− λ ξ ξ ξ = ∈ Ω∫ K , (12) 

äå ( )F I K f= + λ , 2 ( , )x ξK  – äðóãå ³òåðîâàíå ÿäðî äëÿ 1( , )x x −ξ = − ξK , 
òîáòî 

 2 ( , )
d

x
x

Ω

η
ξ =

− η ξ − η∫K . (13) 

Àíàë³ç ÿäðà 2 ( , )x ξK  ïîêàçóº, ùî âîíî ìàº âæå ñëàáøó îñîáëèâ³ñòü, 

í³æ 1x −− ξ , ïðèíàéìí³ ëîãàðèôì³÷íó. Òîìó ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (12) íà-
ëåæèòü óæå äî ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Ôðåäãîëüìà. ²ç (12) ³ (11) 
âèïëèâàº, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (11) º ðîçâ’ÿçêîì 
³ ð³âíÿííÿ (12). Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå çàâæäè ìàº ì³ñöå. Çîêðåìà, 
³ñíóþòü ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (12), ÿê³ íå çàäîâîëüíÿþòü (11). Ö³ ðîçâ’ÿçêè 
ì³ñòÿòüñÿ ñåðåä âëàñíèõ ôóíêö³é ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 ( ) 0I K+ λ γ = . 

²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ ³ç ÿäðîì 1( , )x x −ξ = − ξK  ìàþòü ñâî¿ ïåâí³ âëàñ-
òèâîñò³. Ó òåîð³¿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà íå àêöåíòóºòüñÿ óâàãà 
íà ïîâåä³íö³ ðîçâ’ÿçêó â îêîë³ êîíòóðó Ω , à öå âèÿâëÿºòüñÿ ñóòòºâèì äëÿ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³àëó. 

Äîñë³äèìî öå ïèòàííÿ äîêëàäí³øå. 
Ó òåîð³¿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Ôðåäãîëüìà âèä³ëÿþòü îñîáëèâèé 

êëàñ ð³âíÿíü, ó ÿêèõ ÿäðî ( , )x ξK  º ñèìåòðè÷íèì, òîáòî çàäîâîëüíÿº óìîâó 

( , ) ( , )x xξ = ξK K . Òàêèì âîíî º ó ð³âíÿíí³ (11), àëå (11) íå º ôðåäãîëüìîâîãî 
òèïó. 

²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (4) ³ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì ìàº ö³ëó íèçêó õàðàê-
òåðíèõ âëàñòèâîñòåé: 

– âîíî ìàº õî÷à á îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ, à, îòæå, îäíîð³äíå äëÿ íüîãî 
ð³âíÿííÿ ìàº çàâæäè âëàñí³ ôóíêö³¿; 

– âëàñí³ ôóíêö³¿ òàêîãî ð³âíÿííÿ çàâæäè ä³éñí³; 
– âëàñí³ ôóíêö³¿ ð³âíÿííÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, 

îðòîãîíàëüí³ ì³æ ñîáîþ. 
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Âëàñí³ çíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Ôðåäãîëüìà 
â³ä³ãðàþòü âàæëèâó ðîëü. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ÷åðåç âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ 
âëàñí³ ôóíêö³¿ ñèìåòðè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà âèçíà÷àþòü-
ñÿ ðîçâ’ÿçêè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó ç òàêèì ñàìèì ÿäðîì. 

Ïðî³ëþñòðóºìî öå äëÿ ð³âíÿííÿ 

 
( )

( ),        
u

Ku d f x x
x

Ω

ξ≡ ξ = ∈ Ω
− ξ∫ . (14) 

Äëÿ öüîãî çâåäåìî öå ð³âíÿííÿ äî âèãëÿäó 

 2 ( , ) ( )KKu x u d K f
Ω

≡ ξ ξ ξ =∫ K , 

äå 2 ( , )x ξK  ìàº âèãëÿä (13) ³ çàäîâîëüíÿº óìîâó 

 2
2 ( , ) constx d B

Ω

ξ ξ < =∫ K . 

Òîä³, âèêîðèñòàâøè òåîðåìó Ã³ëüáåðòà – Øì³äòà äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà, ìîæíà ïîäàòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (14) ÷åðåç 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
1

( ) ( )k k k
k

u x f x
∞

=

= λ ϕ∑ , (15) 

äå kf  – êîåô³ö³ºíò ðîçâèíåííÿ ( )f x  çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ³íòåãðàëüíîãî 

ð³âíÿííÿ (11); kλ  – âëàñí³ çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ (11) [17]. 

Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàò (15) ìàº ì³ñöå ëèøå â ïðèïóùåíí³, ùî ( )u x  

– êâàäðàòè÷íî ñóìîâíà â îáëàñò³ Ω  ôóíêö³ÿ, òîáòî íàëåæèòü äî êëàñó 2L . 

Ñóòòºâèì º õàðàêòåð ïîâåä³íêè ðîçâ’ÿçêó â îêîë³ êîíòóðó îáëàñò³ Ω .  
Çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçîê ( )u x , ÿêèé íåîáîâ’ÿçêîâî íàëåæèòü äî êëàñó 2L , 

ïðîïîíóºìî øëÿõîì ðåãóëÿðèçàö³¿ (9). Äëÿ (14) ð³âíÿííÿ Åéëåðà ìàòèìå 
âèãëÿä [9] 

 2( ) ( , ) ( ) ( )u u d gα α
Ω

α η + η ξ ξ ξ = η∫ K , (16) 

äå 

 2
( )1( , ) ,       ( )

f x
K K K dx g dx

x x x
∗

Ω Ω

≡ ξ η = η =
− ξ − η − η∫ ∫ . 

Âèêîíàâøè çàì³íó çì³ííèõ 

 1( ) ( ),      u uλ αη = α η λ = −
α

, (17) 

ð³âíÿííÿ (16) çâåäåìî äî êëàñè÷íîãî âèðàçó – ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ òèïó 
Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó 

 2( ) ( ) ( , ) ( )u g u dλ λ
Ω

η = η + λ η ξ ξ ξ∫ K . (18) 

4. Ìåðîìîðôíà ðåãóëÿðèçàö³ÿ. Ðîçãëÿíåìî, ïåðø çà âñå, ³íòåãðàëüíå 
ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ 

 
( , )

( )( ) ( ) ( ),       ( , )
A x

Ku x u d f x x
rα

Ω

ξ≡ ξ ξ = ξ ∈ Ω × Ω∫ , (19) 

äå 0 ,  ( , ) constm A x c≤ α ≤ ξ ≤ =  ³ ìíîæèíà Ω  º îáìåæåíîþ. 
Äëÿ öüîãî âèïàäêó íîðìàëüíå ð³âíÿííÿ 

 K Ku K f∗ ∗=  

ìàòèìå âèãëÿä 

 2 ( , ) ( ) ( )u d g
Ω

η ξ ξ ξ = η∫ K , (20) 
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äå 

 2
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ,        ( ) ( )
A x A x A x

dx g f x dx
x x xα α α

Ω Ω

η ξ ηη ξ = η =
− η − ξ − η∫ ∫K , 

à éîãî òèõîí³âñüêå çáóðåííÿ çàïèøåòüñÿ ÷åðåç (18). 
Îòæå, ó äâîõ âèïàäêàõ, à ñàìå, êîëè ð³âíÿííÿ (5) º ³íòåãðàëüíèì 

ð³âíÿííÿì ³ç ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ àáî òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³àëó, ð³â-
íÿííÿ (18) º ôðåäãîëüì³âñüêèì ³ç ñèìåòðè÷íèì äîäàòíèì ÿäðîì. Òàêèì ÷è-

íîì, òóò ÿäðî 2 ( , )η ξK  º ÿäðîì Øì³äòà äëÿ ÿäåð 
( , )A x

rα
ξ

 àáî 1
x − ξ

. Öå 

ÿäðî ìîæíà ðîçâèíóòè â á³ë³í³éíèé ðÿä 

 2
1

( ) ( )
( , ) n n

nn

u u∞

=

η ξ
η ξ =

λ∑K , (21) 

äå nλ  ³ ( )nu ξ  – â³äïîâ³äíî õàðàêòåðèñòè÷í³ ÷èñëà òà âëàñí³ ôóíêö³¿ ÿäðà 

2 ( , )η ξK . Ðÿä (21) º çá³æíèì ó ñåðåäíüîìó çà îáîìà çì³ííèìè. ßêùî æ ÿäðî 

2 ( , )η ξK  º íåïåðåðâíèì, à îáëàñòü Ω  º ñê³í÷åííîþ, òî ðÿä (21) çá³ãàºòüñÿ 
ð³âíîì³ðíî çà îáîìà çì³ííèìè (òåîðåìà Ìåðñåðà). 

Ó òàêîìó âèïàäêó íà ï³äñòàâ³ äîñë³äæåíü [3] ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (18) º 
ìåðîìîðîôíîþ ñòîñîâíî λ  ôóíêö³ºþ. 

Çàóâàæèìî îäèí íàñë³äîê ³ç ôîðìóëè (21): ñèìåòðè÷íå ÿäðî 2 ( , )η ξK  º 
âèðîäæåíèì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè âîíî ìàº ñê³í÷åííå ÷èñëî õàðàêòåðèñ-
òè÷íèõ ÷èñåë. Òîä³ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (18) áóäå ðàö³îíàëüíîþ ñòîñîâíî λ  
ôóíêö³ºþ. 

Çà âêàçàíèõ óìîâ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (18) ìàòèìå âèãëÿä 

 ( ) ( ) ( , ; ) ( )u g R g dλ
Ω

ξ = ξ + λ ξ η λ η η∫ , (22) 

äå ðåçîëüâåíòà ÿäðà 2( , ) ( , )Q ξ η = ξ ηK  º ìåðîìîðôíîþ çà λ  ôóíêö³ºþ: 

 
( , ; )

( , ; )
( )

D
R

D
ξ η λξ η λ =

λ
, (23) 

äå 

 
0

( 1)
( , ; ) ( , )

!

m
m

m
m

D B
m

∞

=

−ξ η λ = ξ η λ∑ , (24) 

 
0

( 1)
( )

!

m
m

m
m

D A
m

∞

=

−λ = λ∑ . (25) 

Ó ð³âíîñòÿõ (24), (25) ïàðàìåòðè ,  ( , )mA B ξ η  âèçíà÷àþòüñÿ çà ðåêóðåíò-

íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 0 01,                    ( , ) ( , )A B Q= ξ η = ξ η , 

 1( , )m mA B d−
Ω

= η η η∫ , 

 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )m m mB Q A m Q B d−
Ω

ξ η = ξ η − ξ τ τ η τ∫ . (26) 

Ðÿäè (24), (25) çá³ãàþòüñÿ äëÿ óñ³õ ñê³í÷åííèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ , à ðÿä 
(24), êð³ì òîãî, çá³ãàºòüñÿ äëÿ çíà÷åíü ξ  ³ η  ð³âíîì³ðíî â Ω × Ω . 

Ï³äñòàâèâøè òåïåð (23) ó (22), ìàòèìåìî 
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 1( ) ( ) ( ) ( , ; ) ( )
( )

u D g D g d
Dλ

Ω

 ξ = λ ξ + λ ξ η λ η η = λ  ∫  

 

1

0 0

0

( 1) ( 1)
( ) ( , ) ( )

! !

( 1)
!

m m
m m

m m
m m

m
m

m
m

g A B g d
m m

A
m

∞ ∞
+

= =Ω
∞

=

− −ξ λ + ξ η η ηλ

= =
− λ

∑ ∑∫

∑
 

 

1

0

0

( 1)
( ) ( , ) ( )

!

( 1)
!

m
m m

m m
m

m
m

m
m

g A B g d
m

A
m

∞
+

= Ω
∞

=

−  ξ λ + λ ξ η η η 
 

= =
− λ

∑ ∫

∑
 

 

1

1
1

1

( 1)
( ) ( , ) ( ) ( )

!

( 1)
1

!

m m

m m
m

m
m

m
m

g mB g d A g
m

A
m

∞ +

−
= Ω

∞

=

− λ  ξ + ξ η η η − ξ 
 

=
−+ λ

∑ ∫

∑
. (27) 

Îçíà÷åííÿ. 1n n−[ / ]-àïðîêñèìàíòîþ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (18) íàçèâàòè-

ìåìî äðîáîâî-ðàö³îíàëüíó çà λ  ôóíêö³þ 

 

1

1
1( )

1

( 1)
( ) ( , ) ( ) ( )

!
( )

( 1)
1

!

n m m

m m
mn

n m
m

m
m

g mB g d A g
m

u

A
m

−

−
= Ω

λ

=

 − λξ + ξ η η η − ξ  
 ξ =

−+ λ

∑ ∫

∑
. (28) 

Àïðîêñèìàíòà (28) ñïîð³äíåíà ç Ïàäå-àïðîêñèìàíòîþ. 

Òåîðåìà. Íåõàé ð³âíÿííÿ (5) º ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ðîäó ç³ ñëàáêîþ 
îñîáëèâ³ñòþ (19) àáî òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³àëó (14). 

Òîä³ éîãî íîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ãðàíèöÿ 

 1 2( ) lim ( ) ( 1) ( , ) ( )n n
n n

nu A g n B g d
A

+
− −→∞

Ω

 ξ = ξ − − ξ η η η 
 ∫ . (29) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî 1n n−[ / ]-àïðîêñèìàíòó (28) ðîçâ’ÿçêó ðå-
ãóëÿðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ (18). Çã³äíî ç (17) âèðàç (28) íàáóäå âèãëÿäó 

 ( ) ( )nuα ξ =  

 

1 1
1 1

1
1

1

1

( 1)
( ) ( , ) ( ) ( )

!

( 1)
!

n m
n n m

m m
m

n m
n n m

m
m

g mB g d A g
m

A
m

− +
− − −

−
= Ω

+
−

=

−  ξ α + ξ η η η − ξ α 
 

=
−α + α

∑ ∫

∑
. (30) 

Ñïðÿìóâàâøè òåïåð â (30) 0α → + , ìàòèìåìî (çà óìîâè, ùî 0nA ≠ ) 

 1 2( ) ( ) ( 1) ( , ) ( )n n n
n

nu A g n B g d
A

+
− −

Ω

 ξ = ξ − − ξ η η η 
 ∫ . (31) 

ßêùî æ 0nA = , à 1 0nA − ≠ , òî çàì³ñòü (31) ñë³ä âèáèðàòè àïðîêñèìàí-

òó Ïàäå íèæ÷îãî ïîðÿäêó, 2 1n n− −[ / ] : 

 1 2 3
1

1( ) ( ) ( 2) ( , ) ( )n n n
n

nu A g n B g d
A

+
− − −

− Ω

−  ξ = ξ − − ξ η η η 
 ∫  

³ ò. ä. 
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Òàêèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº ÷åðåç àïðîêñèìàíòè Ïàäå ïîðÿäêó 1m m−[ / ]  
ïðîâîäèòè ðåãóëÿðèçàö³þ ðîçâ’ÿçêó íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ ïåðøîãî 
ðîäó. 
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НОРМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 
РОДА СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 
 
Íà îñíîâàíèè ìåðîìîðôíîãî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èçîáðàæå-
íèÿ ðåøåíèÿ íîðìàëèçîâàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ôðåäãîëüìà âòîðî-
ãî ðîäà ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà Ìóðà – Ïåíðîóçà ñî ñëàáîé 
îñîáåííîñòüþ, à òàêæå îñîáåííîñòüþ òèïà íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, çàäàííîãî 
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì. 
 
NORMAL SOLUTION OF THE FIRST KIND INTEGRAL 
EQUATION WITH WEAK PECULIARITY 
 
On the basis of meromorphic (relative to regularization parameter) solution represen-
tation to the normalized integral second kind Fredholm-type equation, the regularization 
of the Moor – Penrose inverse operator with weak peculiarity and also with peculiarity 
of Newtonian potential type, given on the manifold with an edge, has been carried out.  
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