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ЧИСЛОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ СТАБІЛІЗОВАНИМИ СХЕМАМИ МСЕ 
ФІЛЬТРАЦІЙНОЇ КОНСОЛІДАЦІЇ ТІЛА ҐРУНТОВОЇ ГРЕБЛІ 
З УРАХУВАННЯМ ТЕПЛОМАСОПЕРЕНОСУ 
 

Ñôîðìóëüîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîí-
ñîë³äàö³¿ ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³ ç óðàõóâàííÿì ìàñîïåðåíîñó ñîëåé â íå³çîòåð-
ì³÷íîìó ðåæèì³ òà îòðèìàíî ¿¿ ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ç âèêîðèñòàííÿì ñòàá³-
ë³çàö³éíèõ ñõåì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Íà îñíîâ³ ïðîâåäåíèõ ÷èñëîâèõ 
åêñïåðèìåíò³â ïîêàçàíî âïëèâ ìàñîïåðåíîñó ñîëåé òà íå³çîòåðì³÷íèõ óìîâ íà 
ïðîöåñ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³. 

 
Âñòóï. Ïðè áóä³âíèöòâ³ öèâ³ëüíèõ ³ ïðîìèñëîâèõ îá’ºêò³â ´ðóíòîâ³ îñ-

íîâè ÷àñòî ï³ääàþòü çíà÷íèì íàâàíòàæåííÿì. Ïðèêëàäåí³ íàâàíòàæåííÿ 
âïëèâàþòü íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ´ðóíòîâîãî ïîðèñòîãî ñåðåäî-
âèùà. ßêùî ´ðóíò íàñè÷åíèé äåÿêîþ ð³äèíîþ (ó íàéïðîñò³øîìó âèïàäêó – 
âîäîþ), òî â³äïîâ³äí³ íàïðóæåííÿ ñïðè÷èíÿþòü ïîÿâó íàäëèøêîâèõ òèñê³â ó 
ïîðîâ³é ð³äèí³ ´ðóíòó. Íàäëèøêîâ³ òèñêè íåãàòèâíî âïëèâàþòü ÿê íà ñàì³ 
´ðóíòîâ³ îñíîâè, òàê ³ íà ñïîðóäè, ùî çâåäåí³ íà íèõ. Çîêðåìà, çá³ëüøóºòüñÿ 
³ìîâ³ðí³ñòü çñóâ³â, íåð³âíîì³ðíèõ ïðîñ³äàíü ´ðóíòó, âòðàò ñò³éêîñò³ ´ðóíòî-
âèõ îñíîâ ³ çâåäåíèõ áóä³âåëü, àæ äî ïîâíîãî ¿õ ðóéíóâàííÿ. Ñàì ïðîöåñ 
ðîçñ³þâàííÿ íàäëèøêîâèõ íàïîð³â ó ´ðóíò³ ïðèçâîäèòü äî çáëèæåííÿ ÷àñ-
òèíîê ´ðóíòó ³ âíàñë³äîê öüîãî – äî óù³ëüíåííÿ ´ðóíòîâî¿ îñíîâè ï³ä âïëè-
âîì ïðèêëàäåíîãî íàâàíòàæåííÿ. Òàêèé ïðîöåñ â³äîìèé ó íàóêîâ³é ë³òåðà-
òóð³ ÿê êîíñîë³äàö³ÿ íàñè÷åíîãî ´ðóíòó [8, 9, 14]. Çàâ÷àñíå ïðîãíîçóâàííÿ 
ïðîöåñ³â êîíñîë³äàö³¿ ´ðóíò³â äîçâîëÿº ïåðåäáà÷àòè êðèòè÷í³ ñèòóàö³¿ ³ 
â÷àñíî ¿ì çàïîá³ãàòè. 
 Äëÿ ´ðóíò³â ç äîñèòü âåëèêèì êîåô³ö³ºíòîì ô³ëüòðàö³¿, íàïðèêëàä, äëÿ 
ï³ñê³â, ïèòàííÿ ïðî ïðîãíîçóâàííÿ ïðîöåñó êîíñîë³äàö³¿ íå ñòàâèòüñÿ, îñ-
ê³ëüêè íàäëèøêîâ³ íàïîðè ðîçñ³þþòüñÿ øâèäêî. Àëå íàÿâí³ñòü ó ´ðóíò³ íà-
â³òü ê³ëüêîõ â³äñîòê³â ãëèíèñòî¿ ôðàêö³¿ çíà÷íî çìåíøóº êîåô³ö³ºíò ô³ëüò-
ðàö³¿. Òîìó îñîáëèâå çíà÷åííÿ çàäà÷à êîíñîë³äàö³¿ ìàº äëÿ ãëèíèñòèõ ´ðóí-
ò³â, ïðîöåñ êîíñîë³äàö³¿ ÿêèõ ìîæå çàòÿãíóòèñü íà äåñÿòêè ðîê³â. 
 Íà ñüîãîäí³ òåõíîãåííèé âïëèâ íà íàâêîëèøíº ñåðåäîâèùå çíà÷íî 
çðîñòàº. Çîêðåìà, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çàáðóäíåííÿ ´ðóíò³â ³ ï³äçåìíèõ âîä â³ä-
õîäàìè âèðîáíèöòâà. Òà ³ â ñàìèõ ïðèðîäíèõ óìîâàõ çóñòð³÷àþòüñÿ ïîêëà-
äè ñîëåé, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ íèæ÷å â³ä âîäîíîñíèõ ãîðèçîíò³â. Â³äîìî, ùî ãëè-
íèñò³ ´ðóíòè, äëÿ ÿêèõ îñîáëèâî ãîñòðî ñòî¿òü ïðîáëåìà êîíñîë³äàö³¿, ìàþòü 
âëàñòèâîñò³ íàï³âíåïðîíèêíèõ ìåìáðàí [16]. Òîìó â íåð³âíîì³ðíî çàñîëåíèõ 
ãëèíèñòèõ ´ðóíòàõ ìîæóòü ñïîñòåð³ãàòèñü àíîìàëüí³ òèñêè, ñïðè÷èíåí³ îñ-
ìîòè÷íèìè ÿâèùàìè. Ó ðîáîò³ [21] íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåííÿ 
òàêèõ ÿâèù ó ïðèðîäíèõ ãåîëîã³÷íèõ ôîðìàö³ÿõ. Ùå á³ëüøå äîñë³äæåíü 
õ³ì³÷íîãî îñìîñó ïðîâåäåíî â ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ [6, 11, 19, 20]. 
 Ó ðîáîòàõ [2, 4, 5] äîñë³äæåíî âïëèâ ìàñîïåðåíîñó ñîëåé íà êîíñîë³äà-
ö³þ ãëèíèñòèõ ´ðóíò³â. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü êîíñîë³äà-
ö³¿ ´ðóíòó ç óðàõóâàííÿì ÿâèù õ³ì³÷íîãî îñìîñó, ïîâçó÷îñò³ ´ðóíòó òà çà-
ëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â ô³ëüòðàö³¿ ³ äèôóç³¿ â³ä êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé. Îäíàê 
äîñë³äæåííÿ ïðîöåñó êîíñîë³äàö³¿ ïðîâîäèëè çà ³çîòåðì³÷íèõ óìîâ. Ó ðîáîò³ 
[3] âèâ÷àëè âïëèâ íå³çîòåðì³÷íîãî ðåæèìó íà êîíñîë³äàö³þ ìàñèâó ãëèíèñ-
òîãî ´ðóíòó. Çàïðîïîíîâàíî âðàõîâóâàòè âïëèâ íà øâèäê³ñòü ô³ëüòðàö³¿ 
ÿâèù òåðìîîñìîñó [15, 17], à íà ïðîöåñ ìàñîïåðåíîñó – ÿâèù òåðìîäèôóç³¿ 
[18]. Ïîêàçàíî, ùî ïðè ñåçîííîìó êîëèâàíí³ òåìïåðàòóðè â³äáóâàºòüñÿ 
êîëèâàííÿ ³ íàäëèøêîâèõ íàïîð³â ó ìàñèâ³ ´ðóíòó, ÿêèé êîíñîë³äóºòüñÿ. 
 Íàäëèøêîâ³ íàïîðè ìîæóòü âèíèêàòè ³ â³ä âëàñíî¿ âàãè ´ðóíòó. Îñîá-
ëèâî öå ñòîñóºòüñÿ áóä³âíèöòâà ´ðóíòîâèõ ãðåáåëü. Íàäëèøêîâ³ íàïîðè â ò³-
ë³ ãðåáë³ º îäí³ºþ ç îñíîâíèõ ïðè÷èí âèíèêíåííÿ êðèòè÷íèõ ñèòóàö³é ïðè 
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åêñïëóàòàö³¿ ã³äðîòåõí³÷íî¿ ñïîðóäè. Ðóéíóâàííÿ ãðåáë³ ìîæå ïðèçâåñòè äî 
àâàð³é ç â³äïîâ³äíèìè ìàòåð³àëüíèìè çáèòêàìè òà íàñë³äêàìè äëÿ åêîëîã³÷-
íî¿ ñèòóàö³¿ ó ðåã³îí³. Òàê, ó ñåðïí³ 1983 ð. íà ãðåáë³ õâîñòîñõîâèùà Ñòåá-
íèöüêîãî (Ëüâ³â. îáëàñòü) Äåðæàâíîãî ã³ðíè÷î-õ³ì³÷íîãî ï³äïðèºìñòâà «Ïî-
ë³ì³íåðàë», ÿêå ïðèçíà÷åíå äëÿ çáåð³ãàííÿ â³äõîä³â âèðîáíèöòâà êàë³éíèõ 
äîáðèâ, à òàêîæ øàõòíèõ âîä, òðàïèëàñü â³äîìà àâàð³ÿ, êîëè âíàñë³äîê çñó-
âó íèçîâîãî óêîñó, ÿêèé çóìîâèâ îñ³äàííÿ ãðåáåíÿ ãðåáë³, âèíèêëî ïåðåëè-
âàííÿ ³ ðîçìèâàííÿ ÷àñòèíè ñïîðóäè [7]. Îñîáëèâ³ñòþ çàäà÷³ êîíñîë³äàö³¿ 
ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³ º íàÿâí³ñòü â³ëüíî¿ ïîâåðõí³. Ó ðîáîò³ [4] ðîçãëÿíóòî 
çàäà÷ó êîíñîë³äàö³¿ ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³ ç óðàõóâàííÿì âïëèâó ïåðåíîñó 
ñîëåé. Îäíàê âïëèâó òåìïåðàòóðè íà ðîçïîä³ë íàïîð³â ³ êîíöåíòðàö³¿ ïîðî-
âîãî ñîëüîâîãî ðîç÷èíó â ò³ë³ ãðåáë³ òàì íå áóëî âðàõîâàíî. Àêòóàëüí³ñòü òà 
îñîáëèâ³ñòü ïðîáëåìè ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ´ðóíòîâèõ ãðåáåëü ç óðà-
õóâàííÿì âïëèâó ïåðåíîñó ñîëåé â íå³çîòåðì³÷íîìó ðåæèì³ âèìàãàþòü ïî-
äàëüøîãî ¿õ äîñë³äæåííÿ. 
 Ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ðîçãëÿäóâàíèõ ïðîöåñ³â ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ 
´ðóíò³â ç óðàõóâàííÿì òåïëîìàñîïåðåíîñó îïèñóþòüñÿ êðàéîâèìè çàäà÷àìè 
äëÿ ñèñòåì íåë³í³éíèõ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü [2–5]. Ç îãëÿäó íà íåë³í³éí³ñòü 
â³äøóêàííÿ ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ çàäà÷ âèìàãàº çàñòîñóâàííÿ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â. 
Çîêðåìà, â ðîáîòàõ [3–5] âèêîðèñòàíî ÿê ìåòîä ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü, òàê ³ 
ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Íàÿâí³ñòü êîíâåêòèâíèõ ÷ëåí³â ó ð³âíÿííÿõ 
òåïëîìàñîïåðåíîñó, ÿê³ º ñêëàäîâèìè ÷àñòèíàìè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, 
âèìàãàº ïðè çàñòîñóâàíí³ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ) âèêîðèñ-
òîâóâàòè ñòàá³ë³çàö³éí³ ñõåìè [1, 12, 22]. Ó ðîáîò³ [3] ñòàá³ë³çàö³éí³ ñõåìè 
ÌÑÅ âèêîðèñòàíî áåçïîñåðåäíüî äî çíàõîäæåííÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà-
÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ç óðàõóâàííÿì âïëèâó ïåðåíîñó ñîëåé â íå-
³çîòåðì³÷íîìó ðåæèì³ â îáëàñò³ ç ô³êñîâàíèìè ìåæàìè. Òîìó ñòàíîâèòü 
³íòåðåñ çàñòîñóâàííÿ ñòàá³ë³çàö³éíèõ ñõåì ÌÑÅ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ àíàëîã³÷-
íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ³ç â³ëüíèìè ðóõîìèìè ìåæàìè. 

 Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ 
ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³ (äèâ. 
ðèñ. 1) ç óðàõóâàííÿì âïëè-
âó ïåðåíîñó ñîëåé çà íå³çî-
òåðì³÷íèõ óìîâ çàïèøåìî 
(íà ï³äñòàâ³ ðîá³ò [2–4]) ó 
âèãëÿä³ òàêî¿ êðàéîâî¿ çà-
äà÷³: 
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 1( , ) 0,   ( , , ),        ( , )
ANMGF AB

T T T x y t x y AB∇ = = ∈n , 

 2 ( , , ),          ( , )
EF

T T x y t x y EF= ∈ , 

 3 ( , , ),          ( , )
DE

T T T x y t x y DE
Γ

= = ∈ Γ  , (7) 

 0 0 0( , ,0) ( , ),      ( , ,0) ( , ),      ( , , 0) ( , )h x y h x y c x y c x y T x y T x y= = = , (8) 

äå 0t > , ( , )x y ∈ Ω ; 1( , , )C x y t , 1( , , )T x y t , 2 ( , , )T x y t , 3 ( , , )T x y t , 1( , , )H x y t , 

2 ( , , )H x y t , 0 ( , )h x y , 0 ( , )c x y , 0 ( , )T x y  – çàäàí³ ôóíêö³¿. Òóò âèêîðèñòàíî òàê³ 

ïîçíà÷åííÿ: ( , , )
p

h x y t y= +
γ

 – ï’ºçîìåòðè÷íèé íàï³ð; p  – òèñê ó ïîðî-

âîìó ðîç÷èí³; ( , ) ( , )ijc T k c T=K { } , ( , ) ( , )ijc T c T= ν { } , ( , ) ( , )ijc T D c T=D { } , 

( , ) ( )T T ijc T D=D { } , ( , ) ( ) ,  T T ij ijc T k= = λK { } { }  – òåíçîðè â³äïîâ³äíî êîåô³-

ö³ºíò³â ô³ëüòðàö³¿, õ³ì³÷íîãî îñìîñó, êîíâåêòèâíî¿ äèôóç³¿, òåðìîäèôóç³¿, 
òåðìîîñìîñó òà åôåêòèâíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ âîëîãîãî ´ðóíòó, , 1,2i j = ; 

1 2( , )u u=u  – âåêòîð øâèäêîñò³ ô³ëüòðàö³¿ ñîëüîâîãî ðîç÷èíó; n  – âåêòîð 
íàïðÿìíèõ êîñèíóñ³â çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî ìåæ³ îáëàñò³ ô³ëüòðàö³éíî¿ 
êîíñîë³äàö³¿; ρ , cρ  – ãóñòèíà òà ïèòîìà òåïëîºìí³ñòü ïîðîâîãî ðîç÷èíó; Tc  

– îá’ºìíà òåïëîºìí³ñòü ´ðóíòó; 1 2( , )v v=v  – âåêòîð øâèäêîñò³ ðóõó òâåð-

äèõ ÷àñòèíîê ´ðóíòó; t  – ÷àñ; e  – ñåðåäíº çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ïîðèñòîñ-
ò³; γ  – ïèòîìà âàãà ñîëüîâîãî ðîç÷èíó; n  – ïîðèñò³ñòü ´ðóíòó; ξ , a  – êî-

åô³ö³ºíòè á³÷íîãî òèñêó òà ñòèñëèâîñò³ ´ðóíòó; 1γ  – êîíñòàíòà øâèäêîñò³ 

ìàñîîáì³íó; mC  – êîíöåíòðàö³ÿ ãðàíè÷íîãî íàñè÷åííÿ; ,  h∗ ∗Θ  – ñóìà ãî-

ëîâíèõ íàïðóæåíü ó ñêåëåò³ ´ðóíòó òà íàäëèøêîâèé íàï³ð ó ñòàí³ ïîâíî¿ 
ñòàá³ë³çàö³¿. 
 Íèæíÿ ìåæà ANMGF  ò³ëà ãðåáë³ ââàæàºòüñÿ íåïðîíèêíîþ ³ òåïëî³çî-
ëüîâàíîþ. 
 Íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ Γ  (êðèâ³é äåïðåñ³¿) ôóíêö³ÿ ( , , )h x y t  çàäîâîëüíÿº 
ãðàíè÷í³ óìîâè [13] 

 ( , , ) ,        ( , )h x y t y n
tΓ Γ

∂ϕ= =
∂

u n . (9) 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ ( , , ) ( , , ) 0x y t y h x y t
Γ

ϕ = − =( )  îïèñóº â³ëüíó ïîâåðõíþ Γ . 

 Äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ( , , )c x y t  ñîëüîâîãî ðîç÷èíó íà äåïðåñ³éí³é êðèâ³é â 
³çîòåðì³÷íîìó ðåæèì³ âèêîíóºòüñÿ òàêà ãðàíè÷íà óìîâà [4]: 

 ( ) , 0c c
Γ

=D n( ) , 

à â íå³çîòåðì³÷íîìó ðåæèì³ ìàºìî 

 ( , ) ( , ) , 0Tc T c c T T
Γ

+ =D D n ( ) . (10) 

 ×èñëîâå ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(10) ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ 
åëåìåíò³â. Íåõàé 0H  – ïðîñò³ð âåêòîð-ôóíêö³é 1 2( , ) ( , ), ( , )x y s x y s x y=s ( , 

3 ( , )s x y ) , êîæíà ç êîìïîíåíò ( , ),  1, 2, 3is x y i = , ÿêèõ â îáëàñò³ Ω  íàëåæèòü 

äî ïðîñòîðó Ñîáîëºâà 1
2 ( )W Ω , ïðè÷îìó 1( , )s x y , 2 ( , )s x y  òà 3 ( , )s x y  íàáóâà-

þòü íóëüîâèõ çíà÷åíü â³äïîâ³äíî íà òèõ ÷àñòèíàõ ìåæ³ îáëàñò³ Ω , äå äëÿ 
ôóíêö³é ( , , )h x y t , ( , , )c x y t , ( , , )T x y t  çàäàíî ãðàíè÷í³ óìîâè ïåðøîãî ðîäó.  
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 Íåõàé H  – ïðîñò³ð âåêòîð-ôóíêö³é 1 2( , , ) ( , , ), ( , , )x y t f x y t f x y t=f ( , 

3 ( , , )f x y t ) , êîæíà ç êîìïîíåíò ( , , ),  1,2, 3if x y t i = , ÿêèõ ³íòåãðîâíà ç êâàä-

ðàòîì ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè   ,  ,  i i if f f
t x y

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

, 

1, 2, 3i = , â îáëàñò³ Ω  0(0, ]t t∀ ∈ , ïðè÷îìó 1( , , )f x y t , 2 ( , , )f x y t  òà 3 ( , , )f x y t  

çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äíî ò³ ãðàíè÷í³ óìîâè ïåðøîãî ðîäó, ùî é ôóíêö³¿ 
( , , )h x y t , ( , , )c x y t , ( , , )T x y t . 

 Îñê³ëüêè çíà÷åííÿ ñ³òêîâèõ ÷èñåë Ïåêëå ð³âíÿíü (2), (3) 

 1 1,          
2 2c e T e

c
h h

ρρ
= =

uu
D 

Pe Pe  

ìîæóòü áóòè á³ëüøèìè â³ä îäèíèö³, òî ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(8), 
ïîáóäîâàíèé çà ñõåìîþ Ãàëüîðê³íà, ìîæå ñèëüíî îñöèëþâàòè â óñ³é îáëàñò³ 
âèçíà÷åííÿ. Òóò eh  – ìàêñèìàëüíà äîâæèíà ñòîðîíè â óñ³õ ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíòàõ. Äëÿ óñóíåííÿ öèõ íåäîë³ê³â ó çàäà÷àõ êîíâåêö³¿-äèôóç³¿ çàñòîñîâó-
þòü ñòàá³ë³çàö³éí³ òà àäàïòèâí³ ñõåìè ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â [1, 12, 
22]. Òîìó äëÿ ñòàá³ë³çàö³¿ ÷èñëîâèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü (2), (3) âèêîðèñòàºìî 
ïðîòèïîòîêîâó ñõåìó Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà [22], ÿêà ï³äì³íÿº âàð³àö³éíó 
çàäà÷ó çáóðåíîþ. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíó ïðîöåäóðó: ïîìíîæèâøè ð³âíîñò³ (1), (2), 
(3) ³ êîæíó ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (8) â³äïîâ³äíî íà äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿ 1( , )s x y , 

2 ( , )s x y , 3 ( , )s x y  òàê³, ùî 1 2 3 0( , ),  ( , ),  ( , )s x y s x y s x y H∈( ) , ç³íòåãðóâàâøè ¿õ 

ïî îáëàñò³ Ω , çàñòîñîâóþ÷è ïåðøó ôîðìóëó ¥ð³íà òà âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ 
ð³âíÿíü (2), (3) ïðîòèïîòîêîâó ñõåìó Ïåòðîâà – Ãàëüîðê³íà, îòðèìàºìî 

 1 1
(1 )(1 )

( , )
2

n eh hs x y dx dy s d
t a t

Ω Γ

+ + ξ∂ ∂+ Γ −
∂ γ ∂∫∫ ∫  

 1
(1 )(1 )

( ( , ) , )
2
e

c T h s
a

Ω

+ + ξ− − +
γ ∫∫ K  {  

 1 1( ( , ) , ) ( ( , ) , )Tc T c s c T T s dx dy+ − =K    }  

 1 0
1 ( , )           (0, ]
2

h s x y dx dy t t
t t

∗ ∗

Ω

∂ ∂θ = + ∀ ∈ ∂ γ ∂ ∫∫ , (11) 

 2 2 2( , ) ( , ) ( , )T
cn s x y c s T s dx dy
t

Ω

∂ + + + ∂ ∫∫ D D     

 ( )
1 2( , ) ( ) (

e e

c
m e

cc c C s dx dy n c
tΩΩ Ω

∂ + + γ − + τ − ⋅ − ∂ ∑∫∫ ∫∫u D  ( )  

 1 2( ) ( , ) ( ))( , ) 0T mT c c C s dx dy− ⋅ + + γ − =D u u    , (12) 

 3 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )T
Tc s x y T s c T s x y dx dy
t ρ

Ω

∂ + + ρ + ∂ ∫∫ u    

 ( ) ( )
e e

T
e T

Tc T
tΩ Ω

∂+ τ − ⋅ + ∂∑ ∫∫    

 3( , ) ( , ) 0c T c s dx dyρ ρ
+ ρ ρ =


u u  , (13) 
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 1 0 1( , ,0) ( , )h x y s dx dy h x y s dx dy
Ω Ω

=∫∫ ∫∫ ,  

 2 0 2( , ,0) ( , )c x y s dx dy c x y s dx dy
Ω Ω

=∫∫ ∫∫ ,  

 3 0 3( , ,0) ( , )T x y s dx dy T x y s dx dy
Ω Ω

=∫∫ ∫∫  

 1 2 3 0 ( , ),  ( , ),  ( , )s x y s x y s x y H∀ ∈( ) , 

 ( , , ), ( , , ), ( , , ) h x y t c x y t T x y t H∈∀ ( ) . (14) 

 Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(10) øóêàºìî ó âèãëÿä³ 

 
1

(1)
1

1

   
( , , ),  ( , , ),  ( , , ) ( ) ( , ) ( , , )

n

i i
i

h x y t c x y t T x y t a t N x y W x y t
=

= +
 ∑

 
( ) , 

 
2 3

(2) (3)
2 3

1 1

( ) ( , ) ( , , ),   ( ) ( , ) ( , , )
n n

j j s s
j s

b t N x y W x y t r t N x y W x y t
= =

+ + 
∑ ∑ , (15) 

äå (1) , 0, 0i iN=N ( ) , 11,i n= , 
1

(2)0, , 0j j nN −=N ( ) , 1 1 21,j n n n= + + , 

1 2

(3)0, 0,s s n nN − −=N ( ) , 1 2 1 2 31,s n n n n n= + + + + , – áàçèñí³ âåêòîð-ôóíêö³¿ 

ñê³í÷åííîâèì³ðíîãî ï³äïðîñòîðó 0 0M H⊂ ; 1( , , )W x y t , 2( , , )W x y t , 3 ( , , )W x y t  

– â³äîì³ ôóíêö³¿, òàê³, ùî 1 1( , , )
AB

W H x y t= , ( , )x y AB∈ ; 1 2 ( , , )
EF

W H x y t= , 

( , )x y EF∈ ; 1 DE
W y= , ( , )x y DE∈ ; 2 mAB

W C= , 2 1( , , )
EF

W C x y t= , ( , )x y ∈ 

EF∈ ; 3 1( , , )
AB

W T x y t= , ( , )x y AB∈ ; 3 2 ( , , )
EF

W T x y t= , ( , )x y EF∈ ; 3W
Γ

=  

3 3 ( , , )
DE

W T x y t= = , ( , )x y DE∈ Γ  ; eΩ = Ω , eΩ  – ñê³í÷åíí³ åëåìåíòè; 

( ) ( ),  c T
e eτ τ  – ïàðàìåòðè ðåãóëÿðèçàö³¿. 

 Ç ð³âíîñòåé (11)–(14) ïðè 1 2 3 0( , ),  ( , ),  ( , )s x y s x y s x y M∈( ) , âðàõîâóþ÷è 

(15), îòðèìóºìî çàäà÷ó Êîø³ äëÿ ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü â³äíîñíî âåêòîðà ( ) ( ( ), ( ), ( ))t t t t=U A B R : 

 (3) (3) (3)( , , )d
dt

⋅ + ⋅ =RM L A B R R F , (16) 

 (2) (2) (2) (2)( , , ) ( ) ( )d t t
dt

⋅ + ⋅ = ⋅ +BM L A B R B G R F , (17) 

 (1) (1) (1) (1)( , ) ( ) ( ) ( )d t t t
dt

′⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ +(1)AM L B R A G B G R F , (18) 

 (1) (0) (1) (2) (0) (2) (3) (0) (3),    ,     ⋅ = ⋅ = ⋅ =M A F M B F M R F      , (19) 
äå 

1
1( ( ))ni ia t ==A , 1(0)

1( (0))ni ia ==A , 2
1( ( ))ni ib t ==B , 2(0)

1( (0))ni ib ==B , 3
1( ( ))ni ir t ==R , 

3 3 3 3(3) (3) (3) (3) (3) (3)
1 , 1 , 1 , 1  ( (0)) ,      ( ) ,    ( ) ,      ( )  n n n n

i i ij i j ij i j ij i jr m m= = = == = = =(0)R M L M  , 

1 3 3 2(1) (1) (3) (3) (3) (3) (2) (2)
   , 1 1 1 , 1   ( ) ,  ( ) ,          ( ) ,     ( ) n n n n

ij i j i i i i ij i jm f f m= = = == = = =M F F M  , 

2 2 2 3 2,(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
, 1 , 1 1, 1 1( ) ,   ( ) ,          ( ) ,      ( )  n n n n n

ij i j ij i j ij i j i im g f= = = = == = = =M L G F   , 

2 1 1 1 2,(2) (2) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
   1 , 1 , 1 1, 1   ( ) ,      ( ) ,      ( ) ,      ( )n n n n n

i i ij i j ij i j ij i jf m g= = = = == = = =F M L G  ,

1 3 1 1,(1) (1) (1) (1) (1) (1)
  1, 1 1 1 ( ) , ( ) ,          ( )n n n n

ij i j i i i ig f f= = = =
′ ′= = =G F F ,  
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(3) (3) (3) (2) (2) (2) (1) (1) (1),  ,         ij i j ij i j ij i jm N N dx dy m N N dx dy m N N dx dy
Ω Ω Ω

= = =∫∫ ∫∫ ∫∫   , 

(3) (3) (3) ( ) (3) (3)( , )
e e

T
ij T i j e j im c N N dx dy c N N dx dyρ

ΩΩ Ω

 = + τ ρ 
 

∑∫∫ ∫ u  , 

(2) (2) (2)
0 2( , ,0)i i if c N dx dy W x y N dx dy

Ω Ω

= −∫∫ ∫∫ , 

(3) (3) (3)
0 3 ( , ,0)i i if T N dx dy W x y N dx dy

Ω Ω

= −∫∫ ∫∫ ,  

(3) (3) (3) (3) (3)( , ) ( , )ij j i i jN N c N N dx dyρ
Ω

= + ρ +∫∫ u  ( )  

 ( ) (3) (3) (3)( ( ) ( , ))( , )
e e

T
e j j ic N c N N dx dyρ ρ

Ω Ω

+ τ ρ − ⋅ + ρ∑ ∫∫ u u    , 

(3) (3) (3) (3)3
3 3( , ) ( , )i T i i i

W
f c N W N c N W dx dy

t ρ
Ω

∂ = − + + ρ − ∂ ∫∫ u    

 ( ) (3)3
3 3( ) ( , ) ( , )

e e

T
e T i

W
c c W c W N dx dy

tρ ρ
Ω Ω

∂ − τ ρ − ⋅ + ρ ∂ ∑ ∫∫ u u    , 

(2) (2) (2) ( ) (2) (2)( , )
e e

c
ij i j e j im n N N dx dy N N dx dy

ΩΩ Ω

 = + τ 
 

∑∫∫ ∫∫ u  , 

(1) (1) (1) (1) (1)(1 )(1 )
2ij i j i j

n e
m N N dx dy N N d

a
Ω Γ

+ + ξ= + Γ
γ∫∫ ∫ , 

(2) (3) (2) ( ) (3) (2)( , ) ( )( , )
e e

c
ij T j i e T j ig N N dx dy N N dx dy

ΩΩ Ω

= − − τ ⋅∑∫∫ ∫∫D D u     , 

(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
1( , ) ( , )ij j i i j i jN N N N N N dx dy

Ω

= + + γ +∫∫ D u  ( )  

 ( ) (2) (2) (2) (2)
1( ( ) ( , ) )( , )

e e

c
e j j j iN N N N dx dy

Ω Ω

+ τ − ⋅ + + γ∑ ∫∫ D u u    , 

(1) (1) (1) 1(1 )(1 )1
2 2i i i

Wn ehf N dx dy N d
t t a t

∗ ∗

Ω Γ

∂+ + ξ∂ ∂θ = + − Γ + ∂ γ ∂ γ ∂ ∫∫ ∫  

 (1) (1) (1)1
1 2

(1 )(1 )
( , ) ( , )

2 i i i

We
N W N W N

a t
Ω

∂+ + ξ + − − + +γ ∂∫∫ K     

 (1)
3( , )T iW N dx dy+ 


K   , 

(2) (2) (2) (2)2
2 3( , ) ( , )i i i T i

W
f n N W N W N

t
Ω

∂= − + ∇ + − ∂∫∫ D D    

 (2) ( ) 2
1 2 2( ) ( )

e e

c
i m e

W
N C W dx dy n W

tΩ Ω

∂ − γ − − τ − ⋅ −  ∂ ∑ ∫∫ D   

 (2)
3 2 1 2( ) ( , ) ( ) ( , )T m iW W W C N dx dy− ⋅ + + γ − 


D u u    , 
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 (1) (1) (1)
0 1( , ,0)i i if h N dx dy W x y N dx dy

Ω Ω

= −∫∫ ∫∫ , 

 (1) (1) (1)(1 )(1 )
( , )

2ij j i
e

N N dx dy
a

Ω

+ + ξ=
γ ∫∫ K  , 

 (1) (2) (1)(1 )(1 )
( , )

2ij j i
e

g N N dx dy
a

Ω

+ + ξ
=

γ ∫∫   ,  

 (1) (3) (1)(1 )(1 )
( , )

2ij T j i
e

g N N dx dy
a

Ω

+ + ξ′ = −
γ ∫∫ K   . 

Ïàðàìåòðè ðåãóëÿðèçàö³¿ ( )T
eτ , ( )c

eτ  ó (12), (13) çã³äíî ç [1, 12] âèáèðàºìî 
òàêèì ÷èíîì: 

 ( ) ( )

,
,

( ),              ( )T ce e
e T e c

e
e

h h
aa c ∞ρ ∞

τ = γ τ = γ
ρ uu

Pe Pe , 

äå 
, 0 1,

3,  ( )
1, 1 .

z z
a z

z

≤ ≤= γ =  < < ∞
  

 Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ (16)–(19) ïîä³ëèìî 

÷àñîâèé â³äð³çîê 00, t[ ]  íà M  îäíàêîâèõ ÷àñòèí ç êðîêîì 0t
M

τ = . Ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç ( ) ( ) ( ) ( )( , , )j j j j=U A B R  íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ Êîø³ (16)–(19) 

ïðè t j= τ . Òàêîæ ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: ( 1/2) ( 1) ( )1 ( )
2

j j j+ += +R R R , 

( 1/2) ( 1) ( )1 ( )
2

j j j+ += +A A A , ( 1/2) ( 1) ( )1 ( )
2

j j j+ += +B B B . 

 Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
(16)–(18) ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ñõåìè Êðåíêà – Í³êîëñîíà [13]. Îäíàê 
öÿ ñõåìà âèìàãàº íà êîæíîìó ÷àñîâîìó øàð³ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì íåë³í³éíèõ 
ð³âíÿíü. Ùîá óíèêíóòè öüîãî, äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
çàäà÷³ Êîø³ ìîæíà âèêîðèñòàòè ñõåìó ïðåäèêòîð-êîðåêòîð [3, 13]. 
 Îñîáëèâ³ñòü ö³º¿ çàäà÷³ ïîëÿãàº â òîìó, ùî îáëàñòü ô³ëüòðàö³éíî¿ êîí-
ñîë³äàö³¿ çì³íþºòüñÿ ç ÷àñîì çà ðàõóíîê çì³íè ïîëîæåííÿ â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ 
(êðèâà Γ  íà ðèñ. 1). Òîìó ïîñòàº íåîáõ³äí³ñòü â àëãîðèòì³ ³òåðóâàííÿ â³ëü-
íî¿ ïîâåðõí³. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàºìî ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé ó [13] ³ àäàï-
òîâàíèé äî çàäà÷ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ç óðàõóâàííÿì âïëèâó ïåðåíî-
ñó ñîëåé ó [4]. 
 Íåõàé çàäà÷ó ðîçâ’ÿçóºìî ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Òîä³ îáëàñòü 

D  ( 1D = Ω Ω ) ïîêðèâàºìî â³äïîâ³äíîþ ñê³í÷åííîåëåìåíòíîþ ñ³òêîþ. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî íà j -ìó ÷àñîâîìó øàð³ çàäà÷à (1)–(10) ðîçâ’ÿçàíà, òîáòî 

çíàéäåíî ïîëîæåííÿ êðèâî¿ äåïðåñ³¿ ( )jΓ . Òîä³: 

1°. Âèçíà÷àºìî çíà÷åííÿ íàïîðó 1( , , )jh x y t +  íà ( 1j + )-ìó ÷àñîâîìó øà-

ð³, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëîæåííÿ êðèâî¿ äåïðåñ³¿ ( )jΓ . Ó âóçëàõ, ÿê³ ëåæàòü 

âèùå â³ä êðèâî¿ äåïðåñ³¿, êîåô³ö³ºíòè ô³ëüòðàö³¿ òà îñìîñó ïîêëàäàºìî ð³â-
íèìè íóëåâ³. Äëÿ òîãî ùîá ìàòðèöÿ ÌÑÅ áóëà íåâèðîäæåíîþ, ¿¿ ä³àãîíàëüí³ 
åëåìåíòè, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü âóçëàì íàä â³ëüíîþ ïîâåðõíåþ, ïîêëàäàºìî ð³â-
íèìè äåÿêîìó äîäàòíîìó ÷èñëó. 

2°. Çíàõîäèìî ïîëîæåííÿ êðèâî¿ äåïðåñ³¿ íà ( 1j + )-ìó ÷àñîâîìó øàð³. 
Äëÿ öüîãî âèçíà÷àºìî â êîæí³é âóçëîâ³é òî÷ö³ çíà÷åííÿ òèñêó 

( )
1 1( , , ) ( , , )i

i i j i i j ip x y t h x y t y+ += − . Òóò ïîêëàäàºìî 1γ = . Äàë³, ïî êîæíîìó 

ñê³í÷åííîìó åëåìåíòó E  ï³äðàõîâóºìî ñåðåäíº çíà÷åííÿ òèñêó 
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( ) ( )

1

1E i

i

p p
s

= ⋅ ∑ , äå 1s  – ê³ëüê³ñòü âóçë³â, ÿê³ íàëåæàòü åëåìåíòó E . Íîâå 

ïîëîæåííÿ äåïðåñ³éíî¿ êðèâî¿ âèçíà÷àºìî ç óìîâè, ùî äëÿ âñ³õ ñê³í÷åííèõ 
åëåìåíò³â, ÿê³ ëåæàòü ï³ä äåïðåñ³éíîþ êðèâîþ, ìàº âèêîíóâàòèñü ñï³ââ³ä-

íîøåííÿ ( ) 0Ep > ε ≥  äëÿ çàäàíîãî äîñòàòíüî ìàëîãî çíà÷åííÿ ε . 

3°. Âèçíà÷àºìî çíà÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ 1( , , )jc x y t +  ³ òåìïåðàòóðè 

1( , , )jT x y t +  íà ( 1j + )-ìó ÷àñîâîìó øàð³, âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíå ïîëî-

æåííÿ êðèâî¿ äåïðåñ³¿ ( 1)j+Γ . Ó âóçëàõ, ÿê³ ëåæàòü âèùå â³ä êðèâî¿ äåïðå-

ñ³¿, åëåìåíòè òåíçîð³â ,  ,  TD D  , êîåô³ö³ºíò 1γ  ³ øâèäê³ñòü ô³ëüòðàö³¿ ïî-
êëàäàºìî ð³âíèìè íóëåâ³. Äëÿ òîãî ùîá ìàòðèö³ ÌÑÅ áóëè íåâèðîäæåíèìè, 
¿õí³ ä³àãîíàëüí³ åëåìåíòè, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü âóçëàì íàä â³ëüíîþ ïîâåðõíåþ, 
ïîêëàäàºìî ð³âíèìè äåÿêîìó äîäàòíîìó ÷èñëó. 

4°. Ïåðåõîäèìî íà íàñòóïíèé, ( 2j + )-é, ÷àñîâèé øàð ³ ðîçïî÷èíàºìî 
àëãîðèòì ³ç ïåðøîãî êðîêó. 

 Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â. Âñòàíîâëåííÿ îö³íêè âïëèâó 
òåïëîìàñîïåðåíîñó íà ïðîöåñ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ò³ëà ´ðóíòîâî¿ 
ãðåáë³ ïðîâåäåíî íà òåñòîâîìó ïðèêëàä³. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ô³ëüòðàö³éíî¿ 
êîíñîë³äàö³¿ ò³ëà ãëèíèñòî¿ ãðåáë³ ç òàêèìè âèõ³äíèìè äàíèìè: 

5
11 22 2.8 10−ν = ν = ⋅ ì5/(êã ⋅ äîáà), 12 21 0ν = ν = ì5/(êã ⋅ äîáà), 0.7e = , 0.75ξ = , 

11 22 0.02D D= = ì2/äîáà, 12 21 0D D= = ì2/äîáà, 11 22( ) ( ) ( )k c k c k c= = , 12 ( )k c =  

21( ) 0k c= = ì/äîáà, 6
11 22( ) ( ) 2.8 10T Tk k −= = ⋅ ì2/(ãðàä ⋅ äîáà), 1 0γ = äîáà-1, 

12 21( ) ( ) 0T Tk k= = ì2/(ãðàä ⋅ äîáà), 65.12 10a −= ⋅ ì2/Í, 1100ρ = êã/ì3, 11λ =  

22 108= λ = êÄæ/(ì ⋅ ãðàä ⋅ äîáà), 12 21 0λ = λ = Äæ/(ì ⋅ ãðàä ⋅ äîáà), 0 30 CT = ° , 

4.2ñρ = êÄæ/(êã ⋅ ãðàä), 2137Tc = êÄæ/(ì3 ⋅ ãðàä), 1 20H = ì, 2 0H = ì, 

350mC = ã/ë, 1 8C = ã/ë, 0 ( , ) 8c x y = ã/ë, 1 2 3 17 13 cos
180

tT T T π= = = + . 

 Êîîðäèíàòè âåðøèí ïðîô³ëþ ãðåáë³ (äèâ. ðèñ. 1) âèáðàíî íàñòóïíèìè: 
(0, 0)A , (10, 0)N , (60, 6)M , (80, 2)G , (100, 2)F , (100, 2)E , (88, 9)W , 

(80, 13)R , (52, 18)S , (44, 20)P , (40, 20)Q , (38, 19)B . 

 Ó ð³âíÿíí³ (1) 0h
t

∗∂ =
∂

, 0
t

∗∂Θ =
∂

, îñê³ëüêè íàâàíòàæåííÿ ââàæàºìî ìèò-

òºâî ïðèêëàäåíèì ³ íåçì³ííèì ó ÷àñ³. Òàêîæ ó çàêîí³ (4) çíåõòóâàíî øâèä-
ê³ñòþ ðóõó òâåðäèõ ÷àñòèíîê ´ðóíòó. Ôóíêö³¿ 1T , 2T  ³ 3T  âèçíà÷àºìî ç 

óìîâè ñåçîííèõ êîëèâàíü òåìïåðàòóðè, ïðè÷îìó max min30 C,  4 CT T= ° = ° . 
 Ââàæàëè, ùî ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë íàïîð³â ó ò³ë³ ãðåáë³ çóìîâëþºòüñÿ 

âëàñíîþ âàãîþ ´ðóíòó. Òîáòî 0 ( , )h x y y yΓ
Γ

γ
= ⋅ +

γ
, äå yΓ  – âåðòèêàëüíà 

â³äñòàíü â³ä òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè ( , )x y  äî âåðõíüî¿ ìåæ³ ãðåáë³ (âèñîòà 

ñòîâïà ´ðóíòó, ïðèêëàäåíîãî äî äàíî¿ òî÷êè); 41.95 10Γγ = ⋅ Ïà/ì3 – ïèòîìà 

âàãà ´ðóíòó; 41.1 10γ = ⋅ Ïà/ì3 – ïèòîìà âàãà ïîðîâîãî ñîëüîâîãî ðîç÷èíó. 
 Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà ô³ëüòðàö³¿ â³ä êîíöåíòðàö³¿ ñîëüîâîãî ðîç÷èíó 

( )k k c=  âèáðàëè òàêîþ [5]: 

 5 4 3 2
5 4 3 2 1 0( )k c a c a c a c a c a c a= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + , 

äå 2
5 5.9404 10a −= ⋅ , 1

4 1.6703 10a −= − ⋅ , 1
3 1.7051 10a −= ⋅ , 2

2 7.4311 10a −= − ⋅ , 
2

1 1.0563 10a −= ⋅ , 3
0 1.0054 10a −= ⋅ , [0,1]c ∈  – îáåçðîçì³ðåíà âåëè÷èíà.  
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 Îá÷èñëåííÿ ïðîâåäåíî íà ñ³òö³ ç 1148 òðèêóòíèõ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â 
ïðè êóñêîâî-êâàäðàòè÷íèõ áàçèñíèõ ôóíêö³ÿõ. Ïîïåðåäíüî ìàòåìàòè÷íà 
ìîäåëü (1)–(10) áóëà çâåäåíà äî áåçðîçì³ðíîãî âèãëÿäó. Äëÿ äèñêðåòèçàö³¿ â 
÷àñ³ âèêîðèñòàíî ñõåìó ïðåäèêòîð-êîðåêòîð ç ð³âíîì³ðíèì êðîêîì çà ÷àñîì. 
Âåëè÷èíà êðîêó çà ÷àñîì â îáåçðîçì³ðåí³é ìîäåë³ 0.00125τ = , ùî â³äïîâ³-
äàº êðîêó â ðåàëüíîìó ÷àñ³ 30 äiáτ = . ²íòåãðàëè äëÿ â³äøóêàííÿ åëåìåíò³â 
â³äïîâ³äíèõ ìàòðèöü ó çàäà÷³ Êîø³ (16)–(19) îá÷èñëåíî ç âèêîðèñòàííÿì 
êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ¥àóññà ï’ÿòîãî ïîðÿäêó [10]. Ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ 
÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â çä³éñíåíî ïåðåõ³ä äî ðîçì³ðíèõ âåëè÷èí. 

  
 Рис. 2 Рис. 3 

  
 Рис. 4 Рис. 5 

  
 Рис. 6 Рис. 7 

 Íà ðèñ. 2, 6 íàâåäåíî ãðàô³êè ðîçïîä³ëó ð³çíèö³ íàïîð³â ( , , )h x y t∆ =  

2 1( , , ) ( , , )h x y t h x y t= −  â³äïîâ³äíî ïðè 810t = ä³á ³ 990t = ä³á, äå 1( , , )h x y t  – 

íàï³ð ïðè íåõòóâàíí³ òåðìîäèôóç³ºþ òà òåðìîîñìîñîì, à 2( , , )h x y t  – íàï³ð 

ïðè T =D D  ³ âðàõóâàíí³ òåðìîîñìîñó (â îáîõ âèïàäêàõ âðàõîâóºòüñÿ 
âïëèâ íîðìàëüíîãî õ³ì³÷íîãî îñìîñó). Íà ðèñ. 3, 7 íàâåäåíî àíàëîã³÷í³ ãðà-
ô³êè ðîçïîä³ëó ð³çíèö³ êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé. Çà ³çîòåðì³÷íèõ óìîâ ðåçóëü-
òàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â ö³º¿ ðîáîòè ñï³âïàäàþòü ç ðåçóëüòàòàìè 
ðîáîòè [4]. 
 Íà ðèñ. 4, 5 íàâåäåíî ãðàô³êè ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè â³äïîâ³äíî ïðè 

810t = ä³á ³ 990t = ä³á.  

990 ä³át =  990ä³át =  

990ä³át =  810ä³át =  

810 ä³át =
 

810 ä³át =  



68 

  

 Рис. 8 Рис. 9 

 Íà ðèñ. 8, 9 íàâåäåíî ãðàô³êè â³äïîâ³äíî ðîçïîä³ëó íàïîð³â ³ êîíöåí-
òðàö³¿ ñîëåé â íå³çîòåðì³÷íîìó ðåæèì³ ïðè 990t = ä³á.  

 Âèñíîâêè. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â ïðîâåäåíèõ ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â ðîç-
ðàõóíêó ïîë³â íàïîð³â, êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé ³ òåìïåðàòóðè äëÿ ðîçãëÿíóòî¿ 
çàäà÷³ ïîêàçàâ, ùî ó âèïàäêó âðàõóâàííÿ òåðìîäèôóç³¿, òåðìîîñìîñó òà 
âïëèâó ïåðåíîñó ñîëåé íà ïðîöåñ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ â îêîëàõ â³ëü-
íî¿ ïîâåðõí³ òà ìåæ³, ùî ïðèëÿãàº äî ë³âîãî óêîñó ãðåáë³, â³äáóâàþòüñÿ êî-
ëèâàííÿ íàäëèøêîâèõ íàïîð³â òà êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ñå-
çîííèõ êîëèâàíü òåìïåðàòóðè. Ùîá ïîÿñíèòè ö³ ÿâèùà, ïîòð³áíî çâåðíóòè 
óâàãó íà ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè òà êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé ïî îáëàñò³ êîíñîë³äà-
ö³¿, à òàêîæ íà õàðàêòåð çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà ô³ëüòðàö³¿ â³ä êîíöåíòðà-
ö³¿ ñîëüîâîãî ðîç÷èíó. Ïðè 810t = ä³á â îáëàñò³ ë³âîãî óêîñó 1( , , )c x y t <  

2 ( , , )c x y t< , äå 1( , , )c x y t  – ðîçïîä³ë êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé ïðè íåõòóâàíí³ òåð-

ìîäèôóç³ºþ òà òåðìîîñìîñîì, à 2 ( , , )c x y t  – ðîçïîä³ë êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé â 
íå³çîòåðì³÷íèõ óìîâàõ. Òîáòî â öüîìó âèïàäêó ãðàä³ºíò êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé 
â íå³çîòåðì³÷íèõ óìîâàõ ìåíøèé, àí³æ â ³çîòåðì³÷íèõ. Õ³ì³÷íèé îñìîñ ïðè 
çìåíøåíí³ ãðàä³ºíòà êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé çìåíøóº ñâ³é âïëèâ, à òîìó íàïîðè 
â ³çîòåðì³÷íèõ óìîâàõ â îáëàñò³ ë³âîãî óêîñó ðîçñ³þþòüñÿ ïîâ³ëüí³øå, í³æ â 
íå³çîòåðì³÷íèõ óìîâàõ. ßêùî çâåðíóòè óâàãó íà ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè (äèâ. 
ðèñ. 4, 5), òî àíàëîã³÷íèé âïëèâ íà íàï³ðíó ôóíêö³þ ìàº ³ òåðì³÷íèé îñìîñ. 
Àëå âïëèâ òåðì³÷íîãî îñìîñó ìåíøèé â³ä âïëèâó õ³ì³÷íîãî îñìîñó. Òîìó 
ïðè ñåçîííîìó êîëèâàíí³ òåìïåðàòóðè â³äáóâàºòüñÿ ñåçîííå êîëèâàííÿ ð³ç-
íèö³ íàïîð³â, îäíàê çàâæäè 2 1( , , ) ( , , ) 0h x y t h x y t− > . Â³äì³íí³ñòü ñïîñòåð³ãà-
ºòüñÿ ëèøå íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ (äèâ., íàïðèêëàä, ðèñ. 2), äå âèùåâêàçàíà 
ð³çíèöÿ ìîæå ñòàâàòè ìåíøîþ â³ä íóëÿ. Ïîÿñíèòè öå ÿâèùå ìîæíà òèì, ùî 
íà ìåæàõ ë³âîãî òà ïðàâîãî óêîñ³â ò³ëà ãðåáë³ äëÿ íàï³ðíî¿ ôóíêö³¿ çàäà-
þòüñÿ ãðàíè÷í³ óìîâè ïåðøîãî ðîäó, à íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ – óìîâà (9). Ðîç-
ïîä³ë ð³çíèö³ êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé (äèâ. ðèñ. 3, 7), ó ñâîþ ÷åðãó, ïîÿñíþºòüñÿ 
ðîçïîä³ëîì òåìïåðàòóðè (äèâ. ðèñ. 4, 5) òà ÿâèùåì òåðìîäèôóç³¿. 
 Íàÿâí³ñòü ãðàä³ºíòà êîíöåíòðàö³¿ ñîëåé ó ïîðîâ³é âîä³ òà ãðàä³ºíòà 
òåìïåðàòóðè â ´ðóíò³ ïîðóøóº î÷³êóâàíå ñï³ââ³äíîøåííÿ íàïîð³â ó íüîìó, 
ùî ìîæå ïðèçâåñòè äî íåãàòèâíèõ íàñë³äê³â, ïîâ’ÿçàíèõ ç³ ñò³éê³ñòþ óêîñ³â 
´ðóíòîâî¿ ãðåáë³. Çîêðåìà, ÿê ïîêàçàâ òåñòîâèé ïðèêëàä, ñåçîíí³ êîëèâàííÿ 
òåìïåðàòóðè ìîæóòü ñïðè÷èíÿòè êîëèâàííÿ íàïîð³â ó ðàéîíàõ ë³âîãî òà 
ïðàâîãî óêîñ³â, à òàêîæ â îêîë³ â³ëüíî¿ ïîâåðõí³. 
 Îòæå, íà ï³äñòàâ³ [2–4] ñôîðìóëüîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äâîâè-
ì³ðíî¿ çàäà÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³ ç óðà-
õóâàííÿì âïëèâó ïåðåíåñåííÿ ñîëåé â íå³çîòåðì³÷íèõ óìîâàõ. ×èñëîâèé 
ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ çíàéäåíî ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â ç âèêîðèñòàííÿì ñòàá³ë³çàö³éíî¿ ïðîòèïîòîêîâî¿ ñõåìè Ïåòðîâà–
Ãàëüîðê³íà. ßê ïðèêëàä íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â ç 
äîñë³äæåííÿ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ãëèíèñòî¿ ãðåáë³. 

990 ä³át =
 

990 ä³át =
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 Â³äì³òèìî, ùî â ðîçãëÿíóò³é ñòàòò³ íå äîñë³äæóºòüñÿ ïèòàííÿ òåîðå-
òè÷íîãî âñòàíîâëåííÿ òî÷íîñò³ ñê³í÷åííîåëåìåíòíèõ ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíî¿ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³. Îá´ðóíòóâàííÿ îäåðæàíèõ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â º íàñòóï-
íèì åòàïîì íàøèõ äîñë³äæåíü. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СТАБИЛИЗАЦИОННЫМИ 
СХЕМАМИ МКЭ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ КОНСОЛИДАЦИИ ТЕЛА 
ГРУНТОВОЙ ПЛОТИНЫ С УЧЁТОМ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА 
 
Ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõìåðíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèîííîé 
êîíñîëèäàöèè òåëà ãðóíòîâîé ïëîòèíû ñ ó÷¸òîì ìàññîïåðåíîñà ñîëåé â íåèçî-
òåðìè÷åñêîì ðåæèìå è ïîëó÷åíî å¸ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàáèëè-
çàöèîííûõ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íà îñíîâàíèè ïðîâåä¸ííûõ ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàíî âëèÿíèå ìàññîïåðåíîñà ñîëåé è íåèçîòåðìè÷åñêèõ 
óñëîâèé íà ïðîöåññ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè òåëà ãëèíèñòîé ïëîòèíû. 
 
NUMERICAL MODELING OF FILTRATION CONSOLIDATION 
PROBLEM OF THE BODY OF SOIL DAM TAKING INTO ACCOUNT HEAT 
AND MASS TRANSFER BY STABILIZED FINITE ELEMENT METHOD 
 
A mathematical model of filtration consolidation problem of the body of soil dam 
taking into account the salt transfer and non-isothermal conditions has been 
formulated. The numerical solution of the corresponding two-dimensional boundary-
value problem has been found by the stabilized finite element method. The influence of 
the salt transfer and non-isothermal conditions on the filtration consolidation process 
has been investigated by means of the numerical experiment. 
 
Óêð. äåðæ. óí-ò âîäíîãî ãîñï-âà Îäåðæàíî 
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