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РОЗРАХУНОК ДИНАМІЧНИХ КОЕФІЦІЄНТІВ ІНТЕНСИВНОСТІ НАПРУЖЕНЬ 
ДЛЯ ТІЛА З КРИВОЛІНІЙНОЮ ТРІЩИНОЮ ЗА АНТИПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ 
 

Íàâåäåíî ìåòîäèêó ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü á³ëÿ 
êðèâîë³í³éíèõ òð³ùèí äëÿ äèíàì³÷íèõ çàäà÷ çñóâó. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïðî-
âåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàï-
ëàñà âèêîíàíî çà äîïîìîãîþ ìîäèô³êîâàíî¿ ôîðìóëè Ïðóäí³êîâà. 

 
 Ñòàòè÷í³ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ò³ë ç êðèâîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè 
çà àíòèïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ äîñòàòíüî ïîâíî âèâ÷åí³ â ë³òåðàòóð³ [5]. Äëÿ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ îñîáëèâî åôåêòèâíèì º ìåòîä ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü. Äèíàì³÷íèì çàäà÷àì ïðèñâÿ÷åíî çíà÷íî ìåíøå ðîá³ò, ùî ïîâ’ÿçàíî ç 
äîäàòêîâîþ çàëåæí³ñòþ ðîçâ’ÿçêó â³ä ÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ äèíàì³÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ íàéá³ëüøå ðîçïîâñþäæåí³ ÷èñëîâ³ 
ìåòîäè, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà ³íòåãðàëüíîìó ïåðåòâîðåíí³ Ëàïëàñà òà íàáëèæå-
íèõ ôîðìóëàõ îáåðíåííÿ. Ó çâ’ÿçêó ç íåêîðåêòí³ñòþ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó 
çàäà÷³ îáåðíåííÿ ¿õ ÷èñëîâà ðåàë³çàö³ÿ º äîñòàòíüî ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Òî-
ìó îòðèìàí³ â ë³òåðàòóð³ ðåçóëüòàòè ç äîñë³äæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâ-
íîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í) á³ëÿ òð³ùèí ÷àñòî â³äð³çíÿþòüñÿ ì³æ ñîáîþ [4, 7–9]. 
Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ òðàíñôîðìàíò Ëàïëàñà â³ä ïåðåì³ùåíü òàêîæ º ñêëàä-
íîþ, îñê³ëüêè âîíà çâîäèòüñÿ äî ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Òîìó â 
ë³òåðàòóð³ íàéá³ëüøå äîñë³äæåí³ çàäà÷³ äëÿ ò³ë ç ïðÿìîë³í³éíèìè òð³ùè-
íàìè.  
 Ó ðîáîò³ [6] çàïðîïîíîâàíî íîâèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿíü äèíà-
ì³÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâèõ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿõ çà ÷àñîâîþ êîîðäèíàòîþ. Ó [4] öåé ìåòîä âèêîðèñòàíî äëÿ äîñë³ä-
æåííÿ äèíàì³÷íèõ Ê²Í äëÿ íåñê³í÷åííîãî ò³ëà ç ïðÿìîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè 
çà àíòèïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó äîñë³äæåííÿ äèíàì³÷íèõ 
íàïðóæåíü á³ëÿ âåðøèí êðèâîë³í³éíèõ òð³ùèí ïðè çñóâ³, ÿêà áàçóºòüñÿ íà 
óòî÷íåíèõ ôîðìóëàõ îáåðíåííÿ Ëàïëàñà [2] òà åôåêòèâíîìó ï³äõîä³ äî ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ç ÿäðàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ 
÷åðåç ôóíêö³¿ Áåññåëÿ. 

Â³äíåñåìî íàâàíòàæåíå çð³âíîâàæåíîþ ñèñòåìîþ ñèë öèë³íäðè÷íå ò³ëî 
äî äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò òàê, ùîáè â³ñü Oz  ³ òâ³ðíà çá³ãàëèñÿ. 
Ïðèéìåìî, ùî ò³ëî ïîñëàáëåíå òð³ùèíàìè, ÿê³ â ïåðåð³ç³ 0z =  ðîçì³ùåí³ 
âçäîâæ ðîç³ìêíåíèõ êîíòóð³â 1 2, , , NL L L . Íåõàé çàäàíî ïî÷àòêîâ³ óìîâè 

0 10 0
( , ),  ( , )ww w x y w x y

θ= θ=

∂= =
∂θ

, à íà áåðåãàõ òð³ùèíè çàäàíî çñóâí³ íà-

ïðóæåííÿ ( , , )nz nz S x y+ −τ = τ = θ , äå θ  – ÷àñ.  

Âèõ³äí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. Ó çàäà÷àõ çñóâó â³äì³ííîþ â³ä íóëÿ º ò³ëüêè 
êîìïîíåíòà ïåðåì³ùåíü ( , , )w w x y= θ , âèçíà÷åííÿ ÿêî¿ çâîäèòüñÿ äî ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ð³âíÿííÿ [1] 

 
2

2
0ww

t
∂∆ − =
∂

, (1) 

äå 2 2;  t c c= θ  – øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ ïîïåðå÷íèõ õâèëü çñóâó; ∆  – îïå-
ðàòîð Ëàïëàñà. Íàïðóæåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè [1, 4] 

 ,          xz yz
w wG G
x y

∂ ∂τ = τ =
∂ ∂

, 

ç ÿêèõ âèïëèâàº ôîðìóëà äëÿ çíàõîäæåííÿ íàïðóæåíü íà íàõèëåíèõ ïëî-
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ùèíêàõ ç íîðìàëëþ n :  

 nz
wG
n

∂τ =
∂

, (2) 

äå G  – ìîäóëü çñóâó.  
Òîä³ ãðàíè÷íà óìîâà äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêö³¿ w  ìàº âèãëÿä 

 
( , , )

,       ( , )
S x yw x y L

n G
θ∂ = ∈

∂
, (3) 

äå ïîçíà÷åíî 1 2 NL L L L= + + + . 
 Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âèïàäîê, êîëè ò³ëî íàâàíòàæåíå ñèñòåìîþ çð³âíîâà-
æåíèõ ñèë. Íåõàé ìèòòºâî âçäîâæ ðîç³ìêíåíî¿ êðèâî¿ L  âèíèêàº òð³ùèíà. 
Ïîçíà÷èìî ïåðåì³ùåííÿ, ùî ìàëè ì³ñöå â ò³ë³ äî ðóéíóâàííÿ, ÷åðåç 0w , à 

íàïðóæåííÿ íà êðèâ³é L  – ÷åðåç 0τ . Çîáðàçèìî ïåðåì³ùåííÿ ó ò³ë³ ç òð³-

ùèíîþ ó âèãëÿä³ 

 0w w w∗= + , 

äå ôóíêö³ÿ w∗  âèçíà÷àºòüñÿ ³ç êðàéîâî¿ çàäà÷³: 
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∂
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 0
w
n

+
∗∂

=
∂

 íà ãðàíèö³ ò³ëà, 

 0 ,       ( , ) ,       0
w w

x y L t
n n G

+ −
∗ ∗ τ∂ ∂

= = − ∈ >
∂ ∂

, 

 
0

0

0,      0
t

t

w
w

t
∗

∗ =
=

∂
= =

∂
. (4) 

Òîáòî çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ äëÿ ò³ëà ç òð³ùèíîþ, äî áåðåã³â ÿêî¿ ïðè-
êëàäåíî çóñèëëÿ, îäíàêîâ³ çà âåëè÷èíîþ ³ ïðîòèëåæí³ çà çíàêîì äî íà-
ïðóæåíü, ùî âèíèêàþòü ó ò³ë³ äî ðóéíóâàííÿ. Çóñèëëÿ íà ³íøèõ ãðàíèöÿõ 
ò³ëà òà ïåðåì³ùåííÿ ³ øâèäêîñò³ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó äîð³âíþþòü íó-
ëåâ³. Îòæå, çàäà÷à ïðî ìèòòºâå âèíèêíåííÿ òð³ùèíè çâîäèòüñÿ äî âèïàä-
êó óìîâè (3) ïðè 0S = − τ . 

 Çàñòîñóºìî äî ð³âíÿííÿ (1) òà ãðàíè÷íî¿ óìîâè (3) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëà-
ñà çà çì³ííîþ t . Òîä³ äëÿ çîáðàæåííÿ ïåðåì³ùåííÿ w , ÿêå ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç W , îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ 

 2 1
0

2
( )

w
s W sw

c
∆ − = − − , (5) 

äå s  – ïàðàìåòð ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Äëÿ çîáðàæåíü W  íà áåðåãàõ 
òð³ùèíè ìàºìî óìîâó 

 ,         ( , )W W S x y L
n n G

+ −∂ ∂= = ∈
∂ ∂


, 

äå S  – çîáðàæåííÿ Ëàïëàñà â³ä ôóíêö³¿ S  çà çì³ííîþ t . 

²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ çàäà÷³. Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4) áóäåìî 
øóêàòè ó âèãëÿä³ [1] 

 0
0 0

0

( )1( , ) ( ) ( , )
2

L

K sr
W x y qK sr f ds F x y

n

∂ = + + π ∂ ∫ , (6) 

äå 0 ( )K sr  – ôóíêö³ÿ Ìàêäîíàëüäà; 2 2
0 0( ) ( ) ;  ( )r x x y y f W W+ −= − + − = − − ; 

W Wq
n n

+ −∂ ∂= −
∂ ∂

; F  – äîâ³ëüíèé ÷àñòêîâèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿí-

íÿ (5); ³íòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà çì³ííèìè 0 0,x y . 
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Çàçíà÷èìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ÷àñòêîâèé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿä³ 

 1 0 0
0 0 0 0 0 0

2

( , )1 ( , ) ( )
2

D

w x y
F sw x y K sr dx dy

c
 = + π  ∫ . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî çóñèëëÿ íà ïðîòèëåæíèõ áåðåãàõ òð³ùèíè îäíàêîâ³, 
îòðèìàºìî, ùî 0q = . Çíàéäåìî íà îñíîâ³ ïåðåì³ùåíü (6) íàïðóæåííÿ íà 
ë³âîìó â³äíîñíî îáõîäó áåðåç³ òð³ùèíè òà ïðèð³âíÿºìî ¿õ äî çàäàíèõ. Òîä³ 
îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ôóíêö³¿ f  [1]: 

 
2

0
0

0

( )
( , ),        ( , )

L

K sr
f ds p x y x y L

n n
∂

= ∈
∂ ∂∫ ,  (7) 

äå  

 2 S Fp
G n

 ∂= π − ∂ 


. 

Òóò âðàõîâàíî, ùî ïîõ³äíà âçäîâæ íîðìàë³ â³ä ïîòåíö³àëó ïîäâ³éíîãî øàðó 
º íåïåðåðâíîþ ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç êîíòóð ³íòåãðóâàííÿ [1]. Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ çîáðàæåííÿ â³ä ñòðèáê³â äîòè÷íèõ íàïðóæåíü 
íà ïëîùèíêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî òð³ùèíè, âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 s s
df

G
ds

+ −τ − τ = −  . 

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ. Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (7) º ã³ïåð-
ñèíãóëÿðíèì (ÿäðî ì³ñòèòü ïîõ³äíó â³ä ÿäðà Êîø³), òî ïðè áåçïîñåðåäíüîìó 
éîãî ðîçâ’ÿçóâàíí³ âèíèêàþòü òðóäíîù³. Òîìó çâåäåìî ðîçâ’ÿçóâàííÿ öüîãî 
ð³âíÿííÿ äî çíàõîäæåííÿ ïîõ³äíî¿ â³ä ñòðèáêà ïåðåì³ùåíü. Äëÿ öüîãî ðîç-
ãëÿíåìî ³íòåãðàë âçäîâæ ðîç³ìêíåíî¿ êðèâî¿  

 0

0

( )
( , )

L

K mr
B x y f ds

n n

∂∂=
∂ ∂∫ , (8) 

äå f  – ôóíêö³ÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà ãðàíè÷íîìó êîíòóð³ ³ äîð³âíþº íóëåâ³ íà 
éîãî ê³íöÿõ. Ïîõ³äíà ìàº âèãëÿä 

 
2

20 1
0 1 0

0 0

( ) ( )
( ) 2 ( ) cos ( )

K mr K mr r r mm K mr K mr
n n mr n n r

∂ ∂ ∂ = + + α − α ∂ ∂ ∂ ∂ 
, 

äå 

 0 0
1 ( ) cos ( ) sinr x x y y

n r
∂ = − α + − α
∂

[ ] , 

 0 0 0 0
0

1 ( ) cos ( ) sinr x x y y
n r
∂ = − − α + − α

∂
[ ] , 

α  ³ 0α  – êóòè ì³æ íîðìàëÿìè òà â³ññþ Ox  ó òî÷êàõ ( , )x y  ³ 0 0( , )x y  â³äïî-

â³äíî. 
Âèä³ëèìî îñîáëèâ³ñòü ïîõ³äíî¿ â îêîë³ òî÷êè 0r = . Äëÿ öüîãî ïîäàìî ¿¿ 

ÿê ñóìó òðüîõ äîäàíê³â  

 
2 2

0
0 1 2

0

( )
2

K mr mQ Q Q
n n

∂
= + +

∂ ∂
, 

äå  

 0 0 1 02
0

1 2 cos ( ) ,               ln cos ( )r rQ Q r
n nr

∂ ∂ = + α − α = α − α  ∂ ∂
, 

 2 1
2 0 1 0

0

( )
( ) 2 ( ) cos ( )

K mr r r mQ m K mr K mr
mr n n r

∂ ∂ = + + α − α  ∂ ∂ 


  . 
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Òóò ïîçíà÷åíî 

 0 0 1 1
1( ) ( ) ln ,          ( ) ( ) ln

2
mrK mr K mr r K mr K mr r

mr
 = + = − + 
 

  . 

Ïðè 0r →  ââåäåí³ âèùå ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä  

 2
0 ( ) ln ( /2) lnK mr C m O r r= − − + ( ) ,  

 2
1( )/ ln ( /2) 1 2 lnK mr r C m O r r= + − + ( )/ , 

òîìó â îêîë³ íóëÿ 2
2 const lnQ O r r+ ( ) . Òóò C  – ñòàëà Åéëåðà. 

Òîä³ 

 2
0 1 2/2B B m C C= + + ,  

äå 0 0 1 1 2 2,  ,  
L

B Q f ds C Q f ds C Q f ds= = =∫ ∫ ∫ . Ïåðåòâîðèìî ³íòåãðàëè 0B  ³ 1C . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî  

 0 0
0

2 cos ( ) cos ( 2 )r r
n n

∂ ∂ + α − α = − α + α − ϕ
∂ ∂

, 

ìàºìî 

 
0( )

0 2
Re

( )

ieQ
z t

α +α
= −

−
,  

äå z x iy= + , 0 0 ,  t x iy= + ϕ  – êóò ì³æ âåêòîðîì z t−  ³ â³ññþ Ox . Îñê³ëü-

êè 0 ,  i ie ds idt z dz ds ieα α′= − = =/ , òî ³íòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè îòðèìàºìî  

0 ( , ) Re
L

zB x y df
z t

′ = −  − ∫ . 

Ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàë 1C . Îïèøåìî êðèâó ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿííÿì 

( ),  1 1t g= τ − ≤ τ ≤ , ³ ââåäåìî ïàðàìåòð T , ÿêîìó â³äïîâ³äàº òî÷êà z , ÿêà 

ðîçì³ùåíà íà êðèâ³é ( )z g T= . Òîä³ îòðèìàºìî 

 
1

1 0
1

( ) cos ( ) ln ( ) ( ) lndC f s r s T T r d
d

−

 ′ ′= τ α − α − τ − τ +  τ∫ ( )  

 
1

1

( ) ( ) ln ,         ( ) ( )ds T f T r d s g
d

−

′ ′ ′+ τ − τ τ = τ
τ∫ ( ) . 

Çâ³äñè çíàõîäèìî 

 
1

1 3 1
1

C fQ d B
−

= τ +∫ , 

äå 

 
1

1
1

( ) ( ) ln ,        
df

B s T T r f d f
d

−

′ ′ ′= − τ − τ =
τ∫ , 

 3 0
( )

( ) cos ( ) ( ) ln ( )( )Re
g

Q s s T r s T T
t z

′ τ′ ′ ′= τ α − α − − τ −
−

[ ] . 

Çàçíà÷èìî, ùî 3Q  – îáìåæåíà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ.  
Òîä³ îòðèìàºìî 

 
2

0 1 22
mB B B B= + + , 

äå  
1 2

2 2 3
1

,   ( )
2

mB Qf d Q Q s Q
−

′= τ = τ +∫ .  
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²íòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè îäåðæèìî 

 
1

2
1

( , )B x y Pf d
−

′= τ∫ , 

äå 
1

( , )P T Qd
τ

−

τ = − τ∫ . 

Ï³ñëÿ çàì³íè çì³ííî¿ ìàºìî 
1

0
1

Re zB f d
z t

−

′  ′= − τ − ∫ . Íåâ³äîìó ôóíêö³þ 
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N′  – ïàðíå ÷èñëî, 1, ,N′ν =  . 

Ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ â ³íòåãðàë³ 2B  º ãëàäêîþ ðàçîì ç ïåðøîþ ïî-
õ³äíîþ. Òîìó çàñòîñóºìî äëÿ íå¿ ôîðìóëó [5] 
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Çàçíà÷èìî, ùî ö³ êîåô³ö³ºíòè ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ çà ðåêóðåíòíèìè 
ôîðìóëàìè 

 
1

1 1( , ) ( , ) ( , ) ,     1,      ( , ) 0
n

n

n nP P Q d n P
+ξ

+ ν ν ν ν
ξ

ξ ξ = ξ ξ − ξ ξ ξ ≥ ξ ξ =∫    . 

Äëÿ ³íòåãðàëà 1B , âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [3], îòðèìàºìî 
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Òàêèì ÷èíîì, îòðèìóºìî êâàäðàòóðíó ôîðìóëó 
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äå ( , )p p x yν ν ν= , x iy zν ν ν+ = . Äîïîâíèìî ñèñòåìó (10) ð³âíÿííÿì 
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 Ñèñòåìà (10), (11) äîçâîëÿº âèçíà÷èòè çîáðàæåííÿ â³ä ïîõ³äíèõ ïåðåì³-
ùåíü ó âóçëîâèõ òî÷êàõ íà òð³ùèí³. Çàçíà÷èìî, ùî 1u  òà 1Nu ′+  â³äïîâ³äà-

þòü çîáðàæåííÿì â³ä ïåðåì³ùåíü ó âåðøèíàõ òð³ùèíè, íà îñíîâ³ ÿêèõ âè-
çíà÷åíî Ê²Í [5]. 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü âèêîðèñòàºìî óòî÷íåíó 
ôîðìóëó îáåðíåííÿ Ïðóäí³êîâà [2]. Íåõàé çàäàíî ( )F s  – çîáðàæåííÿ Ëàï-

ëàñà â³ä ôóíêö³¿ ( )f t . Ïðèéìåìî òàêîæ, ùî º â³äîìèìè çíà÷åííÿ îðèã³íàëó 

òà éîãî ïîõ³äíî¿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, (0)f  ³ (0)f ′ , à òàêîæ éîãî àñèì-

ïòîòè÷íå çíà÷åííÿ (ñòàëå) ïðè t → ∞ , ÿêå ïîçíà÷èìî ÷åðåç f∞ . Òîä³ ñïðàâ-
äæóºòüñÿ ôîðìóëà [2] 
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 /   ³ c  – còàë³, ÿê³ çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè 0,  Re 0c> > . Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä (12) øâèäêîçá³æíèé, îñ-

ê³ëüêè 3( )nF O n−=  ïðè .n → ∞  Ó [2] íàâåäåíî ïðèêëàäè, ç ÿêèõ âèïëèâàº 

äîñòàòíüî âèñîêà òî÷í³ñòü ³ íàä³éí³ñòü ö³º¿ ôîðìóëè äëÿ øèðîêîãî êëàñó 
ôóíêö³é. 

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â. Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â, ÿê³ âèêî-
íàíî ç âèêîðèñòàííÿì ðîçðîáëåíîãî àëãîðèòìó. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïà-
äîê ïðÿìîë³í³éíî¿ òð³ùèíè L x L− < < , ÿêà ðîçì³ùåíà íà îñ³ Ox . Ïðèéìå-
ìî, ùî äî áåðåã³â òð³ùèíè ïðèêëàäåíî íàâàíòàæåííÿ, ÿêå îïèñóºòüñÿ ôóíê-
ö³ºþ 
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Òóò T  – ñòàëà, tg ,  k = α α  – êóò, ÿêèé õàðàêòåðèçóº øâèäê³ñòü âèõîäó íà 
ñòàö³îíàðíèé ðåæèì íàâàíòàæåííÿ. Óäàðíîìó íàâàíòàæåííþ òóò â³äïîâ³äàº 

êóò 2α = π/ . Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíîãî Ê²Í IIIK
K

T L
=

π
 â³ä 

÷àñîâî¿ êîîðäèíàòè t  äëÿ êóò³â 15 ,  30 ,  45 ,  60 ,  75 ,  90α = ° ° ° ° ° ° . Â ö³ëîìó 
õàðàêòåð çíàéäåíèõ Ê²Í óçãîäæóºòüñÿ ç äàíèìè ðîáîòè [4]. Ïðè öüîìó äëÿ 
ìàëèõ êóò³â ðåçóëüòàòè ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ. Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ 
âåëè÷èíè Ê²Í ïðè óäàðíîìó íàâàíòàæåíí³ (äèâ. ðèñ. 1) 1.25K ≈ , ùî äåùî 
â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä äàíèõ ðîáîòè [4], îäíàê óçãîäæóºòüñÿ ç [7, 9]. Çàçíà÷èìî, 
ùî ïðè ðîçðàõóíêàõ ïðîâîäèëè êîíòðîëü ïîõèáîê, ÿê³ ìîãëè âèíèêíóòè. 
Çîêðåìà, â ðÿä³ óòðèìóâàëè ð³çíó ê³ëüê³ñòü ÷ëåí³â ( 60N′ =  äëÿ îá÷èñëåíü 
êðèâèõ íà ðèñ. 1), çì³íþâàëè òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, 
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íàäàâàëè ð³çí³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðàì c  ³  . Âðàõîâóâàëè òàêîæ àñèìïòî-
òè÷íå çíà÷åííÿ ïðè âåëèêèõ ÷àñàõ Ê²Í ó ôîðìóë³ (12), ÿêå äîð³âíþº îäè-
íèö³. Ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî ïðè âêàçàíèõ ð³çíèõ çíà÷åííÿõ 
ïàðàìåòð³â ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â ïðàêòè÷íî çá³ãàëèñü ³ç íàâåäåíèìè íà 
ðèñ. 1. Çàçíà÷èìî, ùî çîáðàæåí³ íà ðèñóíêàõ ãðàô³êè ïîáóäîâàíî ç âèêî-
ðèñòàííÿì ôîðìóëè îáåðíåííÿ (12), ïîõèáêè ÿêî¿, ÿê ïîêàçàíî â [2], çá³ëü-
øóþòüñÿ ïðè çíà÷åíí³ ïàðàìåòðà t , ùî íàáëèæàºòüñÿ äî  . Íà ðèñóíêàõ 
öÿ îñîáëèâ³ñòü ïðîÿâëÿºòüñÿ ó çá³ëüøåíí³ êîëèâàëüíîñò³ äåÿêèõ êðèâèõ. 
Òîìó, çîêðåìà, íà ðèñ. 1 ãðàô³êè ïðè 6t >  ìîæóòü áóòè íåòî÷íèìè. 

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü äèíàì³÷íîãî Ê²Í â³ä ÷àñó ó âèïàäêó ìà-

ëî¿ øâèäêîñò³ íàâàíòàæåííÿ ( 15α =  ). Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî ðåçóëüòàòè ðîç-
ðàõóíê³â äëÿ ïðÿìîë³í³éíî¿ òð³ùèíè, êîëè exp ( ),  constS T mt m= − − =/ , 

äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 1,  0.2,  0.1m = . Ö³ ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ ³ç íà-
âåäåíèìè â [4]. 
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 Рис. 1  Рис. 2 

ßê ïðèêëàä êðèâîë³í³éíî¿ òð³ùèíè ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè òð³ùèíà 
ðîçì³ùåíà íà êîë³ ðàä³óñà a  ïðè −γ < ϕ < γ , äå ϕ  – êóò ì³æ â³ññþ Ox  ³ 
òî÷êîþ íà êîë³. Ïðèéìàëè, ùî äî áåðå-
ã³â òð³ùèíè ïðèêëàäåí³ çñóâí³ çóñèëëÿ, 
ÿê³ ìàþòü ì³ñöå òóò ó ñóö³ëüíîìó ò³ë³ 
ïðè íàâàíòàæåíí³ íà íåñê³í÷åííîñò³ 
çóñèëëÿìè zx Sτ = , ùî îïèñóþòüñÿ 

ôîðìóëîþ (13). Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â 
íàâåäåíî íà ðèñ. 4 ïðè 2γ = π/ . Àíàëî-

ã³÷í³ ðîçðàõóíêè ïðè 3γ = π/  íàâåäåíî 
íà ðèñ. 5. Äëÿ âêàçàíèõ âèïàäê³â ðîçðà-
õóíêè Ê²Í äëÿ ñòàòè÷íîãî íàâàíòàæåí-
íÿ íàâåäåíî ó [5]. Ö³ çíà÷åííÿ äëÿ 
êðèâèõ íà ðèñ. 4 ³ 5 â³äïîâ³äíî äîð³âíþ-
þòü 0.70711 òà 0.4643. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â çã³äíî ç ðîç-
ðîáëåíèì àëãîðèòìîì äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ÷àñó óçãîäæóþòüñÿ ³ç öèìè çíà-
÷åííÿìè Ê²Í. 
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Íà ðèñ. 6 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîç-
ðàõóíê³â Ê²Í äëÿ âèïàäêó, êîëè 4γ = π/  

òà sinS T t= α  ïðè 2,  ,  3 2α = π π π/ / . 
Îòæå, ðîçðîáëåíî óí³âåðñàëüíèé 

÷èñëîâèé àëãîðèòì ðîçðàõóíêó äèíàì³÷-
íèõ Ê²Í á³ëÿ âåðøèí êðèâîë³í³éíèõ òð³-
ùèí ó ò³ëàõ ïðè çñóâ³. Ðåçóëüòàòè ðîç-
ðàõóíê³â óçãîäæóþòüñÿ ç â³äîìèìè ðå-
çóëüòàòàìè, ÿê³ îòðèìàí³ ó ë³òåðàòóð³ 
³íøèìè ìåòîäàìè. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî 
Ê²Í á³ëÿ êðèâîë³í³éíèõ òð³ùèí ³ñòîòí³øå 
çì³íþþòüñÿ â ÷àñ³, í³æ á³ëÿ ïðÿìîë³í³éíèõ òð³ùèí. 
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РАСЧЕТ ДИНАМИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ ДЛЯ ТЕЛА 
С КРИВОЛИНЕЙНОЙ ТРЕЩИНОЙ В УСЛОВИЯХ АНТИПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
 
Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âîçëå 
êðèâîëèíåéíûõ òðåùèí äëÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñäâèãà. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâåäåíî 
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà 
âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîé ôîðìóëû Ïðóäíèêîâà. 
 
CALCULATION OF DYNAMIC STRESSES NEAR CURVILINEAR CRACKS UNDER 
SHEAR ON THE BASIS OF REFINED FORMULA OF LAPLACE NUMERICAL TRANSFORM 
 
The procedure for calculation of stress intensity factors near the curvilinear cracks for 
dynamic shear problems is presented. The problem is solved utilizing the inverse 
transformation, realized by means of Prudnikov modified formula. 
 
1 Ëóöüê. äåðæ. òåõí. óí-ò, ì. Ëóöüê, 
2 ²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 27.01.05 
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Рис. 6 


