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СКІНЧЕННО-ЕЛЕМЕНТНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ МІЖФАЗНОЇ ТРІЩИНИ 
В П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНОМУ МАТЕРІАЛІ З УРАХУВАННЯМ 
ПРИВЕРШИННОЇ АСИМПТОТИКИ НАПРУЖЕНЬ І ПЕРЕМІЩЕНЬ 
 

Ðîçãëÿíóòî íàïðóæåíèé ñòàí äâîõ æîðñòêî ç’ºäíàíèõ ì³æ ñîáîþ ï’ºçî-
åëåêòðè÷íèõ ò³ë, ì³æ ÿêèìè ðîçì³ùåíà åëåêòðîïðîíèêíà òð³ùèíà. Äëÿ 
ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ïîë³â íàâêîëî âåðøèíè òð³ùèíè âèêîðèñ-
òàíî ïîºäíàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî òà ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ðîçâ’ÿçê³â. Çíàé-
äåíî êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ³ äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó òð³ùèíè, 
äîâæèíà ÿêî¿ ìàëà ïîð³âíÿíî ç ðîçì³ðîì ò³ëà, ïðîâåäåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç 
ç òî÷íèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì äëÿ íåñê³í÷åííî¿ îáëàñò³. 

 
 Âíàñë³äîê âíóòð³øíüîãî åôåêòó âçàºìîçâ’ÿçêó, ÿêèé ìàº ì³ñöå ì³æ 
åëåêòðè÷íèì ïîëåì ³ ìåõàí³÷íèìè äåôîðìàö³ÿìè, ï’ºçîåëåêòðè÷í³ ìàòåð³à-
ëè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ð³çíèõ ãàëóçÿõ ìàøèíîáóäóâàííÿ. Ðîçâ’ÿ-
çàííÿ çàäà÷ ïðî ðóéíóâàííÿ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ìàòåð³àë³â º âàæëèâèì äëÿ 
ïðàêòèêè, îñê³ëüêè çà ñâîºþ ïðèðîäîþ ï’ºçîìàòåð³àëè äóæå êðèõê³ òà 
ñõèëüí³ äî ïîÿâè â íèõ ð³çíîãî ðîäó äåôåêò³â, çîêðåìà òð³ùèí. Ó áàãàòüîõ 
ðîáîòàõ äëÿ äîñë³äæåííÿ òð³ùèí ³ âèçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïàðàìåòð³â ðóéíó-
âàííÿ âèêîðèñòîâóâàëè àíàë³òè÷í³ ìåòîäè [2, 3, 7, 8]. Àëå çíà÷í³ ìàòåìà-
òè÷í³ òðóäíîù³ â îòðèìàíí³ àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â, îñîáëèâî äëÿ ò³ë ñê³í-
÷åííèõ ðîçì³ð³â, çìóñèëè øèðîêî âèêîðèñòîâóâàòè ÷èñåëüí³ ìåòîäè, çîêðå-
ìà ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Ñë³ä â³äçíà÷èòè, ùî òî÷í³ñòü ìåòîäó ñê³í-
÷åííèõ åëåìåíò³â çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä ñïîñîáó âðàõóâàííÿ îñîá-
ëèâîñòåé õàðàêòåðèñòèê åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ïîë³â íàâêîëî âåðøèíè òð³-
ùèíè. Ó ðîáîòàõ [4, 6] äëÿ îäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó çàïðîïîíîâàíî ð³çí³ 
ìåòîäèêè, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ çâè÷àéíèõ àáî ñèíãóëÿðíèõ 
åëåìåíò³â. Äëÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â ç òð³ùèíàìè, ÿê³ ðîçì³ùåí³ íà ìåæ³ 
ñåðåäîâèù ³ç ð³çíèõ ìàòåð³àë³â, ìàº ì³ñöå îñöèëÿö³éíà îñîáëèâ³ñòü â îêîë³ 
âåðøèí òð³ùèíè [10], ³ âèêîðèñòàííÿ âèùåçãàäàíèõ ìåòîäèê ñòàº íååôåê-
òèâíèì çà ðàõóíîê òîãî, ùî çá³æí³ñòü ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ðîçâ’ÿçêó çà 
íàÿâíîñò³ îñîáëèâîñò³ öüîãî òèïó º äóæå ïîâ³ëüíîþ ³ íå ïîêðàùóºòüñÿ ç³ 
çðîñòàííÿì ñòåïåíÿ ³íòåðïîëÿö³¿. Ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ìî-
äåëþâàííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ïîë³â íàâêîëî âåðøèíè ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè, 
ÿêà ïîºäíóº àíàë³òè÷íèé ³ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíèé ðîçâ’ÿçêè. Çà äîïîìîãîþ 
ö³º¿ ìåòîäèêè âèçíà÷åíî îñíîâí³ ïàðàìåòðè ðóéíóâàííÿ ³ âèêîíàíî ïîð³â-
íÿëüíèé àíàë³ç ç òî÷íèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì ó âèïàäêó íåñê³í÷åííî¿ 
îáëàñò³. 

 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Âèõ³äí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. Ó ïðÿìîêóòí³é ñèñòåì³ 
êîîðäèíàò ðîçãëÿíåìî á³ìàòåð³àëüíå ï’ºçîåëåêòðè÷íå ò³ëî ñê³í÷åííèõ ðîç-
ì³ð³â çà îñÿìè 1x  ³ 3x . Öå ò³ëî ìîæå ìàòè 
äîâ³ëüíó ôîðìó, àëå äëÿ ³ëþñòðàö³¿ ââàæà-
ºìî éîãî ïðÿìîêóòíèêîì, ðîçì³ðè ÿêîãî âêà-
çàíî íà ðèñ. 1. Íà â³äð³çêó ( , )−    ë³í³¿ êîí-
òàêòó ìàòåð³àë³â ðîçì³ùåíà íåíàâàíòàæåíà 
òð³ùèíà.  
 Âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ îñíîâíèìè åëåêòðî-
ìåõàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè çàäàºòüñÿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿìè [1] 

 ij ijkl kl kij kc e Eσ = γ − , 

 i ikl kl ik kD e E= γ + ε , 
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Рис. 1 
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äå ijσ , ijγ  – íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿; iD , iE  – åëåêòðè÷íå çì³ùåííÿ ³ 

íàïðóæåí³ñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ; ijklc , ikle , ijε  – ìîäóë³ ïðóæíîñò³, ï’ºçî-

åëåêòðè÷í³ òà ä³åëåêòðè÷í³ ñòàë³ â³äïîâ³äíî. 
 Ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè òà åëåêòðîñòàòèêè ìàþòü âèãëÿä [1] 

 , 0ij iσ = , 

 , 0i iD = , 

äå êîìîþ ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ çà â³äïîâ³äíîþ êîîðäèíàòîþ. Äå-
ôîðìàö³¿ ³ íàïðóæåí³ñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ çíàõîäèìî çà ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 , ,
1 ( )
2ij i j j iu uγ = + , 

 ,i iE = − ϕ , 

äå ,  iu ϕ  – ïåðåì³ùåííÿ òà åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë. 
 Íà áåðåãàõ òð³ùèíè çàäàíî òàê³ ãðàíè÷í³ óìîâè: 

 (1) (2)
3 3D D= , (1) (2)ϕ = ϕ , (1) (2)

33 33 0σ = σ = , (1) (2)
13 13 0σ = σ = , 

äå ³íäåêñ «(1)» â³äïîâ³äàº âåðõí³é ÷àñòèí³ ò³ëà, à ³íäåêñ «(2)» – íèæí³é, à 
ïîçà òð³ùèíîþ – ³äåàëüíèé åëåêòðîìåõàí³÷íèé êîíòàêò. 

 Àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà ðîçâ’ÿçêó íàâêîëî âåðøèíè òð³ùèíè. Ó ö³é 
ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ íàéá³ëüø ïîøèðåí³ ï’ºçîåëåêòðè÷í³ ìàòåð³àëè, ÿê³ 
ìàþòü êëàñ ñèìåòð³¿ 6mm ³ ïîïåðåäíüî ïîëÿðèçîâàí³ â íàïðÿìêó îñ³ 3Ox . 

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî íàâàíòàæåííÿ íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàòè 2x , 

îòðèìóºìî ïëîñêó äåôîðìàö³þ â ïëîùèí³ 1 3( , )x x . Ó öüîìó âèïàäêó, ÿê 
ïîêàçàíî â ðîáîò³ [8], çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( )z z= +U Af Af , (1) 

 ( ) ( )z z′ ′= +t Bf Bf , (2) 

äå 1 3 13 33 3 1 1 2 2 3 3, , ,    , , ,    ( ) ( ), ( ), ( )u u D z f z f z f z= ϕ = σ σ =U t f
 [ ] [ ] [ ] , kz =  

1 3 ,  1,2, 3kx p x k= + = . Òóò ³íäåêñ « » îçíà÷àº îïåðàö³þ òðàíñïîíóâàííÿ; 

ðèñêà – êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ; A  ³ B  – ìàòðèö³ ðîçì³ðó 3 3× , ÿê³ 
âèçíà÷àþòüñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåð³àë³â; ( )zf  – âåêòîð-ôóíêö³ÿ, çà 
äîïîìîãîþ ÿêî¿ çàäîâîëüíÿºìî ãðàíè÷í³ óìîâè â îêîë³ âåðøèíè òð³ùèíè; 

kp  – êîìïëåêñí³ ÷èñëà, ìåòîäèêà çíàõîäæåííÿ ÿêèõ íàâåäåíà â ðîáîò³ [8]. 

 Ç óðàõóâàííÿì ñòåïåíåâîãî õàðàêòåðó îñîáëèâîñò³ íàâêîëî âåðøèíè 
òð³ùèíè àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó (1), (2) ìîæíà 
çîáðàçèòè òàêèìè ôîðìóëàìè: 

 
3

1 3
1

( , )i ik k k ik k k
k

U x x A q z A v zλ λ

=

 = + ∑ , (3) 

 
3

1 1
1 3

1

( , )i ik k k ik k k
k

t x x B q z B v zλ − λ−

=

 = λ + ∑ , (4) 

äå ,  ,  1, 2, 3i iU t i = , – êîìïîíåíòè âåêòîð³â U  òà t ; kq  ³ kv  – ñòàë³, ÿê³ 

ñë³ä âèçíà÷èòè ç çàäàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Äîïóñòèì³ çíà÷åííÿ ñòåïåíÿ 
îñîáëèâîñò³ λ  íàëåæàòü äî ïðîì³æêó 0 Re ( ) 1< λ < . 
 Íåîáõ³äí³ ïåðåòâîðåííÿ çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ, ÿêùî ââåñòè ïîëÿðíó 
ñèñòåìó êîîðäèíàò ( , )r θ , ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Â³ä ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàò 

1 3,x x  ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò ,r θ  çà ôîðìóëàìè 
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 1 3cos ,        sinx r x r= θ = θ , 

ïðè öüîìó êîìïëåêñíà çì³ííà kz  âèçíà÷àºòüñÿ 

ð³âí³ñòþ 

 (cos sin )k kz r p= θ + θ . 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ [9] 

 
, 0,

, ,ik

r
z

re± π
θ ==  θ = ± π

 

ð³âíÿííÿ (3), (4) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ,0)r rλ= +U Aq Av[ ] , 

 1( ,0)r rλ −= λ +t Bq Bv[ ] , 

 ( , ) i ir r e eλ ± πλ πλ±π = +U Aq Av[ ] , 

 1( , ) i ir r e eλ − ± πλ πλ± π = − λ +t Bq Bv[ ] , 
äå q , v  – ìàòðèö³ ðîçì³ðó 1 3×  ç åëåìåíòàìè kq  ³ ,  1,2, 3kv k = , â³äïî-

â³äíî. 
 Ãðàíè÷í³ óìîâè íà ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â º òàêèìè: 

 (1) (2)( ,0) ( , 0)r r=U U , 

 (1) (2) (1) (2)( ,0) ( , 0),     ( , ) ( , )r r r r= π = − πt t t t , (5) 

 (1) (1) (1) (2)
13 33( , ) 0,       ( , ) 0,       ( , ) ( , )r r r rσ π = σ π = ϕ π = ϕ − π . (6) 

 Ââîäÿ÷è íîâ³ ìàòðèö³ 

 ,       = =Q Bq V Bv , (7) 

çàïèøåìî ãðàíè÷í³ óìîâè (5), (6) ÷åðåç íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ 

 1 (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)( ) − = −Y Q Y V Y Q Y V , (8) 

 (1) (1) (2) (2)+ = +Q V Q V , (9) 

 (1) (1) (2) (2)i i i ie e e eπλ − πλ − πλ πλ+ = +Q V Q V , (10) 

 (1) (1) (2) (2)
1 1 2 2

i i i ie e e eπλ − πλ − πλ πλ+ = +M Q N V M Q N V , (11) 

äå 

 1 1
(1) (1) (1) (1) (1) (1)
31 32 33 31 32 33

1 0 0 1 0 0
0 1 1 ,     0 1 0

Y Y Y Y Y Y

= =
− − −

M N , 

 2 2
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
31 32 33 31 32 33

0 0 0 0 0 0
0 0 0 ,     0 0 0

Y Y Y Y Y Y

= =
− − −

M N , 

 1( )i −=Y A B . 

Âèêëþ÷àþ÷è ç ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ ð³âíÿíü (8)–(11) ïîñë³äîâíî (1)V , 
(2)Q , (2)V , îòðèìóºìî ñèñòåìó 

 x3 

x1 

1 

2 

r 

θ 

 
Рис. 2 
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 2 (1) 0ie πλ+ =H HW Q[ ] , (12) 

äå 

 (1) (2)

32 33

1 0 0
,       0 1 0

0 2 / 1H H
= + =

− −
H Y Y W . 

 Äëÿ ³ñíóâàííÿ íåòðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (12) ¿¿ âèçíà÷íèê 
ïîâèíåí äîð³âíþâàòè íóëåâ³. Ç ö³º¿ óìîâè îäåðæèìî õàðàêòåðèñòè÷íå 
ð³âíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ λ : 

 2 2 2( ) 0i is e pe sπλ πλ+ + = , (13) 

äå 

 2 2 2
11 22 33 12 13 23 11 23 12 33 13 222s H H H H H H H H H H H H= − + + − − , 

 2 2 2
11 22 33 11 23 12 13 23 13 23 332 2 2p H H H H H H H H H H H= − + − + −/[  

 2 2
13 22 12 33H H H H− + ] . 

 Ð³âíÿííÿ (13) ìàº äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåí³ êîðåí³, ÿê³ çàäàþòüñÿ 
ôîðìóëîþ 

 
2

1(0.5 ) ,    ln 1 ,   0,1,2,
2 2 2

p p
n i n

s s
  λ = + ± ε ε = − − =  π   

 . 

Âåêòîðè q  ³ v , ÿê³ â³äïîâ³äàþòü êîæíîìó çíà÷åííþ λ , çíàõîäèìî çà 
ôîðìóëîþ (7). 
 Íàéìåíøå çíà÷åííÿ λ  (ïðè 0n = ) íà ïðîì³æêó 0 Re ( ) 1< λ <  õàðàêòå-
ðèçóº ñòåï³íü îñîáëèâîñò³ íàâêîëî âåðøèíè òð³ùèíè. Îòæå, åëåêòðîìåõà-
í³÷íå ïîëå íàâêîëî âåðøèíè òð³ùèíè ìîæíà ïîäàòè ÿê 

 ( , ) 2Re ( )i iU r Crλθ = Φ θ{ } , (14) 

 1( , ) 2Re ( ) ,        1,2,3i it r Cr iλ −θ = Ψ θ ={ } , (15) 

äå 

 
3

1

( ) (cos sin ) (cos sin )i ik k k ik k k
k

A q p A v pλ λ

=

Φ θ = θ + θ + θ + θ∑ [ ] , 

 
3

1 1

1

( ) (cos sin ) (cos sin )i ik k k ik k k
k

B q p B v pλ − λ −

=

Ψ θ = λ θ + θ + θ + θ∑ [ ], 

C  – íåâèçíà÷åíà êîìïëåêñíà ñòàëà. 
 Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê (14), (15), ÿêèé âèçíà÷àº ïîâåä³íêó ïîëÿ ëè-
øå íàâêîëî âåðøèíè òð³ùèíè, ïîâèíåí ñòèêóâàòèñü ³ç ñê³í÷åííî-åëåìåíò-
íèì ðîçâ’ÿçêîì äëÿ âñ³º¿ îáëàñò³, ÿêèé áóäóºòüñÿ ç óðàõóâàííÿì óñ³õ ãðà-
íè÷íèõ óìîâ ÿê íà òð³ùèí³, òàê ³ íà ãðàíèöÿõ îáëàñò³. Ç óìîâ ñòèêóâàííÿ 
àñèìïòîòè÷íîãî òà ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ðîçâ’ÿçê³â ³ çíàõîäèìî êîíñòàíòó 
C , äåòàëüíà ìåòîäèêà âèçíà÷åííÿ ÿêî¿ îïèñóºòüñÿ íà êîíêðåòíîìó ïðèêëà-
ä³ ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³ 
 ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. ×èñåëüíó ðåàë³çàö³þ íàâåäåíî¿ ìåòîäèêè ïðîâî-
äèëè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Âðàõîâóþ÷è ñèìåòð³þ çà-
äà÷³, äëÿ îá÷èñëåíü âèáèðàëè ëèøå ïðàâîñòîðîííþ ÷àñòèíó ï’ºçîåëåêòðè÷-
íîãî áëîêà. Îñê³ëüêè êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü ³ åëåêòðè÷íîãî ïîòîêó íàâêî-
ëî âåðøèíè òð³ùèíè º íàéá³ëüøîþ, ñê³í÷åííî-åëåìåíòíó ñ³òêó áóäóâàëè ç³ 
çì³ùåííÿì äî âåðøèíè òð³ùèíè. Íà ðèñ. 3à ïîêàçàíî ñ³òêó äëÿ âñ³º¿ îáëàñò³, 
à íà ðèñ. 3á ¿¿ ôðàãìåíò íàâêîëî âåðøèíè òð³ùèíè. Ïðè öüîìó âèêîðèñòî-
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âóâàëè çâè÷àéí³ 8-âóçëîâ³ ÷îòèðèêóòí³ åëåìåíòè. Äîâæèíà íàéìåíøîãî åëå-

ìåíòà ñòàíîâèëà 83 10−⋅  äîâæèíè òð³ùèíè. Ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ äîâæèíîþ 
òð³ùèíè òà ðîçì³ðàìè âñüîãî ò³ëà âèáèðàëè ÿê 1 äî 10. Íà âåðõí³é ³ íèæí³é 
ìåæ³ ò³ëà âèáèðàëè ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíå åëåêòðîìåõàí³÷íå íàâàíòàæåí-

íÿ (ext)
33 10σ = ÌÏà, (ext)

3 0.01D = Êë/ì2. Çà âåðõí³é ³ íèæí³é ìàòåð³àëè âèáè-
ðàëè â³äïîâ³äíî ï’ºçîêåðàì³êè PZT-4 [3] ³ PZT-5H [7]. 

 a) 

   

 á) 

 

Рис. 3 
 Äëÿ îö³íêè òî÷íîñò³ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ïðîâåäåíî ïîð³âíÿëüíèé 
àíàë³ç ç òî÷íèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì äëÿ ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè ì³æ äâîìà 
ð³çíèìè ï’ºçîåëåêòðè÷íèìè ï³âïëîùèíàìè [5]. Öåé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà âèêî-
ðèñòîâóâàòè â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó, îñê³ëüêè äîâæèíà òð³ùèíè íàáàãà-
òî ìåíøà â³ä ðîçì³ð³â ò³ëà. 
 Ââåäåìî êîìïëåêñíèé êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü [10] 

 1 2 33 132 ( ,0) ( ,0)iK iK r r r i r− ε+ = π σ + σ[ ] . (16) 

Âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (15), çàïèøåìî éîãî ó âèãëÿä³ 

 1 2 2 12 (0) (0)K iK C i+ = π Ψ + Ψ[ ] . (17) 

 ßê óæå çàçíà÷àëîñü, àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê íàâêîëî âåðøèíè 
òð³ùèíè ïîâèíåí ñòèêóâàòèñü ³ç ñê³í÷åííî-åëåìåíòíèì ðîçâ’ÿçêîì äëÿ âñ³º¿ 
îáëàñò³. Öå ïîºäíàííÿ çä³éñíþâàëè íà â³äñòàí³ 0r r=  â³ä âåðøèíè òð³ùèíè. 

Îñê³ëüêè íåâ³äîìà ñòàëà C  º êîìïëåêñíîþ ( Re ImC C i C= + ), òî íåîáõ³äíî 
ôîðìóëþâàòè äâ³ óìîâè äëÿ âèçíà÷åííÿ ä³éñíèõ ïàðàìåòð³â ReC  òà Im C . 
×èñëîâèé àíàë³ç ïîêàçàâ, ùî íàéêðàù³ ðåçóëüòàòè â³äïîâ³äàþòü âèïàäêó, 
êîëè âèáèðàòè óìîâè íà æîðñòêî ç’ºäíàí³é ÷àñòèí³ ³íòåðôåéñó â òàêîìó 
âèãëÿä³ (åëåêòðè÷íå çì³ùåííÿ 3D  òîä³ ïðîïîðö³éíå 33σ ): 

 (asym) (FEM)
33 0 33 0( ,0) ( ,0)r rσ = σ , 

 (asym) (FEM)
13 0 13 0( ,0) ( ,0)r rσ = σ . (18) 

 Ç óìîâè (18) îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëî¿ C : 

 
1 (FEM) 1 (FEM)

0 2 13 0 0 1 33 0
1 1 1 1

0 1 0 2 0 1 0 2

Im (0) ( ,0) Im (0) ( , 0)1Re
2 Re (0) Im (0) Im (0) Re (0)

r r r r
C

r r r r

λ − λ−

λ − λ − λ− λ −

Ψ σ − Ψ σ
=

Ψ Ψ − Ψ Ψ

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
, 

 
1 (FEM) 1 (FEM)

0 2 13 0 0 1 33 0
1 1 1 1

0 1 0 2 0 1 0 2

Re (0) ( ,0) Re (0) ( , 0)1Im
2 Re (0) Im (0) Im (0) Re (0)

r r r r
C

r r r r

λ − λ−

λ − λ − λ− λ−

Ψ σ − Ψ σ
=

Ψ Ψ − Ψ Ψ

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
. 
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 Таблиця 1 

0/r L  1K , Ìïà ⋅ ì1/2 2K , ÌÏà ⋅ ì1/2 

60.1 10−⋅  0.512257  (8.01%) -0.0733603  (33.82%) 

60.2 10−⋅  0.539698  (2.58%) -0.0929913  (5.57%) 

60.3 10−⋅  0.55371  (0.31%) -0.0972333  (0.96%) 

60.4 10−⋅  0.553427  (0.04%) -0.0972030  (0.99%) 

40.11 10−⋅  0.558741  (0.91%) -0.0972420  (0.96%) 

30.38 10−⋅  0.556832  (0.57%) -0.0972831  (0.91%) 

10.14 10−⋅  0.570252  (2.91%) -0.0991591  (1.0%) 

0.15  0.673473  (17.79%) -0.110139  (10.87%) 

 ×èñëîâ³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 1K  òà 2K , ÿê³ 

îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (17) ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ 0r , íàâåäåíî â òàáë. 1. Ó 

äóæêàõ ïîäàþòüñÿ â³äíîñí³ ïîõèáêè ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ³ òî÷íîãî àíàë³-
òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó äëÿ ì³æôàçíî¿ òð³ùèíè ì³æ äâîìà ï’ºçîåëåêòðè÷íèìè 
ï³âïëîùèíàìè. ßê âèäíî ç òàáëèö³, îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè ñóòòºâî çàëåæàòü 
â³ä âèáîðó âåëè÷èíè 0r . Çîêðåìà, çíà÷åííÿ 1K  ³ 2K , ÿê³ îäåðæàí³ ïðè äóæå 

ìàëèõ (ïåðø³ äâà ðÿäêè òàáëèö³) àáî ïðè äóæå âåëèêèõ (äâà îñòàíí³õ ðÿä-
êè) âåëè÷èíàõ 0 /r L , çíà÷íî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó. Ó òîé æå 

÷àñ äëÿ 6 3
0/ 0.3 10 ,  0.38 10r L − −∈ ⋅ ⋅[ ]  îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè ïðàêòè÷íî çá³ãà-

þòüñÿ ³ç òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì, òîìó äëÿ ïîäàëüøîãî ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàí-
íÿ ö³º¿ ìåòîäèêè ðåêîìåíäóºòüñÿ âèáèðàòè ñàìå öåé ïðîì³æîê çíà÷åíü 0r . 

Íà ðèñ. 4, 5 çîáðàæåíî ðîçïîä³ëè ìåõàí³÷íîãî íàïðóæåííÿ 33 ( ,0)rσ  òà 

åëåêòðè÷íîãî çì³ùåííÿ 3 ( , )D r π  óçäîâæ ³íòåðôåéñó ïðè 6
0 / 0.4 10r L −= ⋅ .  

r/L ⋅ 106

1
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  r/L ⋅ 106
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 Рис. 4 Рис. 5 
 Ñóö³ëüíà ë³í³ÿ â³äïîâ³äàº òî÷íîìó ðîçâ’ÿçêó äëÿ òð³ùèíè íà ë³í³¿ ïîä³-
ëó äâîõ ð³çíîð³äíèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ï³âïëîùèí. Ïóíêòèðíà ë³í³ÿ â³äïîâ³-
äàº ðîçâ’ÿçêó, îòðèìàíîìó ç âèêîðèñòàííÿì ëèøå ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â, ìàðêåðàìè ïîçíà÷åíî ðåçóëüòàòè, îäåðæàí³ çà äîïîìîãîþ çàïðîïî-
íîâàíî¿ ìåòîäèêè 

Ïîð³âíÿííÿ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ðîçâ’ÿçêó ç ðåçóëüòàòàìè çàïðîïîíî-
âàíî¿ ìåòîäèêè ³ òî÷íèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì ï³äòâåðäæóº ôàêò, ùî 
ñê³í÷åííî-åëåìåíòíèé ðîçâ’ÿçîê íå ìîæå äàòè êîðåêòíèõ ðåçóëüòàò³â íàâ-
êîëî âåðøèíè òð³ùèíè. Àëå ðåçóëüòàòè, ÿê³ îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ ðîçãëÿ-
íóòî¿ â ðîáîò³ ìåòîäèêè, ìàéæå çá³ãàþòüñÿ ç òî÷íèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿç-
êîì, ùî äàº ï³äñòàâó çðîáèòè âèñíîâîê ïðî åôåêòèâí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî 
ìåòîäó. 
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Îòæå, ó ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèé ìåòîä, ÿêèé àïðî-
áîâàíî íà ïðèêëàä³, ùî äîïóñêàº òî÷íèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê. Öåé ìåòîä 
ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî á³ìàòåð³àëüíèõ ò³ë äîâ³ëüíî¿ ôîðìè ç ì³æôàç-
íèìè òð³ùèíàìè øëÿõîì ïåðåáóäîâè ñê³í÷åííî-åëåìåíòíî¿ ñ³òêè ëèøå â 
îáëàñòÿõ, â³ääàëåíèõ â³ä îáëàñò³ òð³ùèíè 
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КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНЫ 
В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ МАТЕРИАЛЕ С УЧЕТОМ  
ПРИВЕРШИННОЙ АСИМПТОТИКИ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
 
Ðàññìîòðåíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äâóõ æåñòêî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë, íà ãðàíèöå ðàçäåëà êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ýëåêòðîïðîâîäÿ-
ùàÿ òðåùèíà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè 
âåðøèíû òðåùèíû èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíèðîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî è êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîãî ðåøåíèé. Íàéäåíû êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äëÿ 
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òðåùèíû, äëèíà êîòîðîé ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òåëà, 
ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ áåñêî-
íå÷íîé îáëàñòè. 
 
FINITE ELEMENT INVESTIGATION OF INTERFACE CRACK IN PIEZOELECTRIC MATERIAL 
WITH REGARD FOR NEAR-TIP ASYMPTOTICS OF STRESSES AND DISPLACEMENTS 
 
An electrically permeable interface crack in piezoelectric biomaterial is studied. An 
asymptotic solution in connection with the finite element method is derived. For 
electromechanical loads, the complex stress intensity factor for an interface crack is 
obtained. For a particular case the numerical results are compared with the exact 
analytical solutions, obtained for a piezoelectric biomaterial plane with an interface 
crack. 
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