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ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ В ІЗОТРОПНИХ ОБОЛОНКАХ 
ДОВІЛЬНОЇ КРИВИНИ З ПОВЕРХНЕВИМИ ТРІЩИНАМИ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ³çîòðîï-
íî¿ îáîëîíêè äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ç ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ. Íàâåäåíî ðåçóëüòà-
òè ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó öåíòðàëüí³é òî÷ö³ 
ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè â îáîëîíêàõ ïðè ð³çíèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ ãåîìåòðè÷íèõ 
ïàðàìåòð³â (òîâùèíè òà ãîëîâíèõ êðèâèí îáîëîíêè, ãëèáèíè é äîâæèíè òð³-
ùèíè). 

 
Äîñë³äæåííÿ ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè â åëåìåíòàõ êîíñòðóêö³é, ÿê³ ìîæíà 

çîáðàçèòè ïëàñòèíàìè àáî îáîëîíêàìè, ç îãëÿäó íà ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ 
º îäí³ºþ ç íàéâàæëèâ³øèõ çàäà÷ ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ. Ó çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ ïðî òðèâèì³ðíó òð³ùèíó â ò³ë³ ñê³í-
÷åííèõ ðîçì³ð³â, äå ïîëå íàïðóæåíü, çáóðåíèõ òð³ùèíîþ, çàçíàº ñèëüíîãî 
âïëèâó ãðàíèöü òâåðäîãî ò³ëà. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ âèêîðèñòîâóþòü ð³çí³ 
÷èñëîâ³ ìåòîäè, îäíèì ç ÿêèõ ìåòîä³â º ìåòîä ë³í³éíèõ ïðóæèí [3]. 

Îñíîâíà ³äåÿ, ùî ëåæèòü â îñíîâ³ ìîäåë³, ïîëÿãàº â àïðîêñèìàö³¿ òðè-
âèì³ðíî¿ çàäà÷³ äëÿ òð³ùèíè çà äîïîìîãîþ äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ øëÿõîì çà-
ì³íè íàïðóæåíü, ùî âèíèêàþòü ó çàëèøêîâîìó ïåðåòèí³ ìàòåð³àëó, ìåìá-
ðàííèì T  ³ çãèííèì M  íàâàíòàæåííÿìè, ùî ä³þòü ó íåéòðàëüí³é ïîâåðõí³ 
ïëàñòèíè àáî îáîëîíêè. Ó â³äïîâ³äí³é äâîâèì³ðí³é çàäà÷³ ïåðåì³ùåííÿ ïî-
âåðõí³ òð³ùèíè ïîäàþòüñÿ ÷åðåç ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè δ  ³ êóò ðîçêðèòòÿ òð³-
ùèíè θ . 

Ïåðøå ïðèïóùåííÿ, íà ÿêîìó áàçóºòüñÿ öÿ ìîäåëü, ïîëÿãàº ó òîìó, ùî 
òð³ùèíà äîâæèíè 2  ââàæàºòüñÿ íàñêð³çíîþ, à îáìåæåííÿ íà ïåðåì³ùåííÿ, 
âèêëèêàí³ ä³þ÷èìè â çàëèøêîâîìó ïåðåòèí³ íàïðóæåííÿìè (âîíè ïðîòèä³-
þòü ðîçêðèòòþ òð³ùèíè), ìîæóòü áóòè âðàõîâàí³ øëÿõîì ïðèêëàäàííÿ äî 
ïîâåðõí³ òð³ùèíè ìåìáðàííîãî ( )T x  ³ çãèííîãî ( )M x  íàâàíòàæåíü. Òîáòî, 

ÿêùî ä³ÿ íàâàíòàæåíü 2 ( )T x∗  ³ 2 ( )M x∗  (ìåìáðàííå çóñèëëÿ ³ çãèííèé ìîìåíò 
íà ë³í³¿ òð³ùèíè â ñóö³ëüí³é îáîëîíö³, âèêëèêàí³ çîâí³øí³ì íàâàíòàæåííÿì) 
ñïðÿìîâàíà íà ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè, òî ( )T x  ³ ( )M x  – íà ¿¿ çìèêàííÿ. 

Äðóãå ïðèïóùåííÿ ïîëÿãàº ó òîìó, ùî êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðó-
æåíü çà êîîðäèíàòîþ x  (óçäîâæ ôðîíòó òð³ùèíè) ìîæíà àïðîêñèìóâàòè 
â³äïîâ³äíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ äëÿ ñìóãè ç 
êðàéîâîþ òð³ùèíîþ ãëèáèíè ( )L x  â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ïðè öüîìó 
ñìóãà íàâàíòàæåíà ð³âíîì³ðíèìè ðîçòÿãóâàëüíèì çóñèëëÿì ( )T x  ³ êðóòíèì 
ìîìåíòîì ( )M x , ïðèêëàäåíèìè äàëåêî â³ä òð³ùèíè. 
 Äî öüîãî ÷àñó á³ëüø³ñòü àâòîð³â îáìåæóâàëàñÿ ³çîòðîïíèìè öèë³íäðè÷-
íèìè îáîëîíêàìè ³ òîíêèìè ïëàñòèíàìè. Òàê, íàïðèêëàä, Â. À. Îñàä÷óê, 
². Ñ. Êîñòåíêî, Ð. Ç. Ñòàñþê äîñë³äæóâàëè çáóäæåíèé íàïðóæåíèé ñòàí 
çàìêíåíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ñèñòåìîþ ïîçäîâæí³õ ïîâåðõíåâèõ òð³-
ùèí. Ð. Ì. Êóøí³ð, Ì. Ì. Íèêîëèøèí, Â. À. Îñàä÷óê äîñë³äæóâàëè öèë³íä-
ðè÷í³ îáîëîíêè ç ïîâåðõíåâèìè òð³ùèíàìè [1]. Äæ. Ðàéñ ³ Í. Ëåâ³ ðîçãëÿ-
äàëè çàäà÷³ ïðî ðîçòÿãóâàííÿ ³ çãèíàííÿ ïëàñòèíè, ÿêà ì³ñòèòü ïîâåðõíåâó 
òð³ùèíó [7]. Ô. Ä³ëåéë ³ Ô. Å. Åðäîãàí äîñë³äæóâàëè öèë³íäðè÷í³ îáîëîíêè 
òà ïëàñòèíè, ÿê³ ì³ñòÿòü ê³ëüöåâ³ àáî îñüîâ³ íåíàñêð³çí³ òð³ùèíè [4–6].  
 Ðîçãëÿíåìî ³çîòðîïíó îáîëîíêó äîâ³ëüíî¿ ´àóññîâî¿ êðèâèíè ñòàëî¿ òîâ-
ùèíè h , ÿêà ì³ñòèòü ïîâåðõíåâó òð³ùèíó âçäîâæ ë³í³¿ êðèâèíè. Äàëåêî â³ä 
òð³ùèíè äî îáîëîíêè ïðèêëàäåíå íàâàíòàæåííÿ, ÿêå º ïðîñòèì îäíîð³äíèì 
ðîçòÿãóâàííÿì óçäîâæ îñ³ y  ³ çãèíîì óçäîâæ îñ³ x . Äîâæèíà 2  òð³ùèíè 
íà ïîâåðõí³ º âåëèêîþ ïîð³âíÿíî ç òîâùèíîþ îáîëîíêè (ðèñ. 1).  
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Äëÿ òîãî, ùîá âèðàçèòè T  ³ M  ÷åðåç 
ñòðèáêè ïåðåì³ùåííÿ âçäîâæ ë³í³¿ òð³ùèíè 
v[ ]  ³ êóòà ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè 2θ[ ] , åíåð-

ã³þ, ÿêà âèä³ëÿºòüñÿ ïðè ðóéíóâàíí³, âè-
çíà÷àþòü äâîìà ñïîñîáàìè, à ñàìå: ÷åðåç 
åíåðã³þ çìèêàííÿ òð³ùèíè ³ ÷åðåç äîáóòîê 
íàâàíòàæåííÿ íà ïåðåì³ùåííÿ òî÷îê ïðè-
êëàäåííÿ öèõ íàâàíòàæåíü. Åíåðã³þ G , 
ÿêà âèä³ëÿºòüñÿ ïðè ðóéíóâàíí³, ìîæíà 
âèðàçèòè òàê: 
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Çã³äíî ç ìîäåëëþ ë³í³éíèõ ñòåðæí³â ìàºìî [3] 
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òð³ùèíè L  äî òîâùèíè îáîëîíêè h . Ö³ ôóíêö³¿ ïðè 0 0.8s< <  ìàþòü òà-
êèé âèãëÿä: 
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Êîåô³ö³ºíòè ( ) ( ) ( ),  ,  n n n
bb t t b tC C C  íàâåäåíî â [5].  

 Äëÿ äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó â ³çîòðîïí³é îáîëîíö³ ç íàñêð³ç-
íîþ òð³ùèíîþ ìàºìî ð³âíÿííÿ [2] 
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Рис. 1 
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1 2,  R R  – ðàä³óñè ãîëîâíèõ êðèâèí îáîëîíêè. 
Íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

2
1 3

3(1 )
,          (3 )

4 4 1 6
dd vEh Eh h

dt dt
θ− ν  ψ = ψ = ⋅ + ν ⋅ + ν  

[ ][ ]
 

. 

 Çàïèøåìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (2) ÷åðåç ö³ ôóíêö³¿:  

 

1
1

2

3
1

( )
2

6 1 1 1 ( )
3 3(1 )

x

x

t dxT
CM h

h t dx

−

−

 
ψ      =   

− ν   + ν  ψ + ν − ν 

∫

∫

 . (6) 

Îñê³ëüêè 
1

1 1

1( ) ( ) sign ( )
2

x

t dt t x t dt
− −

ψ = ψ −∫ ∫ , ñï³ââ³äíîøåííÿ (6) ìîæíà çàïè-

ñàòè òàêîæ ó âèãëÿä³ 

 

1

1

2 1

1

( ) sign ( )
1

6 1 1 1 ( ) sign ( )
3 3(1 )

t x t dtT
CM h

h t x t dt

−

−

 
ψ −      =   

− ν   + ν  ψ − + ν − ν 

∫

∫

 . (7) 

Çâ³äñè îäåðæóºìî äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³ ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
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Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ IK K∞/ , äå IK  âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç 0σ  ³ 0m  

çà ôîðìóëîþ 0 0I t bK h g m g= σ +( ) , à K∞  – êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íà-

ïðóæåíü äëÿ òð³ùèíè ãëèáèíè 0L  ³ íåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè ( → ∞ ) ïðè 

òîìó æ ðîçòÿãóâàëüíîìó àáî çãèííîìó íàâàíòàæåíí³ íà íåñê³í÷åííîñò³. Íà 
ðèñ. 2 íàâåäåíî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ IK K∞/  â³ä h/  ó öåíòðàëüí³é òî÷ö³ 
ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè â ïëàñòèí³ (øòðèõîâ³ êðèâ³) òà ñôåð³ (ñóö³ëüí³ êðèâ³) 
äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü â³äíîøåííÿ ãëèáèíè òð³ùèíè äî òîâùèíè îáîëîíêè 
(ïëàñòèíè): 0 0.7,  0.5,  0.3,  0.1L h =/  (â³äïîâ³äíî êðèâ³ 1–4 òóò ³ íà ðèñ. 3, 4). 

Îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî äëÿ ÷èñòîãî ðîçòÿãóâàííÿ ( 1∞σ = , 0m∞ = ).  
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 Рис. 2 Рис. 3 

Îñîáëèâ³ñòü öèõ ðåçóëüòàò³â ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ äîâ-
æèíè òð³ùèíè êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íà-
ïðóæåíü äëÿ ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè ïðÿìóº 
äî êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü çîâ-
í³øíüî¿ òð³ùèíè â ñìóç³, ùî ïëîñêî äåôîð-
ìóºòüñÿ (K∞ ). Ç àíàë³çó ãðàô³ê³â âèïëèâàº, 
ùî êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ äëÿ ñôåðè÷íî¿ 
îáîëîíêè º ìåíøèì, í³æ ó ïëàñòèí³. 

Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî êîåô³ö³ºíò ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü äëÿ ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè 
âçäîâæ òð³ùèíè ïðè ÷èñòîìó ðîçòÿãóâàíí³. 
Ïðè ïðîâåäåíí³ ðîçðàõóíê³â ââàæàëè, ùî 
äîâæèíà òð³ùèíè äîð³âíþº òîâùèí³ îáîëîí-
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Рис. 4 
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êè. Ç àíàë³çó ãðàô³ê³â âèëèâàº, ùî êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ ìàº íàéá³ëüøå 
çíà÷åííÿ ó öåíòðàëüí³é òî÷ö³. 

Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ â³ä êðèâèíè 
îáîëîíêè ïðè ÷èñòîìó ðîçòÿãóâàíí³. Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëè â öåíòðàëüí³é 
òî÷ö³ íàñêð³çíî¿ òð³ùèíè ïðè 32h =/ . Íà ãðàô³êàõ âèäíî, ùî íàéá³ëüøèé 
êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ äîñÿãàºòüñÿ â öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³.  

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (7) ïîâí³ñòþ 
óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè Äæ. Ðàéñîì ³ Í. Ëåâ³ äëÿ òîíêî¿ 
ïëàñòèíè [7], ³ ç ðåçóëüòàòàìè Ô. Ä³ëåéëà ³ Ô. Å. Åðäîãàíà äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ 
îáîëîíêè ç ïîâåðõíåâèìè òð³ùèíàìè [3, 4]. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ В ИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧКАХ 
ПРОИЗВОЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ С ПОВЕРХНОСТНЫМИ ТРЕЩИНАМИ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçî-
òðîïíîé îáîëî÷êè ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû ñ ïîâåðõíîñòíîé òðåùèíîé. Ïðèâåäåíû 
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â öåíòðàëüíîé 
òî÷êå ïîâåðõíîñòíîé òðåùèíû â îáîëî÷êàõ ïðè ðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (òîëùèíû è ãëàâíûõ êðèâèçí îáîëî÷êè, ãëóáèíû è äëèíû 
òðåùèíû). 
 
INVESTIGATION OF STRESS STATE IN ISOTROPIC SHELLS OF ARBITRARY 
CURVATURE WITH SURFACE CRACKS  
 
The problem on determination of stressed-stained state of isotropic shell of arbitrary 
curvature with a surface crack is studied. The calculation result are presented for stress 
intensity factors at the central point of the surface crack for different relations of 
geometric parameters (the value of the shell main curvature, depth and length of the 
crack). 
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