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МЕТОД ОЦІНКИ КОНТАКТНОГО ТЕРМІЧНОГО ОПОРУ КОНТАКТНОЇ  
ПАРИ ЗА НАЯВНОСТІ СИСТЕМИ ПОВЕРХНЕВИХ КРУГОВИХ ВИЇМОК 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òåðì³÷íîãî îïîðó äëÿ âèïàä-
êó âçàºìîä³¿ äâîõ íàï³âáåçìåæíèõ ò³ë çà íàÿâíîñò³ ñèñòåìè êðóãîâèõ âè¿ìîê 
ìàëî¿ âèñîòè íà ïîâåðõí³ îäíîãî ç ò³ë. Ïîáóäîâàíî îñåñèìåòðè÷íó ìîäåëü 
òàêîãî êîíòàêòó, ÿêà âðàõîâóº ñóêóïíèé âïëèâ êîíãëîìåðàòó íåîäíîð³äíîñ-
òåé íà ëîêàëüíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îêîë³ îêðåìî âçÿòîãî äå-
ôåêòó. Íà ö³é ï³äñòàâ³ ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî îñåñèìåòðè÷íó êîíòàê-
òíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³, ÿêà ìåòîäîì ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çâå-
äåíà äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Àáåëÿ. Âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òåðìîîïîðó 
ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ ðåàë³çóºòüñÿ øëÿõîì óñåðåäíåííÿ ðåàëüíîãî ñòðèáêà 
òåìïåðàòóðè íà îêðåì³é âè¿ìö³. Çä³éñíåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðåçóëüòàò³â, 
îòðèìàíèõ íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó, ç â³äîìèìè â ë³òåðàòóð³. 

 
 Âñòóï. Ðîçðîáêà åôåêòèâíèõ ìåòîäèê âèçíà÷åííÿ çâåäåíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ ò³ë, ùî ïåðåáóâàþòü ó êîíòàêò³, º âàæëèâîþ 
òåîðåòè÷íîþ ïðîáëåìîþ ìåõàí³êè êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿. Ïðè òåïëîâîìó êîí-
òàêò³ ò³ë òàêîþ ³íòåãðàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ º êîí-
òàêòíà òåðì³÷íà ïðîâ³äí³ñòü àáî îáåðíåíà äî íå¿ âåëè÷èíà – êîíòàêòíèé 
òåðì³÷íèé îï³ð. Öåé ïàðàìåòð, ÿêèì íàä³ëÿþòü ïîâåðõíþ ñïðÿæåííÿ, º ó 
ïåâíîìó ñåíñ³ ô³êòèâíèì, â³í º ñêëàäîâîþ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïðîöåñó 
òåïëîïåðåäà÷³ ì³æ ò³ëàìè, ÿêà äîñòàòíüî äîáðå îïèñóº òåïëîîáì³í ó áàãà-
òüîõ ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ âèïàäêàõ. Ïîðÿä ³ç ìàòåìàòè÷íîþ ïðîñòîòîþ öå 
ðîáèòü äàíó ìîäåëü ïðèâàáëèâîþ äëÿ âèêîðèñòàííÿ â ³íæåíåðíèõ ðîçðà-
õóíêàõ. 
 Ïðèðîäà âèíèêíåííÿ êîíòàêòíîãî òåðì³÷íîãî îïîðó ïîëÿãàº ó òîìó, ùî 
â ðåàëüíèõ óìîâàõ ìåõàí³÷íèé êîíòàêò ò³ë º íåäîñêîíàëèì. Ïîðÿä ç ³íøèìè 
÷èííèêàìè îäí³ºþ ç íàéâàæëèâ³øèõ ïðè÷èí ö³º¿ íåäîñêîíàëîñò³ º ãåîìåò-
ðè÷íà íåð³âí³ñòü ïîâåðõîíü. Äëÿ ïîâåðõîíü ðåàëüíèõ ò³ë ïðèòàìàíí³ ð³çíî-
ìàí³òí³ â³äõèëåííÿ ôàêòè÷íîãî ïðîô³ëþ â³ä íîì³íàëüíî¿ ôîðìè. Çà ãåîìåò-
ðè÷íèìè ðîçì³ðàìè öèõ â³äõèëåíü ¿õ ïîä³ëÿþòü íà òðè êëàñè: ìàêðîâ³äõè-
ëåííÿ, õâèëÿñò³ñòü ³ øîðñòê³ñòü. Íàÿâí³ñòü òàêèõ ãåîìåòðè÷íèõ íåîäíîð³ä-
íîñòåé ãðàíèöü ò³ë ñïðè÷èíÿº ïîÿâó ïðîñâ³òó ì³æ ïîâåðõíÿìè, ùî êîí-
òàêòóþòü. Êîëè æ âçàºìîä³ÿ ò³ë ñóïðîâîäæóºòüñÿ ùå é îáì³íîì òåïëîâîþ 
åíåðã³ºþ, ì³æïîâåðõíåâèé ïðîñâ³ò ñòàº ïåðåøêîäîþ íà øëÿõó öüîãî ïðîöå-
ñó. ßê íàñë³äîê ì³æ åëåìåíòàìè êîíòàêòíî¿ ïàðè âèíèêàº äîäàòêîâèé ïåðå-
ïàä òåìïåðàòóðè (äîäàòêîâèì â³í º ó ïîð³âíÿíí³ ç âèïàäêîì, êîëè òåïëîâèé 
êîíòàêò ò³ë º ³äåàëüíèì ïî âñ³é ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ). 
 Ïðè ïîáóäîâ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, ùîá âðàõóâàòè öåé äîäàòêîâèé ïå-
ðåïàä òåìïåðàòóð, ïîâåðõí³ êîíòàêòó ïðèïèñóºòüñÿ òåðì³÷íèé îï³ð. Öå çà-
áåçïå÷óº ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç íå¿ ïîÿâó ñòðèáêà òåìïåðàòóðè, ÿêèé ³ â³äïî-
â³äàº ñïîñòåðåæóâàíîìó åêñïåðèìåíòàëüíî ïåðåïàäó òåìïåðàòóð. Çðîçóì³-
ëî, ùî òàêà ìîäåëü íå âðàõîâóº ðåàëüíîãî ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ó 
ïðèïîâåðõíåâèõ øàðàõ, àëå äîñòàòíüî äîáðå îïèñóº çàãàëüí³ òåíäåíö³¿ ðîç-
ïîä³ëó òåìïåðàòóðè â êîíòàêòí³é ïàð³ â ö³ëîìó. ×àñòî öüîãî äîñòàòíüî äëÿ 
ïðàêòè÷íèõ ïîòðåá ³íæåíåð³â ïðè ðîçðàõóíêàõ êîíòàêòíèõ âóçë³â, ùî ïðà-
öþþòü â óìîâàõ òåïëîâèõ íàâàíòàæåíü.  
 Îñê³ëüêè êîíòàêòíèé òåðìîîï³ð ïîâ’ÿçàíèé ³ç íåïîâíèì ìåõàí³÷íèì 
êîíòàêòîì ò³ë ³ íàÿâí³ñòþ ì³æ ïîâåðõíÿìè ïðîñâ³òó, òî î÷åâèäíî, ùî â³í 
çì³íþºòüñÿ ç³ çì³íîþ ìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, òàê ÿê ó öüîìó ðàç³ çì³-
íþºòüñÿ ä³ëÿíêà ïðÿìîãî êîíòàêòó ïîâåðõîíü ³ ðîçì³ðè ì³æïîâåðõíåâîãî 
ïðîñâ³òó. Ó çâ’ÿçêó ç öèì äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ òåðì³÷íî¿ ïîâåä³íêè êîíêðåò-
íèõ êîíòàêòíèõ ïàð íåîáõ³äíî çíàòè çàêîí çì³íè êîíòàêòíîãî òåðìîîïîðó â 
çàëåæíîñò³ â³ä çîâí³øí³õ ìåõàí³÷íèõ çóñèëü. Çðîçóì³ëî, ùî öå ñï³ââ³äíî-
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øåííÿ áóäå ð³çíèì äëÿ ð³çíèõ òèï³â ãåîìåòðè÷íî¿ ñòðóêòóðè ïîâåðõîíü. 
Òîìó çàâäàííÿ ïîëÿãàº â òîìó, ùîá äëÿ ð³çíèõ òèï³â ïîâåðõîíü, ùî õàðàê-
òåðèçóþòüñÿ â³äïîâ³äíèìè ðîçì³ðàìè íåð³âíîñòåé, çàïðîïîíóâàòè ìåòîäèêè 
âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òåðìîîïîðó ÿê ôóíêö³¿ çîâí³øíüîãî òèñêó. 
 Ïðè òåîðåòè÷íîìó âèð³øåíí³ ö³º¿ ïðîáëåìè âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ó ïî-
ñòàíîâö³ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³, ÿêà áè âðàõîâóâàëà ôàêòè÷íó 
ä³ëÿíêó êîíòàêòó. Àëå îñòàííþ ìîæíà çíàéòè ëèøå ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ â³ä-
ïîâ³äíî¿ çàäà÷³ ïðî ìåõàí³÷íèé êîíòàêò ò³ë. Ó á³ëüøîñò³ â³äîìèõ ï³äõîä³â 
ðîáëÿòü ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ôàêòè÷íèé êîíòàêò ò³ë ðåàë³çóºòüñÿ 
óçäîâæ ì³êðîâèñòóï³â ³ éîãî ïëîùà ñêëàäàº ìàëó ÷àñòêó â³ä ïëîù³ íîì³-
íàëüíî¿ ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ. Òîä³ ôàêòè÷íà ä³ëÿíêà êîíòàêòó âèçíà÷àºòüñÿ 
ç ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïðî âòèñíåííÿ ñèñòåìè øòàìï³â, ÿê³ ìîäåëþþòü ì³êðîâè-
ñòóïè, ó ïðóæíèé ï³âïðîñò³ð. Òàêèé ï³äõ³ä âèêîðèñòîâóâàâñÿ ó ìîíîãðàô³¿ 
[5]. Îäíàê â³í íå º óí³âåðñàëüíèì ³ ãîäèòüñÿ ëèøå äëÿ âðàõóâàííÿ õâèëÿñ-
òîñò³ òà øîðñòêîñò³ ïîâåðõîíü.  
 Âîäíî÷àñ çóñòð³÷àþòüñÿ íà ïðàêòèö³ òàê³ êîíòàêòí³ ïàðè [7, 8], äëÿ 
ÿêèõ ä³ëÿíêà áåçïîñåðåäíüîãî íàëÿãàííÿ ïîâåðõîíü º ñï³âì³ðíîþ ç íîì³-
íàëüíîþ ïîâåðõíåþ ñïðÿæåííÿ, à ïðÿìèé êîíòàêò íå ðåàë³çóºòüñÿ ëèøå 
âçäîâæ ëîêàëüíèõ ä³ëÿíîê, äå óòâîðþþòüñÿ ³çîëüîâàí³ ì³æïîâåðõíåâ³ çàçî-
ðè. Çðîçóì³ëî, ùî ìåòîäèêè âèçíà÷åííÿ çâåäåíèõ ïàðàìåòð³â òàêèõ êîí-
òàêòíèõ ïàð íå ìîæóòü áàçóâàòèñü íà ìîäåëÿõ, çãàäàíèõ âèùå. Îäèí ³ç ï³ä-
õîä³â äî ïîáóäîâè òàêèõ ìåòîäèê çàïðîïîíîâàíî â ö³é ðîáîò³. 
 Ðîçãëÿäàºòüñÿ íåäîñêîíàëèé òåïëîâèé êîíòàêò ò³ë çà íàÿâíîñò³ êîíãëî-
ìåðàòó ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ êðóãîâèõ ³çîëüîâàíèõ ì³æïîâåðõíåâèõ çà-
çîð³â, ïîðîäæåíèõ ïîëîãèìè âè¿ìêàìè ìàëî¿ âèñîòè íà ãðàíèö³ îäíîãî ç ò³ë. 
Ó ï. 1 ïîäàíî îïèñ çàäà÷³, à ï. 2 ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâ³ îñåñèìåòðè÷íî¿ ìîäå-
ë³ òàêîãî êîíòàêòó òà ôîðìóëþâàííþ â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³. 
Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ íàâåäåíî â ï. 3. Ðîçïîä³ëè ñòðèáê³â òåìïåðàòóðè íà 
ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ â çàëåæíîñò³ â³ä íàñè÷åíîñò³ ïîâåðõíåâèõ íåîäíîð³ä-
íîñòåé ïðîàíàë³çîâàíî ó ï. 4. Âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òåðìîîïîðó íà îñíîâ³ 
îòðèìàíîãî ðîçâ’ÿçêó çä³éñíåíî â ï. 5. Ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â çà-
äà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ – îñåñèìåòðè÷íî¿, ñôîðìóëüîâàíî¿ íà îñíîâ³ çàïðîïî-
íîâàíî¿ ìîäåë³, ³ ïðîñòîðîâî¿, â³äîìî¿ â ë³òåðàòóð³, çä³éñíåíî ó ï. 6. Íàñàì-
ê³íåöü íàâåäåíî âèñíîâêè äîñë³äæåíü. 
 1. Îïèñ çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî äâà íàï³âáåçìåæí³ ïðóæí³ ³çîòðîïí³ ï³âïðî-
ñòîðè, ïîâåðõíÿ îäíîãî ç ÿêèõ ìàº ìíîæèíó ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ îäíà-
êîâèõ êðóãîâèõ âè¿ìîê. Ò³ëà ïåðåáóâàþòü ó êîíòàêò³ âíàñë³äîê ïðèêëàäåíèõ 
íà íåñê³í÷åííîñò³ çóñèëü p . Êð³ì ìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, ò³ëà ï³ääàí³ 
ä³¿ òåïëîâîãî íàâàíòàæåííÿ – íà íåñê³í÷åííîñò³ çàäàíî îäíîð³äíèé òåïëî-
âèé ïîò³ê q , ñïðÿìîâàíèé ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïîâåðõí³ êîíòàêòó.  
 ×åðåç ïîâåðõíåâ³ ãåîìåòðè÷í³ íåð³âíîñò³ áåçïîñåðåäí³é ìåõàí³÷íèé 
êîíòàêò ò³ë ðåàë³çóºòüñÿ íå ïî âñ³é ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ. Â³í â³äñóòí³é íà 
ëîêàëüíèõ ³çîëüîâàíèõ ä³ëÿíêàõ, óçäîâæ ÿêèõ óòâîðþþòüñÿ ì³æïîâåðõíåâ³ 
ïðîñâ³òè. Òàêèì ÷èíîì, íîì³íàëüíà ïîâåðõíÿ ñïðÿæåííÿ ïîä³ëÿºòüñÿ íà îá-
ëàñòü áåçïîñåðåäíüîãî íàëÿãàííÿ ïîâåðõîíü òà îáëàñòü ì³æïîâåðõíåâèõ çà-
çîð³â. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîíô³ãóðàö³ÿ ³ ðîçì³ðè ä³ëÿíîê çàçîð³â çì³íþ-
þòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì çîâí³øí³õ ìåõàí³÷íèõ çóñèëü. Ó ö³é ðîáîò³ îáìåæè-
ìîñü ðîçãëÿäîì âèïàäêó, êîëè ä³ëÿíêè çàçîð³â ó ïðîöåñ³ íàâàíòàæåííÿ 
çàëèøàþòüñÿ êðóãîâèìè, à çì³íþþòüñÿ ëèøå ¿õ ðîçì³ðè. Ïðè÷îìó òðàíñ-
ôîðìàö³ÿ óñ³õ çàçîð³â â³äáóâàºòüñÿ îäíàêîâî.  
 Íàÿâí³ñòü ì³æïîâåðõíåâèõ äåôåêò³â, ó ñâîþ ÷åðãó, çóìîâëþº íåäîñêî-
íàë³ñòü òåïëîâîãî êîíòàêòó. Ïðèïóñêàºìî, ùî òåïëîïåðåäà÷à ì³æ ò³ëàìè 
â³äáóâàºòüñÿ ëèøå ÷åðåç îáëàñòü ïðÿìîãî íàëÿãàííÿ ïîâåðõîíü, äå âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè ³äåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòó, ³ â³äñóòíÿ íà ä³ëÿíêàõ çàçîð³â. 
²íøèìè ñëîâàìè, íà ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ ³ñíóº ñèñòåìà òåðìî³çîëüîâàíèõ 
³äåíòè÷íèõ êðóãîâèõ ä³ëÿíîê, ðîçì³ðè ÿêèõ çàëåæàòü â³ä ìåõàí³÷íîãî íà-
âàíòàæåííÿ. Ñõåìàòè÷íî ïîâåðõíÿ ñïðÿæåííÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.  
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 Çàâäàííÿ ïîëÿãàº â òîìó, ùîá, äîñë³äèâøè çàêîíîì³ðíîñò³ ïðîöåñó òåï-
ëîïåðåäà÷³ â òàê³é ñòðóêòóð³, çàïðîïîíóâàòè ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ êîíòàêò-
íîãî òåðì³÷íîãî îïîðó òà âñòàíîâèòè éîãî çàëåæí³ñòü â³ä çîâí³øíüîãî ìåõà-
í³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì íàñ ö³êàâèòèìå íå ñò³ëüêè ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè ïîáëèçó ïîâåðõí³, ñê³ëüêè âïëèâ ñèñòåìè íåäîñêîíàëîñòåé 
òåïëîâîãî êîíòàêòó íà òåìïåðàòóðíå ïîëå â ãëèáèííèõ øàðàõ ïîð³âíÿíî ³ç 
âèïàäêîì ³äåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòó. 

 2. Ïîáóäîâà îñåñèìåòðè÷íî¿ ìîäåë³ òà ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Îäèí ³ç 
øëÿõ³â âèð³øåííÿ ïðîáëåìè ïîëÿãàº ó ôîðìóëþâàíí³ òà ïîäàëüøîìó ðîç-
â’ÿçóâàíí³ â³äïîâ³äíî¿ òðèâèì³ðíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³. ¯¿ ðîçâ’ÿçîê 
òî÷íî îïèñóº òåìïåðàòóðíå ïîëå â ò³ëàõ – ÿê á³ëÿ ïîâåðõí³ ò³ë, òàê ³ íà 
ãëèáèí³. Àëå çâàæàþ÷è íà òå, ùî íàñ ö³êàâèòü ó ïåðøó ÷åðãó ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè íà ïåâí³é â³ääàë³ â³ä ãðàíèö³, âèáåðåìî ³íøèé øëÿõ, ÿêèé 
äîçâîëèòü óíèêíóòè òðóäíîù³â, ïîâ’ÿçàíèõ ³ç ðîçâ’ÿçóâàííÿì ïðîñòîðîâî¿ 
çàäà÷³. Ïîáóäóºìî ñïðîùåíó îñåñèìåòðè÷íó ìîäåëü êîíòàêòó. 

 

a 

òåðìî³çîëüî- 
âàí³ çàçîðè 

³äåàëüíèé  
êîíòàêò 

c 

  

 
òåðìî³çî- 
ëÿö³ÿ 

c a 

³äåàëüíèé  
êîíòàêò 

óñåðåäíåíèé ñòðèáîê 
òåìïåðàòóðè ∆t∗ 

 

 Рис. 1 Рис. 2 

 Âèáåðåìî äîâ³ëüíó çîíó òåðìî³çîëÿö³¿ ³ ïîì³ñòèìî â ¿¿ öåíòð³ ïî÷àòîê 
öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( , , )r zϕ , ñêåðóâàâøè â³ñü z  ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äî ïëîùèíè êîíòàêòó. Íàäàë³ âåëè÷èíè, ÿê³ ñòîñóþòüñÿ ò³ëà, ùî 
çàéìàº îáëàñòü 0z <{ } , ïîçíà÷àòèìåìî ³íäåêñîì «1», à ò³ëà â îáëàñò³ 

0z >{ }  – ³íäåêñîì «2». 
 Ðîçãëÿíåìî êðóã ðàä³óñà c  ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, öåé êðóã 
íàçèâàòèìåìî åëåìåíòàðíèì. Ðàä³óñ c  âèáèðàºìî ç óìîâè, ùîá ïëîùà êðó-
ãà äîð³âíþâàëà ïëîù³, íà ÿêó ïðèïàäàº îäèí ïîâåðõíåâèé äåôåêò. 
 Ùîá âðàõóâàòè âïëèâ ³íøèõ ä³ëÿíîê òåðìî³çîëÿö³¿ íà ïåðåá³ã ïðîöåñó 
òåïëîïåðåäà÷³ â ìåæàõ åëåìåíòàðíîãî êðóãà, çàäàìî ïîçà íèì ñòàëèé ñòðè-

áîê òåìïåðàòóðè t∗∆ . Âåëè÷èíà t∗∆  íàïåðåä íåâ³äîìà ³ ¿¿ ïîòð³áíî çíàéòè â 

ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³. Óìîâîþ, ç ÿêî¿ âèçíà÷àºòüñÿ t∗∆ , º óìîâà ñà-
ìîóçãîäæåíîñò³  

 
2

0

1 2 ( )
a

t t d
c

∗∆ = ⋅ π ρ ∆ ρ ρ
π ∫ , (1) 

äå (1) (2)( ) ( , 0) ( ,0)t r t r t r∆ = −  – ñòðèáîê òåìïåðàòóðè íà ä³ëÿíö³ òåðìî³çîëÿ-

ö³¿. Óìîâà (1) îçíà÷àº, ùî âåëè÷èíà t∗∆  äîð³âíþº ðåàëüíîìó ñòðèáêó òåì-
ïåðàòóðè, óñåðåäíåíîìó íà åëåìåíòàðíîìó êðóç³. 
 Ñõåìàòè÷íî çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü ïîêàçàíà íà ðèñ. 2. 
 Çàïèøåìî ãðàíè÷í³ óìîâè îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ 

âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ( ) ( , ),  1,2it r z i = : 

 
( )

:          ,           0
i

i
tz k q r
z

∂= ± ∞ − = < < ∞
∂

, 
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(1) (2)

1 20 :       0,    0,      0    t tz k k r a
z z

∂ ∂= − = − = < <
∂ ∂

, 

 
(1) (2)

1 2 ,          t tk k a r
z z

∂ ∂− = − < < ∞
∂ ∂

, 

 (1) (2) 0, ,

, .

a r c
t t

t c r∗
< <− = ∆ < < ∞

 (2) 

Òóò ik  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîïðîâ³äíîñò³, a  – ðàä³óñ ä³ëÿíêè òåðìî³çîëÿö³¿. 

 3. Ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Âèä³ëèâøè îñíîâíèé ³ çáóðåíèé ( ) ( , )it r z  
ñòàíè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ 

 ( ) 1 ( )( , ) ( 1) ( , )
2

i i i

i

qztt r z t r z
k

∗
+ ∆= − − +  , (3) 

çàäà÷ó çâåäåìî äî âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò ( ) ( , )it r z . Ãðàíè÷í³ óìîâè çàäà÷³ 

äëÿ âèçíà÷åííÿ ( ) ( , )it r z  ìàþòü âèãëÿä 

 
( )

:     0,       0
i

i
tz k r
z

∂= ± ∞ − = < < ∞
∂


, 

 
( ) ( )1 2

1 20 :        ,    ,     0t tz k q k q r a
z z

∂ ∂= − = − − = − < <
∂ ∂
 

, 

 
(1) (2)

1 2 ,         t tk k a r
z z

∂ ∂− = − < < ∞
∂ ∂
 

, 

 (1) (2) , ,
0, .

t a r ct t
c r

∗ −∆ < <− =  < < ∞
   (4) 

 Ôóíêö³¿ ( ) ( , )it r z  øóêàºìî ó âèãëÿä³  

 ( ) ( )
0

0

( , ) ( ) ( )zi it r z T e J r d
∞

−ξ= ξ ξ ξ ξ∫ . (5) 

 Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè âèðàç³â (5) ó ãðàíè÷í³ óìîâè (4) îòðèìàºìî ñèñòåìó 
ïàðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 

 2 (1)
1 0

0

( ) ( ) ,         0k T J r d q r a
∞

ξ ξ ξ ξ = < <∫ , 

 2 (2)
2 0

0

( ) ( ) ,       0k T J r d q r a
∞

− ξ ξ ξ ξ = < <∫ , 

 2 (1) (2)
1 2 0

0

( ) 0,     k T k T J r d a r
∞

ξ + ξ ξ = < < ∞∫ ( ) , 

 (1) (2)
0

0

, ,( )
0, .

t a r cT T J r d
c r

∞ ∗ −∆ < <ξ − ξ ξ =  < < ∞∫ ( )  (6) 

 Ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü ñèñòåìó (6) çâåäåìî äî ïàðíèõ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü 

 2
0

0

( ) ( ) ,         0
q

T J r d r a
K

∞

ξ ∆ ξ ξ ξ = < <∫ , 

 0
0

, ,( ) ( )
0, ,

t a r cT J r d
c r

∞ ∗ −∆ < <ξ∆ ξ ξ ξ =  < < ∞∫  (7) 
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äå 1 2

1 2

k k
K

k k
=

+
, ( )T∆ ξ  – ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ íóëüîâîãî ïî-

ðÿäêó â³ä ôóíêö³¿ ( )t r∆ . Ôóíêö³ÿ ( )T∆ ξ  çâ’ÿçàíà ç (1) (2)( ),  ( )T Tξ ξ  ñï³ââ³ä-
íîøåííÿìè 

 ( ) 1( ) ( 1) ( )i i

i

KT T
k

+ξ = − ∆ ξ . 

 Ïîäàâøè ( )T∆ ξ  ó âèãëÿä³ 

 0
0 0

( ) ( ) ( ) sin ( )
c a

T t rJ r dr d∗∆ ξ = ξ −∆ ξ + θ ρ ξρ ρ =∫ ∫( )  

 1
0

( ) ( ) sin ( )
a

t cJ c d∗= − ξ∆ ξ + θ ρ ξρ ρ∫ , (8) 

ïàðí³ ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ (7) çâåäåìî äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Àáåëÿ 

 1 02 2
0 0

( )1 ( ) ( )
r d q

t c J c J r d
r r Kr

∞
∗θ ρ ρ∂ = + ∆ ξ ξ ξ ξ ≡

∂ − ρ
∫ ∫  

 
2 2

2q c rt E
K cc r

∗  ≡ + ∆  π  −
, 

ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî ìàº âèãëÿä [6] 

 
2 2 2 2

0

2 2( )
a dq cr t E

K cc r

∗ ρ ρρ  θ = + ∆  π π  − ρ − ρ
∫ . (9) 

Òóò ( )E y  – åë³ïòè÷íèé ³íòåãðàë äðóãîãî ðîäó. 

 Âèðàçèìî ñòðèáîê òåìïåðàòóðè ÷åðåç ôóíêö³þ ( )rθ : 

 0
0

( ) ( ) ( )t r t T J r d
∞

∗∆ = ∆ + ξ ∆ ξ ξ ξ =∫  

 0 2 2
0 0

( )
( ) sin ( ) ( )

a a

r

d
t t d J r d

r

∞
∗ ∗ θ ρ ρ

= ∆ − ∆ + θ ρ ξρ ρ ξ ξ =
ρ −

∫ ∫ ∫ . (10) 

Óñåðåäíèìî éîãî íà åëåìåíòàðíîìó êðóç³ òà ïðèð³âíÿºìî äî çíà÷åííÿ t∗∆ : 

 
2 22 2 2 2

0 0

( ) ( )1 22
a a a a

r r

d d
t r dr r

c cr r

∗ θ ρ ρ θ ρ ρ
∆ = π = =

π ρ − ρ −
∫ ∫ ∫ ∫  

 
2 22 2

0 0 0

2 2( ) ( )
a ar dr

d d
c cr

ρ

= θ ρ ρ = ρθ ρ ρ
ρ −

∫ ∫ ∫ . (11) 

Ï³äñòàâèìî ó ôîðìóëó (11) çàì³ñòü ( )rθ  âèðàç (9). Ïðîâîäÿ÷è îá÷èñëåííÿ, 
îòðèìàºìî 

 
1 3

2 2
2 2

0

4 2 ( ) 1
(1 )

qa tt E d
K

∗
∗ ∆ α ∆ = α + ατ τ − τ τ π  π − α τ∫ . (12) 

Òóò ïîçíà÷åíî ,  0 1a
c

α = < α < . 

 Äëÿ îá÷èñëåííÿ îñòàííüîãî ³íòåãðàëà ðîçâèíåìî ï³ä³íòåãðàëüíó ôóíê-
ö³þ ó ðÿä çà ìàëèì ïàðàìåòðîì α : 

 
3

2
2 2

2 ( )
(1 )

qa t E
K

∗∆ αα + ατ =
π − α τ

 

 2 3 2 2 7 4 9 6 43 45 175 ( )
4 64 256

qa
t o

K
∗  = α + ∆ α + α τ + α τ + α τ + α 

 
. 
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Âðàõîâóþ÷è îñòàííþ ð³âí³ñòü ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (12), ï³ñëÿ îá÷èñëåíü 

â³äïîâ³äíèõ ³íòåãðàë³â îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî t∗∆ : 

 2 3 2 4 6 81 4 1 1 3 54 ( )
3 3 10 56 144

qa
t t o

K
∗ ∗  ∆ = α + ∆ α + α + α + α + α  π   

, 

çâ³äêè îñòàòî÷íî çíàõîäèìî  

 
1

2 3 2 4 6 84 1 1 3 54 o( )
3 3 10 56 144
qa

t
K

−
∗   ∆ = α π − α + α + α + α + α    

. (13) 

 Òåïåð çíàéäåìî ðîçïîä³ë ñòðèáêà òåìïåðàòóðè â ìåæàõ åëåìåíòàðíî¿ 
êîì³ðêè. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàç (9) äëÿ ( )rθ  ó ôîðìóëó (10), îòðèìóºìî 

 
2 2 2 2 2 2

0

2 2( )
a

r

tE
t dtcq d

t r t c
K c t t r

ρ
∗

    ρ  ∆ = + ∆ π π − ρ − ρ − 
 

∫ ∫ . 

Ï³ñëÿ çàì³íè ,  ax t aρ = = τ  â ³íòåãðàëàõ, ìàòèìåìî 

 
1

22 2 2 2
0

( )2 2( )
1 ( )( )

x

r a

dqa Edxt r t
Kx r a x

∗ τ τατ ∆ = + ∆ α π π − ατ − − τ
∫ ∫
/ /

. 

 Äëÿ îá÷èñëåííÿ öèõ âèðàç³â àíàëîã³÷íî, ÿê ³ ó âèïàäêó îá÷èñëåííÿ 
³íòåãðàë³â ó ôîðìóë³ (12), ðîçâèíåìî ï³ä³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ ó ðÿä çà 
ìàëèì ïàðàìåòðîì α : 

 
1

2 2 2 2
0

2( )
( )

x

r a

dqa dxt r
K x r a x

τ τ∆ = +π  − − τ
∫ ∫
/ /

 

 
1

2 2 4 4 6 6 8

2 2 2 2
0

3 45 1751 ( )
4 64 256( )

x

r a

ddxt o
x r a x

∗ τ τ  + ∆ α + α τ + α τ + α τ + α  
  − − τ

∫ ∫
/ /

. 

Îá÷èñëþþ÷è â³äïîâ³äí³ ³íòåãðàëè, îñòàòî÷íî çíàõîäèìî 

 
2

2 3 5
2

2 1 3( ) 1 ( ) 1 2 1
6 5 8

qa rt r r a t
K a

∗   ∆ = − + ∆ α + α + + α +  π ⋅  
/  

 
2 2 2 2 2

7 9
2 2 2 2 2

4 5 6 41 2 1 1 1 2 ( )
3 4 7 5 3

r r r r r o
a a a a a

      + + + α + + + + α        ⋅       
. (14) 

Ïðè îòðèìàíí³ ôîðìóëè (14) âèêîðèñòàíî çíà÷åííÿ òàêèõ ³íòåãðàë³â: 

 
12 1 2 1

2 2 2 2
0

( ) ,         ( )
x n n

n n
y

xI x d L y dx
x x y

+ +τ= τ =
− τ −

∫ ∫ , 

ÿê³ ëåãêî çíàéòè çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü 

 2
1 0

2( ) ( ),                             ( ) 1
2 1n n

nI x x I x I x
n −= =

+
, 

 2 2 2
1 0

1 2( ) 1 ( ),      ( ) 1
2 1 2 1

n
n n

nL y y y L y L y y
n n −= − + = −

+ +
. 

 4. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â. Íà îñíîâ³ îòðèìàíîãî âèðàçó äëÿ ( )t r∆  ìîæíà 
ïðîàíàë³çóâàòè âïëèâ ñóêóïíîñò³ ä³ëÿíîê òåðìî³çîëÿö³¿ íà ðîçïîä³ë ñòðèáêà 
òåìïåðàòóðè â ìåæàõ åëåìåíòàðíîãî êðóãà. 
 Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü ñòðèáêà òåìïåðàòóðè t∆  â³ä r  äëÿ ð³ç-
íèõ ïàðàìåòð³â α . Íàãàäàºìî, ùî a cα = /  õàðàêòåðèçóº íàñè÷åí³ñòü ä³ëÿ-
íîê òåðìî³çîëÿö³¿ ó ïëîùèí³ êîíòàêòó. 
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 Ïðè îá÷èñëåííÿõ ââåäåíî áåçðîçì³ðí³ ïàðàìåòðè. Âñ³ ãåîìåòðè÷í³ âå-
ëè÷èíè â³äíåñåíî äî a  – ðàä³óñà ä³ëÿíêè òåðìî³çîëÿö³¿, à òåìïåðàòóðó – 
äî âåëè÷èíè :  ,  ,  ( ) ( )qa K r r a c c a t r K t r qa= = ∆ = ∆/ / / / . Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ 

1 cα = / . 

0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.2

0.4

0.6

r

∆t(r) 

α = 0 

0.3 
0.5 

0.6 

  0 0.2 0.4
0.62

0.64

0.66

0.68

0.70

α

∆t(0) 

 
 Рис. 3 Рис. 4 

 Ç ãðàô³êà âèäíî, ùî ñòðèáîê òåìïåðàòóðè º á³ëüøèì äëÿ á³ëüøèõ 
çíà÷åíü ïàðàìåòðà α , òîáòî, êîëè ä³ëÿíêè òåðìî³çîëÿö³¿ çíàõîäÿòüñÿ 
áëèæ÷å îäíà äî îäíî¿. Ç³ çìåíøåííÿì α  ñòðèáîê òåìïåðàòóðè çìåíøóºòüñÿ 
³ ñòàº òàêèì, ÿê ó âèïàäêó îäèíàðíî¿ ä³ëÿíêè òåðìî³çîëÿö³¿ ( 0α = ). Âæå 
äëÿ 0.3α =  öÿ ð³çíèöÿ º ìàëîïîì³òíîþ. 
 Ïðî ìîíîòîíí³ñòü çàëåæíîñò³ ñòðèáêà òåìïåðàòóðè â³ä ïàðàìåòðà α  
ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê íà îñíîâ³ ðèñ. 4, íà ÿêîìó çîáðàæåíî çì³íó 
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ñòðèáêà òåìïåðàòóðè (0)t∆  ç³ çì³íîþ α . Âèäíî, 

ùî ôóíêö³ÿ çàëåæíîñò³ (0)t∆  â³ä α  º ìàéæå ñòàëîþ äëÿ 0 0.2< α < , ³ 
âîäíî÷àñ õàðàêòåðèçóºòüñÿ âèñîêèì ãðàä³ºíòîì ó ä³àïàçîí³ 0.4 0.6< α < . Öå 
ìîæíà ïîÿñíèòè âëàñíå âïëèâîì ñóñ³äí³õ ä³ëÿíîê òåðìî³çîëÿö³¿.  

 5. Âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òåðì³÷íîãî îïîðó. Íà îñíîâ³ îòðèìàíèõ 
ðåçóëüòàò³â ìîæíà ëåãêî çíàéòè êîíòàêòíèé òåðì³÷íèé îï³ð. Ïðèãàäàºìî, 
ùî êîíòàêòíèé òåðì³÷íèé îï³ð R  ïîâ’ÿçóº ñòðèáîê òåìïåðàòóðè, ùî âè-

íèêàº ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ïîâåðõíþ ñïðÿæåííÿ (ó íàøîìó âèïàäêó t∗∆ ), ³ç 

òåïëîâèì ïîòîêîì q  ñï³ââ³äíîøåííÿì t Rq∗∆ = , ç ÿêîãî ìàºìî tR
q

∗∆= . Ç 

óðàõóâàííÿì ð³âíîñò³ (13) ìîæåìî çàïèñàòè âèðàç äëÿ êîíòàêòíîãî òåðì³÷-
íîãî îïîðó 

 

2

3 2 4 6 8

4
3

1 1 3 54 ( )
3 10 56 144

a
KR

o

α
=

 π − α + α + α + α + α 
 

. (15) 

 Ô³çè÷íèé çì³ñò êîíòàêòíîãî òåðì³÷íîãî îïîðó ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó. 
Â³äãóê ñèñòåìè íà íåäîñêîíàë³ñòü òåïëîâîãî êîíòàêòó (íàÿâí³ñòü òåðìî³çî-
ëüîâàíèõ ä³ëÿíîê íà ïîâåðõí³ ðîçìåæóâàííÿ), ÿêèé äîñë³äæóºòüñÿ íà äî-
ñòàòí³é â³ääàë³ â³ä ïîâåðõí³, º òàêèì, ÿêáè íà ïîâåðõí³ êîíòàêòó ³ñíóâàâ 
òåðì³÷íèé îï³ð R . Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ðîçãëÿíóòî¿ ñèñòåìè ä³ëÿíîê òåð-
ìî³çîëÿö³¿ â³í ïðèáëèçíî âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (15). Çàóâàæèìî, ùî ó âè-
ðàç (15) âõîäÿòü ãåîìåòðè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè îáëàñò³ êîíòàêòó òà êîåô³ö³-
ºíòè òåïëîïðîâ³äíîñò³ ò³ë. 
 Âàæëèâå çíà÷åííÿ ó òåîð³¿ êîíòàêòíî¿ òåïëîïåðåäà÷³ [5] ìàº çàëåæ-
í³ñòü êîíòàêòíîãî òåðìîîïîðó â³ä çîâí³øíüîãî ìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. 
Ùîá îòðèìàòè îö³íêó ö³º¿ çàëåæíîñò³, ñêîðèñòàºìîñü [2] ðîçâ’ÿçêîì çàäà-
÷³ ïðóæíîñò³ ïðî âçàºìîä³þ äâîõ ï³âïðîñòîð³â çà íàÿâíîñò³ îäí³º¿ âè¿ìêè, 
ùî çàéìàº êðóãîâó ä³ëÿíêó ðàä³óñà b , ôîðìà ÿêî¿ çàäàºòüñÿ âèðàçîì 
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3/22

0 2
( ) 1 rf r h

b
 = − 
 

. Çàëåæí³ñòü ðàä³óñà çàçîðó â³ä çîâí³øíüîãî òèñêó 

( )a a p=  ìàº âèãëÿä 
cr

1
p

a b
p

= − , äå crp  – êðèòè÷íå çíà÷åííÿ çîâí³øíüîãî 

òèñêó, çà ÿêîãî çàêðèâàºòüñÿ çàçîð. ßêùî öå ñï³ââ³äíîøåííÿ ï³äñòàâèòè â 
(15), òî îòðèìàºìî çàëåæí³ñòü ( )R R p=  (äèâ. ðèñ. 5). 
 Ó öüîìó âèïàäêó áåçðîçì³ðí³ ïàðàìåòðè ââîäèëè ïî ³íøîìó. Ãåîìåò-
ðè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè â³äíîñèëè äî ðàä³óñà åëåìåíòàðíîãî êðóãà :c a a c= / , 

b b c= /  (òîä³, î÷åâèäíî, aα = ). Êîíòàêòíèé 

òåðìîîï³ð â³äíîñèëè äî âåëè÷èíè c K/ : 

R RK c= / , çîâí³øí³é òèñê – äî çíà÷åííÿ êðè-

òè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ: crp p p= / . Ïðè îá÷èñ-

ëåííÿõ ïîêëàäàëè 0.8b =  ³ ðîçãëÿäàëè òàêèé 
ä³àïàçîí çì³íè p , ùîá çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ 

óìîâè 0 0.6a< < . 
 Íà ãðàô³êó áà÷èìî, ùî çàëåæí³ñòü êîí-
òàêòíîãî òåðìîîïîðó â³ä çîâí³øíüîãî íàâàíòà-
æåííÿ º ñòðîãî íåë³í³éíîþ. Íà îñíîâ³ ôîðìóë (15) ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, 
ùî äëÿ çîâí³øí³õ òèñê³â, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ, ¿¿ ìîæíà îö³-

íèòè, ÿê 31R p≈ −( ) . 

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíà â öüîìó âèïàäêó çàëåæí³ñòü ( )R R p=  íå 
âðàõîâóº ìåõàí³÷íîãî âçàºìîâïëèâó çàçîð³â. 

 6. Ïåðåâ³ðêà îñåñèìåòðè÷íî¿ ìîäåë³. Çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü òåïëîâîãî 
êîíòàêòó ò³ë ïåðåäáà÷àº ôîðìóëþâàííÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³. Àëå äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ êîíòàêòíî¿ ïàðè â ö³ëîìó íå ïðè-
òàìàííà îñüîâà ñèìåòð³ÿ ³, âçàãàë³ êàæó÷è, êîíòàêòíà çàäà÷à òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ âèìàãàº ïðîñòîðîâî¿ òðèâèì³ðíî¿ ïîñòàíîâêè. Ó çâ’ÿçêó ç öèì âèíèêàº 
ïèòàííÿ ñòîñîâíî ïðàâîì³ðíîñò³ çàñòîñóâàííÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ ìîäåë³. Ùîá 
íà íüîãî â³äïîâ³ñòè, íåîáõ³äíî ïðîâåñòè ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â çà-
äà÷ â îñåñèìåòðè÷í³é ³ òðèâèì³ðí³é ïîñòàíîâêàõ. Ó ë³òåðàòóð³ â³äîì³ ðîç-
â’ÿçêè ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ çà íàÿâíîñò³ ñèñòåìè êîìïëàíàðíèõ êðóãîâèõ äå-
ôåêò³â, öåíòðè ÿêèõ ñêëàäàþòü ïåâíó ïîäâ³éíî ïåð³îäè÷íó ñòðóêòóðó, òîáòî 
º âóçëàìè ðåãóëÿðíèõ ´ðàòîê: òðèêóòíî¿, êâàäðàòíî¿ òîùî. 
 Ìàþ÷è íà ìåò³ âèêîðèñòàòè ö³ ðåçóëüòàòè, ðîçãëÿíåìî òåïëîâèé êîí-
òàêò äâîõ ï³âïðîñòîð³â ï³ä ä³ºþ òåïëîâîãî ïîòîêó q  íà áåçìåæíîñò³ çà íà-
ÿâíîñò³ ñèñòåìè êðóãîâèõ ä³ëÿíîê òåðìî³çîëÿö³¿ ðàä³óñà a , öåíòðè ÿêèõ ïî-
ì³ùåí³ ó âóçëàõ òðèêóòíî¿ àáî êâàäðàòíî¿ ´ðàòêè. Ò³ëà â³äíåñåìî îäíî÷àñíî 
äî äâîõ ñèñòåì êîîðäèíàò: äî öèë³íäðè÷íî¿ ( , , )r zϕ  ³ äåêàðòîâî¿ ( , , )x y z  ç³ 

ñï³ëüíîþ â³ññþ z , ââåäåíèõ òàê, ùîá ïëîùèíà 0z =  çá³ãàëàñÿ ³ç ïîâåðõíåþ 
ñïðÿæåííÿ ò³ë.  
 Ðîçïîä³ë ñòðèáêà òåìïåðàòóðè íà ä³ëÿíö³ òåðìî³çîëÿö³¿ çìîæåìî çàïè-
ñàòè íà îñíîâ³ ðåçóëüòàò³â ðîá³ò [3, 4]. Ó öèõ ïðàöÿõ ðîçãëÿäàëèñü çàäà÷³ 
ïðóæíîñò³ äëÿ ò³ë ³ç òð³ùèíàìè òà òîíêèìè âêëþ÷åííÿìè, çîêðåìà íàâåäå-
íî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïðóæíîñò³ äëÿ ò³ëà ç ïîäâ³éíî ïåð³îäè÷íîþ ñèñòåìîþ 
êðóãîâèõ äåôåêò³â ï³ä ä³ºþ çóñèëü íà áåçìåæíîñò³, ñêåðîâàíèõ ïåðïåíäè-
êóëÿðíî äî ïëîùèíè íåîäíîð³äíîñòåé. Â³äîìî [1], ùî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ 
çàäà÷³ ïðóæíîñò³ äëÿ öüîãî âèïàäêó òà çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ çà ä³¿ òåï-
ëîâîãî ïîòîêó, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî äî ïëîùèíè äåôåêò³â, ó ìàòåìàòè÷íîìó 
ñåíñ³ îäíàêîâ³. Öå äàº ï³äñòàâè áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè ðîá³ò 
[3, 4]. Òàêèì ÷èíîì, ñòðèáîê òåìïåðàòóðè íà ä³ëÿíêàõ òåðìî³çîëÿö³¿ äàºòüñÿ 
âèðàçàìè 
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 2 2 2 1 3 2
( ) ( ) ( )( , ) 1 0.9183 0.1972

q
t x y a x y

K
−

∆ ∆ ∆∆ = − − + π λ + λ +{( )[  

 2 2 2 6
( ) ( )0.1409( ) ( )x y d O∆ ∆+ + + λ}/ ] , (16) 

 2 2 2 1 3 2
( ) ( ) ( )( , ) 1 0.7528 0.1485

q
t x y a x y

K
−∆ = − − + π λ + λ +  {( )[  

 2 2 2 6
( ) ( )0.106( ) ( )x y d O+ + + λ }/ ] . (17) 

Òóò íèæí³ ³íäåêñè (∆) ³ ( )  â³äïîâ³äàþòü òðèêóòí³é ³ êâàäðàòí³é ´ðàòêàì, 

2d  – ðåáðî ´ðàòêè, a dλ = / . Çàóâàæèìî, ùî ç ôîðìóë (16), (17) âèïëèâàº, 
ùî ñòðèáîê òåìïåðàòóðè äëÿ òðèêóòíî¿ ³ äëÿ êâàäðàòíî¿ ´ðàòîê º îñåñèìåò-

ðè÷íèì ç òî÷í³ñòþ äî 5λ . 
 Äëÿ òîãî ùîá ïîð³âíÿòè ðîçâ’ÿçîê, îòðèìàíèé íà îñíîâ³ îñåñèìåòðè÷íî¿ 
ìîäåë³ òà ðîçâ’ÿçêè ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ äëÿ êâàäðàòíî¿ ³ òðèêóòíî¿ ´ðàòîê, 
íåîáõ³äíî óçãîäèòè ãåîìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè. Âèìàãàòèìåìî, ùîá â³äíîøåííÿ 
ïëîù³ ä³ëÿíêè òåðìî³çîëÿö³¿ äî ïëîù³ îáëàñò³, íà ÿêó ïðèïàäàº îäèí 
äåôåêò, çàëèøàëàñü ñòàëèì äëÿ óñ³õ òðüîõ âèïàäê³â.  

Çðó÷íî ïðè îá÷èñëåííÿõ ðàä³óñ ä³ëÿíêè òåðìî³çîëÿö³¿ a  âèáðàòè îäíà-
êîâèì äëÿ âñ³õ òðüîõ âèïàäê³â. Òîä³ ³íø³ ãåîìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè: c  – ðà-
ä³óñ åëåìåíòàðíîãî êðóãà, ( ) ( ),  d d∆   – ðåáðà ´ðàòîê, ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè 

ð³âí³ñòü 

 2 2 2
( ) ( )4 2 3c d d ∆π = = . (18) 

 Ïðè ðîçðàõóíêàõ ïîêëàäàëè 1c = . Ïà-
ðàìåòðè ( ) ( ),  d d∆   âèçíà÷àëè íà îñíîâ³ ñï³â-

â³äíîøåíü (18). Ïàðàìåòð a  ïðîá³ãàâ ìíîæè-
íó çíà÷åíü 0.1,  0.2, , 0.6{ } . Äëÿ êîæíîãî 
çíà÷åííÿ à ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â äëÿ êîæ-
íîãî âèïàäêó çä³éñíþâàëè íà îñíîâ³ äâîõ õà-
ðàêòåðèñòèê: ðîçïîä³ë³ ñòðèáêà òåìïåðàòóðè 
íà ä³ëÿíö³ òåðìî³çîëÿö³¿ ³ çíà÷åíí³ ñòðèáêà 
òåìïåðàòóðè, óñåðåäíåíîãî íà åëåìåíòàðíîìó 
êðóç³ àáî íà åëåìåíòàðí³é êîì³ðö³. 
 Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíî ñòðèáîê òåìïåðàòóðè, îá÷èñëåíèé äëÿ âèïàäêó 
òðèêóòíî¿ ´ðàòêè (∆) çà ôîðìóëîþ (16) ³ äëÿ îñåñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó (Ο) – 
çà ôîðìóëîþ (14) äëÿ çíà÷åííÿ 0.6a = . Ñàìå â öüîìó ðàç³ ð³çíèöÿ ì³æ 
ðîçâ’ÿçêàìè îñåñèìåòðè÷íî¿ ³ ïðîñòîðîâî¿ çàäà÷ º íàéá³ëüøîþ. Ïðè öüîìó â 
òî÷ö³ åêñòðåìóìó âîíà íå ïåðåâèùóº 3%. 
 Ó òàáë. 1 ïîäàíî çíà÷åííÿ óñåðåäíåíîãî ñòðèáêà òåìïåðàòóðè, îá÷èñ-
ëåí³ äëÿ òðèêóòíî¿ (∆), êâàäðàòíî¿ (c) ´ðàòîê ³ íà îñíîâ³ îñåñèìåòðè÷íî¿ ìî-
äåë³ (Ο). Ç íàâåäåíèõ äàíèõ âèïëèâàº, ùî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ íà îñíîâ³ 
îñåñèìåòðè÷íî¿ ìîäåë³, äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè ç 
ðîçâ’ÿçê³â ïðîñòîðîâèõ çàäà÷.  

 Таблиця 1  
à/c Ο ∆ c 

0.1 0.00042459 0.00042456 0.00042456 
0.2 0.00340702 0.00340461 0.00340478 
0.3 0.0115958 0.0115668 0.0115688 
0.4 0.0279619 0.0277798 0.0277918 
0.5 0.0562972 0.0554691 0.0555189 
0.6 0.102306 0.099119 0.0992826 
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Рис. 6 
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 Âèñíîâêè. Îòæå, äëÿ äîñë³äæåííÿ íåäîñêîíàëîãî òåïëîâîãî êîíòàêòó 
ò³ë çà íàÿâíîñò³ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ êðóãîâèõ òåðìî³çîëüîâàíèõ ì³æ-
ïîâåðõíåâèõ ïðîñâ³ò³â, ïîðîäæåíèõ âè¿ìêàìè íà ïîâåðõí³ îäíîãî ç ò³ë, çà-
ïðîïîíîâàíî îñåñèìåòðè÷íó ìîäåëü òàêî¿ âçàºìîä³¿. Âîíà óñåðåäíåíî âðàõî-
âóº ñóêóïíèé âïëèâ êîíãëîìåðàòó ïîâåðõíåâèõ íåîäíîð³äíîñòåé íà ðîçïî-
ä³ë òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îêîë³ îêðåìî âçÿòîãî äåôåêòó. Öå ðåàë³çîâàíî 
øëÿõîì ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ åëåìåíòàðíîãî êðóãà – îáëàñò³, ùî ì³ñòèòü îäèí 
ì³æïîâåðõíåâèé ïðîñâ³ò, ³ çàäàííÿ ïîçà íèì íàïåðåä íåâ³äîìîãî ñòàëîãî 
ñòðèáêà òåìïåðàòóðè, ÿêèé âèíèêàº ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ïîâåðõíþ ñïðÿæåí-
íÿ. Ðîçâ’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíî¿ îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³, ñôîðìóëüîâàíî¿ íà ï³ä-
ñòàâ³ ïîáóäîâàíî¿ ìîäåë³, äîçâîëÿº âèçíà÷èòè êîíòàêòíèé òåðì³÷íèé îï³ð.  
 Ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî¿ ìîäåë³, äàþòü äîáðå 
óçãîäæåííÿ ç â³äîìèìè â ë³òåðàòóð³ ðîçâ’ÿçêàìè â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðîâèõ 
çàäà÷ äëÿ ïåâíîãî ä³àïàçîíó ñï³ââ³äíîøåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â, ùî 
ï³äòâåðäæóº ïðàâî÷èíí³ñòü âèêîðèñòàííÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ ìîäåë³. 
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МЕТОД ОЦЕНКИ КОНТАКТНОГО ТЕРМИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ КОНТАКТНОЙ ПАРЫ 
ПРИ НАЛИЧИИ СИСТЕМЫ ПОВЕРХНОСТНЫХ КРУГОВЫХ ВЫЕМОК 
 
Ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â ñëó-
÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ òåë ïðè íàëè÷èè ñèñòåìû êðóãîâûõ 
âûåìîê íà ïîâåðõíîñòè îäíîãî èç íèõ. Ïîñòðîåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü òàêî-
ãî êîíòàêòà, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ñóììàðíîå âëèÿíèå êîíãëîìåðàòà íåîäíîðîä-
íîñòåé íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî 
äåôåêòà. Íà ýòîì îñíîâàíèè ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ êîí-
òàêòíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðàÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Àáåëÿ. Îïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî òåð-
ìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ðåàëèçîâàíî ïóòåì óñðåäíåíèÿ ðåàëüíîãî ñêà÷êà òåìïå-
ðàòóðû íà îòäåëüíîé âûåìêå. Âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, 
ïîëó÷åííûõ íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå.  
 
METHOD FOR EVALUATION OF CONTACT THERMAL RESISTANCE OF CONTACT PAIR 
IN THE PRESENCE OF A SET OF SURFACE PENNY-SHAPED RECESSES 
 
The paper presents a method for evaluation of contact thermal resistance in the case of 
interaction between two semi-infinite solids in the presence of a set of uniformly dis-
tributed surface penny-shaped recesses. The axially symmetric model of such thermal 
contact is constructed. It takes into account the total influence of the conglomerate of 
defects in the vicinity of arbitrary selected one. The corresponding axially symmetric 
problem is reduced to the integral Abel’s equation. The procedure for determination of 
the contact thermal resistance is based on averaging a real temperature jump on the 
surface of defect. Comparison of the results obtained with that known in the literature 
is carried out. 
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