
46 ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2005. – 48, ¹ 3. – Ñ. 46-48. 

ÓÄÊ 517.948 
 
О. С. Гаврилів 
 
ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ НЕЛІНІЙНИХ ОПЕРАТОРНИХ РІВНЯНЬ 
І СИСТЕМ У ВИГЛЯДІ АБСТРАКТНОГО ВІНЕРІВСЬКОГО ІНТЕГРАЛА 
 

Âñòàíîâëåíî ôîðìóëè, ÿêèìè ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿä³ àáñòðàêòíîãî â³íåð³â-
ñüêîãî ³íòåãðàëà ðîçâ’ÿçêè íåë³í³éíîãî îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ äîñèòü øèðî-
êîãî êëàñó â áàíàõîâîìó ïðîñòîð³. Ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî äëÿ ñê³í÷åííèõ 
ñèñòåì íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîð³ òà íà äåêàð-
òîâèõ äîáóòêàõ áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â. 

 
 Çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü ³ íåë³í³éíèõ 
îïåðàòîðíèõ ñèñòåì ìàº âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ òåîðåòè÷íî¿ ô³çèêè, îñîáëè-
âî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ó âèãëÿä³ â³íåð³âñüêèõ ³íòåãðàë³â, îñê³ëüêè çà äîïîìîãîþ 
íèõ îïèñóºòüñÿ áðîóí³âñüêèé ðóõ. 
 Ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè çàïî÷àòêîâàíå Îñòðîìîì, Ï. Ï. Êîçàêîì, 
ß. Ì. ×àáàíþêîì, Ã. ². Á³ëóùàê, Ð. Ì. Êàäîá’ÿíñüêèì, Î. Ñ. Ãàâðèë³âèì [2]. 
 Ìåòîþ ðîáîòè º ïîäàòè ðîçâ’ÿçêè íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü ó 
âèãëÿä³ àáñòðàêòíîãî â³íåð³âñüêîãî ³íòåãðàëà â ìàêñèìàëüíî çàãàëüíîìó âè-
ãëÿä³ çà äåÿêèõ îáìåæåíü, çóìîâëåíèõ ïîòðåáàìè ³ñíóâàííÿ íåë³í³éíî¿ çà-
ì³íè çì³ííî¿ ³íòåãðóâàííÿ. 
 Íåõàé ( , , )i H B  – àáñòðàêòíèé â³íåð³âñüêèé ïðîñò³ð [4], tp  – àáñòðàêòíà 

â³íåð³âñüêà ì³ðà ç ïàðàìåòðîì t  â ( ), ,i H B . 

 Ðîçãëÿíåìî íåë³í³éíèé îïåðàòîð :A B B→ ; f  – ë³í³éíèé îïåðàòîð, 

:f B H→ , äå H  – ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð, B  – â³äïîâ³äíèé áàíàõ³â ïðîñò³ð. 

 Òåîðåìà. Íåõàé 

  x Ax fx= +   (1) 

– íåë³í³éíå îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ â B , x B∈ , äå 
(i) f x H′ ∈ ; 

(ii) ( )A B H′ ⊂ ; 

(iii) 1 1( ),      :A H f B H′ ′∈ ∈ →L L ; 

(iiii) 1λ =  íå º âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà ( )A f′ ′+ . 
Òîä³ 

 ( ,  ) ( )t
B

x u u A f p du′= ρ +∫ ,  (2) 

 ( , ) det ( )u A f I A f′ ′ρ + = − − ×  

 1exp (2 ) 2(( ) ,  ) ( ) ,  ( )t A f u u A f u A f u− ′ ′ ′× − − + + + +[ ]( ) , 

äå A′  – ïîõ³äíà Ôðåøå îïåðàòîðà A ; 1( )HL  – ïðîñò³ð ÿäåðíèõ îïåðàòî-

ð³â â H ; 1 : B H→L  – îïåðàòîð òèïó ÿäåðíîãî, H B⊂ ; det ( )I A f′− − =  

(1 )j
j

= − λ∏ , jλ  – âëàñí³ ÷èñëà îïåðàòîðà ( )A f′ + ; ( ) ( )t
B

y x p dx∫  – ³íòåã-

ðàë ó ñåíñ³ Áîõíåðà [5]; ,⋅ ⋅  – ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ã³ëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîð³ H ; ( , )⋅ ⋅  – êàíîí³÷íà á³ë³í³éíà ôîðìà, ùî çóìîâëþº äâî¿ñò³ñòü ïðî-

ñòîð³â B  ³ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî B∗  . 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ 

 Ix Ax fx= + ,  (3) 

ÿêå îäåðæóºìî ç âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ (1). Òóò I  – ë³í³éíèé îïåðàòîð ³ ïðè 
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çàñòîñóâàíí³ ïîõ³äíî¿ Ôðåøå I I′ = , f f′ = . Çàñòîñîâóþ÷è äî (3) ïîõ³äíó 
Ôðåøå, îòðèìóºìî 

 x A x fx′= + .  (4) 

 Âèðàç (4) ìîæíà çàïèñàòè â âèãëÿä³ ( )x A f x′= + , ïðè÷îìó ( )A f′ +  – 

ë³í³éíèé îïåðàòîð, 1( ) :A f B H′ + ∈ →L , òîáòî äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó 
ð³âíÿííÿ (4) ìîæíà âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàò [2] ïðî çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçêó 
ë³í³éíîãî îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ â áàíàõîâîìó ïðîñòîð³, çâ³äêè îäåðæóºìî 
ð³âí³ñòü (2).  
 Ïðèðîäíî, ùî ïåðåâ³ðêà âèêîíàííÿ âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ (1) äëÿ îäåðæà-
íîãî ðîçâ’ÿçêó º ñóòòºâîþ, îñê³ëüêè îäíèì ³ç åôåêò³â äîïîì³æíîãî äèôåðåí-
ö³þâàííÿ º ïåðåòâîðåííÿ ó íóëü äåÿêèõ âàæëèâèõ äîäàíê³â. ◊ 
 Ðîçãëÿíåìî äåêàðòîâ³ äîáóòêè ( ) ( ) ( ),  ,  i H B  ( )  àáñòðàêòíèõ â³íåð³â-

ñüêèõ ïðîñòîð³â ( , , ),  1, ,j j ji H B j =   , àáñòðàêòíó â³íåð³âñüêó ì³ðó pt , =t  

1( , , )t t=    â ( ) ( ) ( ),  ,  i H B  ( )  òà àáñòðàêòíèé â³íåð³âñüêèé ³íòåãðàë 

( ) ( )
B

y x p dx∫ t  [2, 3], ÿêèé ðîçóì³ºìî â ñåíñ³ Áîõíåðà. 

 Íàñë³äîê. Íåõàé 

 x Ax fx= +   (5) 

– ñèñòåìà íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü ó ñê³í÷åííîìó äåêàðòîâîìó 

äîáóòêó ( )
1

j
j

B X B
=

=


  áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â, íà îñíîâ³ ÿêèõ â êîæíîìó êîí-

êðåòíîìó âèïàäêó ïîáóäîâàíî ïðîöåäóðîþ [4] àáñòðàêòíèé â³íåð³âñüêèé 
ïðîñò³ð ( ) ( ) ( ),  ,  i H B  ( ) , äå 

(i) ( )f x H′ ∈  ; 

(ii) ( ) ( )( )A B H′ ⊂  ; 

(iii) 1 ( ) 1 ( ) ( )( ),     :A H f B H′ ′∈ ∈ →L L   ; 

(iiii) 1λ =  íå º âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà ( )A f′ ′+ . 
Òîä³ 
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
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1

2 ( ) ,  
l

nj n j n n
j

A f u u
=

 ′× − + + 
 ∑ ( )⋅ ⋅ ⋅  

 
1 1

( ) ,  ( )nj n j nm n m n
j m

A f u A f u
= =

′ ′+ + + 
∑ ∑
 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,  (6) 

äå 
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,    

0 0 0 0 ( ) ( ) ( )
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I A A A
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′ ′ ′
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         
 





   

, 

A′  – ïîõ³äíà Ôðåøå îïåðàòîðà A  â ( )B  ; 1 ( )( )HL   – ïðîñò³ð ÿäåðíèõ îïå-

ðàòîð³â â ( )H  , 1 ( ) ( ): B H→L    – ïðîñò³ð îïåðàòîð³â òèïó ÿäåðíèõ; 
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1

det ( ) (1 )j
j

I A f
=

′− − = − λ∏ , jλ  – âëàñí³ ÷èñëà îïåðàòîðà ( )A f′ + ; y =  

1 2 ( )( ,  , ,  )y y y B= ∈  ⋅ ⋅ ⋅ ; j jy B∈⋅ , 1, ,j =   ; ,j j j
x y⋅ ⋅ , 1, ,j =   , – ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ jH ; ( , )j⋅ ⋅ , 1, ,j =   , – 

êàíîí³÷íà á³ë³í³éíà ôîðìà, ùî çóìîâëþº äâî¿ñò³ñòü áàíàõîâîãî ïðîñòîðó 

jB  ³ ñïðÿæåíîãî äî íüîãî jB∗ ; 
1

j
j=

⋅ = ⋅∑


 – íîðìà â H+  ïðè íîðìàõ j⋅  â 

jH , ïîðîäæåíèõ â³äïîâ³äíèìè ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè ,j jx y⋅ ⋅  â jH . 

 Ä î â å ä å í í ÿ  º àíàëîã³÷íèì äî äîâåäåííÿ òåîðåìè. Âðàõîâóºìî 
ïðàâî êîðèñòóâàòèñü îïåðàòîðàìè A′  ³ f  ïîä³áíî, ÿê ó òåîðåì³, îñê³ëüêè âñ³ 

àñïåêòè çá³æíîñò³ â ( ) ( ) ( ),  ,  i H B  ( )  ó çâ’ÿçêó ç³ ñê³í÷åííèì ÷èñëîì ñï³â-

ìíîæíèê³â äåêàðòîâîãî äîáóòêó ( ) ( ) ( ),  ,  i H B  ( )  âèïëèâàþòü ç³ çá³æíîñò³ â 

( ) ( ) ( ),  ,  j j ji H B( ) , 1, ,j =   , êîæíîìó çîêðåìà. Çàëèøàºòüñÿ çàñòîñóâàòè ï³ä-

õ³ä Îñòðîìà äî ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåì ë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³â-
íÿíü [2]. Íàñë³äîê äîâåäåíî. ◊ 
 Ðåçóëüòàòè ðîáîòè çàñòîñîâí³ â àòîìí³é ô³çèö³ òà êâàíòîâ³é ìåõàí³ö³. 
Ïåðñïåêòèâîþ äàëüøèõ äîñë³äæåíü º ïîáóäîâà çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â çë³-
÷åííèõ ñèñòåì íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîð³ ó âè-
ãëÿä³ àáñòðàêòíîãî â³íåð³âñüêîãî ³íòåãðàëà. 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И СИСТЕМ В ВИДЕ АБСТРАКТНОГО ВИНЕРОВСКОГО ИНТЕГРАЛА 
 
Ïîëó÷åíû ôîðìóëû ðåøåíèé íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî 
øèðîêîãî êëàññà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå àáñòðàêòíîãî âèíåðîâñêîãî èí-
òåãðàëà. Ðåçóëüòàò îáîáù¸í äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ 
óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è íà äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ áàíàõîâûõ 
ïðîñòðàíñòâ. 
 
REPRESENTATION OF SOLUTIONS TO NONLINEAR OPERATOR EQUATIONS 
AND SYSTEMS IN THE FORM OF ABSTRACT WIENER INTEGRAL 
 
The formulas which present the solutions to the nonlinear operator equations of a 
sufficiently wide class in the Banach space are defined in the form of abstract Wiener 
integral. The result is generalized for the finite systems of nonlinear operator equations 
in Banach space and on Cartesian products of Banach spaces. 
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