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ÓÄÊ 539.3 
 

В. І. Острик 
 

КОНТАКТ ПРУЖНОГО ТА ЖОРСТКОГО КЛИНІВ 
З УРАХУВАННЯМ ТЕРТЯ І ЗЧЕПЛЕННЯ 
 

Ðîçãëÿíóòî âçàºìîä³þ ïðóæíîãî òà æîðñòêîãî êëèí³â çà íàÿâíîñò³ òåðòÿ ³ 
÷àñòêîâîãî ç÷åïëåííÿ â îáëàñò³ êîíòàêòó. ²ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó Â³íåðà 
− Ãîïôà îòðèìàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Çíàéäåíî ðîçïîä³ë êîí-
òàêòíèõ íàïðóæåíü. 

 

Óðàõóâàííÿ ñèë òåðòÿ ïðè âèâ÷åíí³ êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ ïðóæíèõ ò³ë 
ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó àáî êîâçíîãî êîíòàêòó, êîëè ïðîêîâçóâàííÿ ç òåðòÿì 
ïîâåðõîíü êîíòàêòóþ÷èõ ò³ë âñòàíîâëþºòüñÿ óçäîâæ óñ³º¿ îáëàñò³ êîíòàêò-
íîãî òèñêó, àáî êîíòàêòó ç³ ç÷åïëåííÿì ³ ïðîêîâçóâàííÿì [1]. Â îñòàííüîìó 
âèïàäêó îáëàñòü êîíòàêòó ïîä³ëÿºòüñÿ íà çîíè ç÷åïëåííÿ − âñåðåäèí³, òà 
çîíè ïðîêîâçóâàííÿ – íà ¿¿ êðàÿõ. ßêùî êîíòàêò ò³ë ïî÷èíàºòüñÿ ó òî÷ö³, à 
çðîñòàííÿ íàâàíòàæåííÿ âåäå äî ðîçøèðåííÿ îáëàñò³ êîíòàêòíîãî òèñêó, òî 
â çîí³ ç÷åïëåííÿ íàêîïè÷óºòüñÿ òàê çâàíà «çàùåìëåíà» äåôîðìàö³ÿ, çàêîí 
ðîçïîä³ëó ÿêî¿ çàëåæèòü â³ä ³ñòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ. ßê ïîêàçàâ Ä. À. Ñïåíñ 
[8], äëÿ òîãî ùîá ïîëÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü ïðóæíî¿ ï³âïëîùèíè ïðè 
âòèñêàíí³ â íå¿ æîðñòêîãî êëèíà çàëèøàëèñü ïîä³áíèìè ñàì³ äî ñåáå, íåîá-
õ³äíî, ùîá «çàùåìëåíà» äåôîðìàö³ÿ áóëà ñòàëîþ óçäîâæ çîíè ç÷åïëåííÿ. 

Ãëàäêèé êîíòàêò ïðóæíîãî òà æîðñòêîãî êëèí³â, ÿê³ ïîïåðåäíüî äîòè-
êàþòüñÿ îäèí îäíîãî ñâî¿ìè âåðøèíàìè, âèâ÷åíî â ðîáîò³ [5], êîâçíèé êîí-
òàêò êëèí³â − ó [6]. Ïîêàçàíî [6], ùî, êîëè êóò ï³âðîçõèëó ïðóæíîãî êëèíà 
ïåðåâèùóº äåÿêå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ç ³íòåðâàëó ( 4,  2π π/ / ), ñõåìà êîâçíîãî 
êîíòàêòó ìàº áóòè çàì³íåíà íà ñõåìó êîíòàêòó ç³ ç÷åïëåííÿì ³ ïðîêîâçó-
âàííÿì. Îñòàííÿ ñõåìà ôðèêö³éíîãî êîíòàêòó âèâ÷åíà â ðîáîò³ [4] ó âèïàä-
êó âçàºìîä³¿ æîðñòêîãî êëèíà ç ïðóæíîþ ï³âïëîùèíîþ. 
 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé ïðóæíèé êëèí ( −α ≤ ϑ ≤ α , 0 r≤ < ∞ ) ïå-
ðåä íàâàíòàæåííÿì äîòèêàºòüñÿ ñâîºþ âåðøèíîþ 0r =  âåðøèíè æîðñòêîãî 
êëèíà ( 2α + ε ≤ ϑ ≤ π − α − ε , 0 r≤ < ∞ , ε  − ìàëèé êóò çàçîðó ì³æ ãðàíÿìè 
êëèí³â). Ïðè ñòèñêàíí³ êëèí³â îñüîâèì íàâàíòàæåííÿì ç ãîëîâíèì âåêòîðîì 
P  ïðóæíèé êëèí äåôîðìóºòüñÿ ñèìåòðè÷íî â³äíîñíî ñâîº¿ îñ³, ³ éîãî áåðåãè 
âõîäÿòü ó êîíòàêò ç ãðàíÿìè æîðñòêîãî êëèíà ïîáëèçó ¿õ çàãàëüíî¿ âåðøè-
íè (ðèñ. 1à – ïåðåä íàâàíòàæåííÿì, ðèñ. 1á – ó ïðîöåñ³ íàâàíòàæåííÿ). 
Ïðèïóñêàºìî, ùî îáëàñòü êîíòàêòó 0 r≤ ≤   íà êîæí³é ãðàí³ ïðóæíîãî 
(³ æîðñòêîãî) êëèí³â ïîä³ëÿºòüñÿ íà çîíó ç÷åïëåííÿ 10 r≤ ≤   ³ çîíó ïðî-

êîâçóâàííÿ 1 r< ≤  , äå 10 < <  . Äëÿ öüîãî áóäåìî ââàæàòè [6], ùî 

2∗α < α < π/ , äå 02 (1 2) arctg 2 ( 1) ( 2)m m∗α = π − µ − −/ / /( ) , 0µ  − êîåô³ö³ºíò 

òåðòÿ, m  − ÷èñëî Ïóàññîíà ìàòåð³àëó ïðóæíîãî êëèíà ( 4 2∗π < α < π/ / ). 

Ðîçì³ðè îáëàñò³ êîíòàêòó   ³ çîíè ç÷åïëåííÿ 1  çàçäàëåã³äü íåâ³äîì³ òà ìà-
þòü áóòè âèçíà÷åí³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³. 
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Ïðèéìàºìî, ùî â çîí³ ç÷åïëåííÿ 10 r≤ ≤   âèêîíóºòüñÿ ã³ïîòåçà Ñïåí-
ñà ïðî ñòàëó «çàùåìëåíó» äåôîðìàö³þ, à â³äíîøåííÿ äîòè÷íèõ çóñèëü äî 
íîðìàëüíîãî òèñêó íå ïåðåâèùóº êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ. Ââàæàºìî òàêîæ, ùî â 
çîí³ ïðîêîâçóâàííÿ 1 r< ≤   äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ rϑτ  çâ’ÿçàí³ ç íîðìàëü-

íèìè íàïðóæåííÿìè ϑσ  çàêîíîì òåðòÿ Àìîíòîíà (Êóëîíà), à ãðàíè÷í³ òî÷-

êè ïðóæíîãî êëèíà ç³ çðîñòàííÿì íàâàíòàæåííÿ ðóõàþòüñÿ ó íàïðÿìêó äî 
âåðøèíè êëèíà. Çì³øàí³ êðàéîâ³ óìîâè íà ãðàíÿõ ïðóæíîãî êëèíà çàïèøå-
ìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 1,    0 ,         ,    0ru r r u Cr rϑ ϑ=±α ϑ=±α
= ± ε ≤ ≤ = ≤ ≤  ; (1) 

 0 1,      r rϑ ϑϑ=±α ϑ=±α
τ = µ σ < ≤   , 

 0,      0,          r rϑ ϑϑ=±α ϑ=±α
σ = τ = >  ; (2) 

 0 1,         0r rϑ ϑϑ=±α ϑ=±α
τ < µ σ ≤ ≤  , 

 10,        ru
r

t ϑ=±α

∂
< < ≤

∂
  , (3) 

äå C  − ñòàëà «çàùåìëåíî¿» äåôîðìàö³¿, t  − ÷àñ. 
 Óìîâà ð³âíîâàãè ïðóæíîãî êëèíà ìàº âèãëÿä 

 
1

0

2 sin cosr drϑ ϑϑ=α ϑ=α
σ α − τ α +∫



( )  

 

1

0(sin cos ) dr Pϑ ϑ=α
+ α + µ α σ = −∫





. (4) 

 Ñèñòåìà ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ³ ¿¿ çâåäåííÿ äî ñèñòåìè ôóíêö³îíàëü-
íèõ ð³âíÿíü Â³íåðà − Ãîïôà. Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü ð³âíîâàãè ïðóæ-
íîãî êëèíà çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìåëë³íà. 
Íàïðóæåííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿä³ ³íòåãðàë³â Ð³ìàíà − Ìåë-
ë³íà ç äâîìà ù³ëüíîñòÿìè 1( )a s , 2 ( )a s , ÿê³ º çîáðàæåííÿìè â³äïîâ³äíî íîð-

ìàëüíèõ (2 )Gϑσ /  ³ äîòè÷íèõ (2 )r Gϑτ /  íàïðóæåíü ïðè ϑ = α . Çîêðåìà, íà 

áåðåãàõ ϑ = ±α  ïðóæíîãî êëèíà ìàºìî [6]: 

 11 1 12 2
11 ( ) ( ) ( ) ( )

2

c i
s

c i

u M s a s M s a s r ds
i s

+ ∞
−

ϑ ϑ=±α
− ∞

= +
π ∫ [ ] , 

 21 1 22 2
11 ( ) ( ) ( ) ( )

2

c i
s

r
c i

u M s a s M s a s r ds
i s

+ ∞
−

ϑ=±α
− ∞

= +
π ∫ [ ] , 

 1 1
1 2    1 1( ) , ( )

2 2 2 2

c i c i
s sr

c i c i

a s r ds a s r ds
G i G i

+ ∞ + ∞
− − − −ϑ ϑ

ϑ=±α ϑ=±α− ∞ − ∞

σ τ
= = ±

π π∫ ∫ , (5) 

äå 1 ( )
( ) ,    , 1,2

( )
j

j

m s
M s j

s
ν

ν

λ
= ν =

∆
, 

 2
11 12

1 1
( ) cos 2 cos 2 ,       ( ) sin 2 1 sin 2

m ss s s s
m m

 λ = α − α λ = − α + − α 
 

, 

 2
21 22

1 1
( ) sin 2 1 sin 2 ,       ( ) cos 2 cos 2

m ss s s s
m m

 λ = − α + + α λ = − α − α 
 

, 

 1 2
1 2

( ) sin 2 sin 2 ,   1 0,     2 ,     
m m

s s s c m m
m m
− −

∆ = α + α − < < = = . 
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 Ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü: 

 1
1 1( ),     ( ),       0

2 2 rp r q r r
G Gϑ ϑ

ϑ=±α ϑ=±α
σ = ± τ = ≤ ≤  , 

 1
0

1 1 ( ),               
2 2 r r r
G Gϑ ϑ

ϑ=±α ϑ=±α
σ = τ = σ < ≤

µ
   . (6) 

Îáåðòàþ÷è òðåòº ³ ÷åòâåðòå ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (5), ç óðàõóâàííÿì óìîâ (2) 
îòðèìàºìî 

 
1

1

1
0

( ) ( ) ( )s sa s p y y dy y y dy= + σ∫ ∫
 



, 

 
1

1

2 0
0

( ) ( ) ( )s sa s q y y dy y y dy= − µ σ∫ ∫
 



. (7) 

 Ïðîäèôåðåíö³þºìî êðàéîâ³ óìîâè (1) ³ ï³äñòàâèìî â íèõ âèðàçè äëÿ 
ïåðåì³ùåíü ç (5), ó ÿêèõ ù³ëüíîñò³ 1( )a s , 2 ( )a s  ïîäàìî ÷åðåç ôóíêö³¿ 

êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ( )p y , ( )q y , ( )yσ  çã³äíî ç (7). Âèêîíóþ÷è çàì³íè 

 ,          ,          s i r e y e−ξ −η= − τ = =   (8) 

³ ïåðåõîäÿ÷è äî íîâèõ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü 

 1 2( ) ( ) ,     ( ) ( ) ,       p e e q e e a−η −η −η −ηψ η = ψ η = ≤ η < ∞  , 

 1 1( ) ( ) ,       0 ,       ,     ln ( )ae e a e a−η −η −ϕ η = σ ≤ η < = =    / , (9) 

îòðèìóºìî ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 

 11 1 12 2 1
10

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
a

a

d d e
m

∞
−ξεξ − η ψ η + ξ − η ψ η η + ξ − η ϕ η η =∫ ∫k k k , 

 0 ≤ ξ < ∞ , 

 21 1 22 2 2
10

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
a

a

Cd d e
m

∞
−ξξ − η ψ η + ξ − η ψ η η + ξ − η ϕ η η = −∫ ∫k k k , 

  a ≤ ξ < ∞ , (10) 
ÿäðà ÿêî¿ ìàþòü âèãëÿä 

 ( )
( )1( )

2

ic
j i

j
ic

e d
i

∞ +
ν − τ ξ−η

ν
−∞ +

τ
ξ − η = τ

π − τ∫
K

k , 

 1 0 2( ) ( ) ( )ν ν νξ − η = ξ − η − µ ξ − ηk k k , 

 1
1( ) ( ) ( ),           , 1, 2j jm i M i j−

ν ντ = − τ − τ ν =K . (11) 

 Ïåðåòâîðèìî âèðàçè äëÿ ÿäåð ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, çì³ñòèâøè êîíòóð 
³íòåãðóâàííÿ íà ä³éñíó â³ñü ç óðàõóâàííÿì ï³âëèøêó ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíê-
ö³é ó òî÷ö³ 0τ = : 

 1( ) (0) ( )
2j j j

∗
ν ν νξ − η = − + ξ − ηk K k , 

 1 0 2( ) ( ) ( )∗ ∗ ∗
ν ν νξ − η = ξ − η − µ ξ − ηk k k , 

 ( )
( )1( ) ,        , 1,2

2
j i

j e d j
i

∞
ν∗ − τ ξ−η

ν
−∞

τ
ξ − η = τ ν =

π − τ∫
K

k . (12) 

Äèôåðåíö³þþ÷è ï³ñëÿ öüîãî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ (10), ïåðåéäåìî äî 
òàêîãî âèãëÿäó ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü: 
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 11 1 12 2 1
10

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
a

a

d dd d e
d d m

∞
∗ ∗ ∗ −ξεξ − η ψ η + ξ − η ψ η η + ξ − η ϕ η η = −

ξ ξ∫ ∫k k k , 

 0 ≤ ξ < ∞ , 

 21 1 22 2 2
10

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
a

a

d d Cd d e
d d m

∞
∗ ∗ ∗ −ξξ − η ψ η + ξ − η ψ η η + ξ − η ϕ η η =

ξ ξ∫ ∫k k k , 

 a ≤ ξ < ∞ , (13) 

 Ðîçïîâñþäèìî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ (13) íà âñþ ÷èñëîâó â³ñü çà óìîâè, 
ùî 1( ) 0ψ η = , 2 ( ) 0ψ η = , ÿêùî aη < , ³ ( ) 0ϕ η = , ÿêùî 0η <  òà aη > , ³ çà-
ñòîñóºìî äî íèõ ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. Ââåäåìî íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ 

 
0

0

1 1( ) ( ) ,           ( ) ( )
2 2

a
iz iz

a

z e d z a e d+ ξ − ξ

−

Φ = ϕ ξ ξ Φ = ϕ ξ + ξ
π π∫ ∫ , 

 1 1 2 2
0 0

1 1( ) ( ) ,     ( ) ( )
2 2

iz izz a e d z a e d
∞ ∞

+ ξ + ξΨ = ψ ξ + ξ Ψ = ψ ξ + ξ
π π∫ ∫ , 

 
0

1 1 11 1
0

1( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )
2

iz dz e d
d

∞
− ξ ∗ ∗

−∞

Ψ = ξ ξ − η ϕ η + ξ − η ψ η +
ξπ ∫ ∫ k k  

 12 2( ) ( )] d∗+ ξ − η ψ η ηk , 

 2 2 21 1
0

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )
2

aiza
ize dz e d

d

∞−− ξ ∗ ∗

−∞

Ψ = ξ ξ − η ϕ η + ξ − η ψ η +
ξπ ∫ ∫ k k  

 22 2( ) ( )] d∗+ ξ − η ψ η ηk , (14) 

àíàë³òè÷í³ â³äïîâ³äíî ó ï³âïëîùèíàõ Im z c+>  ³ Im z c−<  ( 0c+ < , 0c− > ) 

êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè. Çîêðåìà, ( )z±Φ  º ö³ëèìè ôóíêö³ÿìè. Ï³ñëÿ ³íòåãðó-
âàííÿ ÷àñòèíàìè ³ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî çãîðòêó äëÿ ³íòåãðàëüíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ Ôóð’º îòðèìàºìî ñèñòåìó ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü Â³íåðà − 
Ãîïôà [3] 

 1 11 1 12 2 1 1( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )izaz z e z z z z z F z+ + + − +Φ + Ψ + Ψ − Ψ =K K K , 

 2 21 1 22 2 2 2( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )izaz z e z z z z z F z+ + + − +Φ + Ψ + Ψ − Ψ =K K K , 

 ( ) ( ),         Imizaz e z c z c+ − + −Φ = Φ < < . (15) 

Êîåô³ö³ºíòè òà ïðàâ³ ÷àñòèíè ñèñòåìè ð³âíÿíü (15) ìàþòü âèãëÿä 

 
( )( )

( ) ,             ( )
( ) ( )

j
j

iz iziz iz
z z

iz iz
νν

ν ν

λ −λ −
= − = −

∆ − ∆ −
K K , 

 1 0 2( ) ( ) ( ),         , 1,2s s s jν ν νλ = λ − µ λ ν = , 

 1 2
1 1

1( ) ,          ( )
1 12 2

a izaCe eF z F z
iz izm m

−
+ +ε= − =

− −π π
. (16) 

 Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü. Ââåäåìî äîïîì³æíó 
íåâ³äîìó ôóíêö³þ 

 0 1 2( ) ( ) ( )z z z+ + +Ψ = µ Ψ + Ψ . (17) 

Âèêëþ÷èâøè ç ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü ñèñòåìè (15) ôóíêö³þ ( )z+Φ , îòðèìàº-
ìî ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ 

 1
2 2

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   Im

( )
iza z

z z e iz z F z c z c
iz

−
+ − − + −Ψ

Ψ + λ − − Ψ = < <
λ −

K , (18) 
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äå 

 3
32

1 1

sin 2 sin 2( ) 3 4( ) ,    ( ) ,    
( )

m s siz iz mz s m
iz mm

α − αλ − −= − λ = − =
λ −

K , 

  2

11

( )1 1( )
( ) 12

iza aiz
F z e Ce

iz izm
− −λ − = ε + λ − − π

. 

 Ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ïåð-
øîãî ð³âíÿííÿ (15) ³ ð³âíÿííÿ (18). Ìåòîäîì Â³íåðà – Ãîïôà [3] çâåäåìî öþ 
ñèñòåìó äî íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Ôàêòîðèçóºìî êî-
åô³ö³ºíòè 1( )zK , ( )zK , òîáòî ïîäàìî ¿õ ó âèãëÿä³ 

 0
1 1 1 1 1 1   

2 sin (sin cos )
( ) ( ) ( ), (0)

2 sin 2
z z z+ − α α + µ α

= = =
α + α

K K K Kæ æ , 

 2 3
2 2

0 1 0

 
2 sin 2( )

( ) ( ) ( ),   
2 sin (sin cos )z

mz
z z z z

z m
+ −

=

α − α
= = = −

α α + µ α
KK K Kæ æ , (19) 

äå 1 ( ),  ( )z z± ±K K  – ôóíêö³¿, ÿê³ íå ïåðåòâîðþþòüñÿ ó íóëü òà àíàë³òè÷í³ ó 

ï³âïëîùèíàõ Im z c+>  ³ Im z c−<  â³äïîâ³äíî. Ôàêòîðèçóºìî êîåô³ö³ºíòè 

1( )zK , ( )zK  ó íåñê³í÷åíí³ äîáóòêè: 

 
1 1

1 1
1 1

( ) 1 1 ,    ( ) 1 1
n n nnn n

iz iz iz izz z
t t

− −∞ ∞
+ −

= =

       = + − = + +       ′δ δ       ∏ ∏K K , 

 
1 1

1 1

( ) 1 1 ,    ( ) 1 1
n n n nn n

iz iz iz izz z
t t

− −∞ ∞
+ −

= =

       = + + = − +       ′τ τ       ∏ ∏K K . (20) 

Òóò nt , nt′ , 1, 2,n =  , − êîðåí³ ð³âíÿííÿ 1( ) 0sλ =  ç ï³âïëîùèí Re 0s < , 

Re 0s >  â³äïîâ³äíî; nδ , 1, 2,n =  , − êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) 0s∆ =  ç ï³âïëîùè-

íè Re 0s > ; nτ , 1, 2,n =  , − êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) 0sλ =  ç ï³âïëîùèíè Re 0s < . 

Âñ³ ö³ êîðåí³ ðîçïîä³ëåí³ ñèìåòðè÷íî â³äíîñíî ä³éñíî¿ îñ³. 
 Ï³ñëÿ ôàêòîðèçàö³¿ êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìó ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü çà-
ïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 1 1
1 1 11 1 12 2

1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

iza z F zez z z z z z
z z z

− +
+ + + +

− − −

Ψ
Φ + Ψ + Ψ − =K K K

K K K
æ , 

 2 2 1 2

1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,  Im

( ) ( ) ( ) ( )
iza iz z z F z

z z z e c z c
iz z z z

− −
+ + − + −

− − −

λ − Ψ Ψ
Ψ + − = < <

λ −
K

K K K
æ . (21) 

Äðóã³ äîäàíêè ð³âíÿíü (21) ³ ¿õí³ ïðàâ³ ÷àñòèíè ôàêòîðèçóºìî ó ð³çíèöþ 

ôóíêö³é, àíàë³òè÷íèõ ó ï³âïëîùèíàõ Im z c+> , Im z c−< : 

 11 1 12 2 1 1
1

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )
( )

izae z z z z z z
z

+ + + −
− Ψ + Ψ = χ − χK K

K
, 

 2 1

1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
iza iz z

e z z
iz z

−
− + −

−

λ − Ψ
= χ − χ

λ − K
, 

 1
1 1

1

( ) ( )
( ) ( ),     ( ) ( )

( ) ( )

F z F z
f z f z f z f z

z z

+ +
+ − + −

− −
= − = −

K K
. (22) 

Îñòàíí³ ôóíêö³¿ ôàêòîðèçàö³¿ âèçíà÷èìî, ïîäàâøè ¿õ ó âèãëÿä³ ³íòåãðàë³â 
òèïó Êîø³ âçäîâæ ä³éñíî¿ îñ³ òà îá÷èñëèâøè ³íòåãðàëè çà ëèøêàìè ï³ä³í-
òåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿: 
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 1 1
1 1

( ) ( ) ,        ( ) ( )k kt a t ak k
k k

kkk k

z it e z it e
t izt iz

+ −∞ ∞
′−− + + −

= =

α α′χ = Ψ χ = Ψ′ ++∑ ∑ , 

 1
1 1

( )
2 ( )(1 )

f z
m i iz

+
−
ε= −

π − −K
, 

 2 0 1

111

[( ctg2 ) ]
( )

(1 )( )22 ( )(1 )

kt aa
k

k kk

e m m C e
f z

t t izmm i iz

− −∞
+

−
=

µ + α ε + αε= +
+ +ππ − −

∑
K

/
, 

 12 2
1 1

1 1

( ) ( )
( ),    ,     1,2,

( ) ( ) ( )
k k

k k k
k k k

t t
it k

t t it
+ + −

−

′λ λ′α = α = − =′ ′ ′λ λ
K

K
æ . (23) 

 Âèêîíàí³ ôàêòîðèçàö³¿ äàþòü çìîãó â³äíåñòè äî ë³âî¿ ÷àñòèíè ôóíêö³î-
íàëüíèõ ð³âíÿíü ôóíêö³¿, àíàë³òè÷í³ ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³, à äî ïðàâî¿ ÷àñ-
òèíè − ó íèæí³é, òîáòî ïîäàòè ôóíêö³îíàëüí³ ð³âíÿííÿ (21) ó âèãëÿä³ 

 1
1 1 1 1 1 1

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

z
z z z f z z f z

z

−
+ + + + − −

−

Ψ
Φ + χ − = + χ −K

K
æ , 

 2 2 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

z
z z z z f z z f z

z

−
+ + + + − −

−

Ψ
Ψ + χ − = + χ −K

K
æ . (24) 

Äëÿ êîæíîãî ç ð³âíÿíü (24) ë³âà òà ïðàâà ÷àñòèíè àíàë³òè÷íî ïðîäîâæóþòü 
îäíà îäíó íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó ³ º äîâ³ëüíèìè ö³ëèìè ôóíêö³ÿìè. 
Äëÿ âèçíà÷åííÿ öèõ ôóíêö³é ðîçãëÿíåìî ¿õ ïîâåä³íêó íà íåñê³í÷åííîñò³ 
çã³äíî ç óìîâàìè çàäà÷³. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó êîðåí³â ð³âíÿíü 1( ) 0sλ = , 

( ) 0s∆ = , ( ) 0sλ =  ç ïåðøîãî ³ äðóãîãî êâàäðàíò³â: 

 1 ln ( ) (1),     ln ( ) (1)
2 2 2n n

ni it n n o t n o+ + π π′= − − + µ + = + µ + α α α α 
, 

 1 ln ( ) (1)
4 2n

in n o+  π ′δ = − + α + α α 
, 

 
3

1 ln (1),     
4 2n

nin o n
m

+ ′ π ατ = − + + + → ∞ α α 
, 

 0

1 2 0

sin 22 2 sin 2,       
m im

µ απ π α′µ = α =
α + µ α

, (25) 

äëÿ äâîõ ³ç íåñê³í÷åííèõ äîáóòê³â (20) áóäåìî ìàòè òàê³ àñèìïòîòè÷í³ 
îö³íêè [2]: 

 1 ( ) ( ) ,        ( ) ( )z O iz z O iz+ ρ + −ρ= − = −K K( ) ( ) , 

 2 0

1

1 1 1arctg ,       1
2 2

m
m

µ
ρ = + < ρ <

π
. (26) 

Ðàçîì ç òèì ôóíêö³¿ ( )z+Φ , ( )z+Ψ , 1 ( )z+χ , ( )z+χ , 1 ( )f z+ , ( )f z+  çíèêàþòü íà 
íåñê³í÷åííîñò³. Òîìó äëÿ ë³âèõ ÷àñòèí ð³âíÿíü (24) ìàºìî îö³íêè 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z z f z o iz+ + + + ρΦ + χ − = −Kæ ( ) , 

 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z z z f z o iz+ + + + −ρΨ + χ − = −Kæ ( ) . (27) 

 Ç ïåðøî¿ ³ç îö³íîê (27) âèïëèâàº, ùî îáèäâ³ ÷àñòèíè ïåðøîãî ç ð³âíÿíü 
(24) òîòîæíî äîð³âíþþòü íóëåâ³. Îòæå, çíàõîäèìî 

 1 1
1 1 1 1

1 1

( ) ( )
( ) ,       ( ) ( )[ ( ) ( )]

( )

f z z
z z z f z z

z

+ +
+ − − − −

+

− χ
Φ = Ψ = − χK

Kæ
. (28) 

 Çà äîïîìîãîþ äðóãî¿ ³ç îö³íîê (27) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî îáèäâ³ ÷àñòèíè 
äðóãîãî ç ð³âíÿíü (24) äîð³âíþþòü íåâèçíà÷åíîìó ïîë³íîìó ïåðøîãî ñòåïå-

íÿ. Öå äàº ìîæëèâ³ñòü ïîäàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó ôóíêö³¿ ( )z+Ψ  íà 
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íåñê³í÷åííîñò³ ó âèãëÿä³ 

 1 2 3
1 2( ) ( ) ( ) ( )z A iz A iz O iz+ ρ− ρ− ρ−Ψ = − + − + −( ) . (29) 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ 1A , 2A  âèêîðèñòàºìî óìîâè íåïåðåðâíîñò³ êîí-

òàêòíèõ íàïðóæåíü ó òî÷ö³ 1r =  : 

 
1 1 1

0
0 0 0

lim ( ) 0,     lim limr
r r r

ϑ ϑ ϑ ϑϑ=±α ϑ=±α ϑ=±α→ − → + → −
µ σ ± τ = σ = σ

  
, (30) 

à òàêîæ êðàéîâ³ íåð³âíîñò³ (3). 
 Íà ï³äñòàâ³ ôîðìóë (8), (9), (14), (17) ìîæåìî çàïèñàòè 

 0 0 1 2
1 ( ) ( ),     ( ) ( ) ( ),    

2 r e a
G

ξ
ϑ ϑ ϑ=±α

µ σ ± τ = ψ ξ ψ ξ = µ ψ ξ + ψ ξ ≤ ξ < ∞ , 

 
0

1( ) ( )
2

izz a e d
∞

+ ξΨ = ψ ξ + ξ
π ∫ . (31) 

Çã³äíî ç ëåìîþ Âàòñîíà [7] 

 1

0

( ) ( ) (0)( ) ,       0,     0 argizf e d f iz z
∞

β− ξ −βξ ξ ξ Γ β − β > < < π∫  , (32) 

ç ïåðøî¿ ç óìîâ (30), òîáòî ç óìîâè ( ) 0aψ = , ìàºìî, ùî 1( ) ( )z o iz+ −Ψ = −( ) . 

Îòæå, â çîáðàæåíí³ (29) ñë³ä ïîêëàñòè 1 0A = . Ó öüîìó âèïàäêó 2 ( )z+Ψ   

0 1 ( )z+−µ Ψ , ³ ç ôîðìóë (28), (22), (16) ìàºìî 

 1
11 1 12 2

11 1

( )
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

( )( )

izaz ez z z z z
zz

+
+ + +

+

χ
Φ − − Ψ + Ψ =K K

KK
 

æ
 

 11 1 0 12 1 1
1

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ),  Im 0
( )

iza
izae z z z z e z z

z
+ + += − Ψ − µ Ψ = − Ψ <K K

K
. 

Îñê³ëüêè 1( ) 0aψ ≠ , òî 1
1 ( ) ( )z O iz+ −Ψ = −( )  ³ 1 1( ) ( )z z+ +Ψ − Ψ − . Îòæå, ( )izae z+Φ −   

1 ( )z+Ψ . À öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷àº, ùî çà ëåìîþ Âàòñîíà ( )aϕ − ξ   

1( )aψ + ξ , 0ξ → + . Òîáòî äðóãà ç óìîâ íåïåðåðâíîñò³ (30) òàêîæ âèêîíó-

ºòüñÿ, ÿêùî 1 0A = . 

 Ïåðøà êðàéîâà íåð³âí³ñòü (3) åêâ³âàëåíòíà íåð³âíîñò³ ( ) 0ψ ξ < . Çà ëå-

ìîþ Âàòñîíà (32) äëÿ ôóíêö³¿ 2
2( ) ( )z A iz+ ρ−Ψ −  ç (31) îòðèìóºìî, ùî 

2 0A ≤ . 
 Ç äðóãî¿ êðàéîâî¿ íåð³âíîñò³ (3) ³ êðàéîâî¿ óìîâè (1) íà ðàä³àëüí³ ïåðå-
ì³ùåííÿ âèïëèâàº íåð³âí³ñòü 

 1,         ru Cr r
ϑ=±α

> < ≤  . (33) 

Äëÿ âèêîíàííÿ ö³º¿ íåð³âíîñò³ ïåðåòâîðèìî äðóãèé ³ç âèðàç³â (5) äëÿ ðàä³-
àëüíèõ ïåðåì³ùåíü. Çà äîïîìîãîþ çàì³í (8), (9) ³ ôîðìóë (11), (14), (15) 
çíàõîäèìî 

 ( ) 11
22   

(1 ), ,1 ( )
,  .2

ic
it a

r
ic

C a am
u t e dt

C e at

∞ +
− −ξ

−ξϑ=±α
−∞ +

+ − ξ −∞ < ξ <= − Ψ +  ≤ ξ < ∞π ∫



 (34) 

Ïðîäèôåðåíö³þºìî ð³âí³ñòü (34) çà ξ , âèä³ëèìî îñîáëèâ³ñòü ï³ä³íòåãðàëüíî¿ 

ôóíêö³¿ ó òî÷ö³ 0t = , çì³ñòèìî êîíòóð ³íòåãðóâàííÿ íà ä³éñíó â³ñü ³ ïåðå-
éäåìî äî îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º: 
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 1
2 2[ ( ) (0)]izam

e z
iz

− −Ψ − Ψ =


 

 1 1 2
1 2 (0)
2

a
iz

r
dr u C m e d
dr

− ξ
ϑ=±α

−∞

 = − − π Ψ ξ  π ∫   . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è îö³íêó 2 1
2 3 1 2( ) ( )z m m A iz− − ρ−Ψ  , ÿêà âèïëèâàº ç ð³âíîñòåé 

(24), (29) ïðè 1 0A = , çà ëåìîþ Âàòñîíà (32) çíàõîäèìî 

 
2 2

3 2
1

1 1 1

2
1 1 ,   0

(3 )r

m A r ru Cr o r
m

−ρ −ρ

ϑ=±α

π    = + − + − → +   Γ − ρ    


 
. 

Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè (33), à, çíà÷èòü, ³ äðóãî¿ ç êðàéîâèõ íåð³âíîñòåé (3), 
íåîáõ³äíî, ùîá 2 0A ≥ . 

 Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâ³ íåð³âíîñò³ (3) âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî 2 0A = . Ç îãëÿ-

äó íà òå, ùî 1 0A =  ç óìîâè íåïåðåðâíîñò³ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü â òî÷ö³ 

1r =  , ç (29) îñòàòî÷íî çíàõîäèìî, ùî 3( ) ( )z O iz+ ρ−Ψ = −( ) . Îòðèìàíà àñèìï-

òîòè÷íà îö³íêà ôóíêö³¿ ( )z+Ψ  äîçâîëÿº ñòâåðäæóâàòè, ùî îáèäâ³ ÷àñòèíè 
äðóãîãî ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ (24) òîòîæíî äîð³âíþþòü íóëåâ³. Òîìó 
ìàºìî 

 22

( ) ( )
( ) ,      ( ) ( )[ ( ) ( )]

( )

f z z
z z z f z z

z z

+ +
+ − − − −

+
− χ

Ψ = Ψ = − χK
Kæ

. (35) 

Ïðè öüîìó äëÿ àíàë³òè÷íîñò³ ôóíêö³¿ ( )z+Ψ  ó ï³âïëîùèí³ Im z c+>  íåîá-
õ³äíî çíèùèòè ¿¿ äâîêðàòíèé ïîëþñ â òî÷ö³ 0z =  çà ðàõóíîê ââåäåííÿ äâîõ 
äîäàòêîâèõ óìîâ 

 
0

(0) (0) 0,       [ ( ) ( )] 0
z

df f z z
dz

+ + + +
=

− χ = − χ = . (36) 

 Çàóâàæèìî, ùî âèðàçè (28), (35) ùå íå âèçíà÷àþòü ôóíêö³é ( )z+Φ , 

( )z+Ψ , 1,2 ( )z−Ψ , à ëèøå âèðàæàþòü ¿õ, çâàæàþ÷è íà ñï³ââ³äíîøåííÿ (23), 

÷åðåç íåâ³äîì³ çíà÷åííÿ ( )kit+ ′Ψ , 1 ( )kit−Ψ , 1, 2,k =  . Ùîá âèçíà÷èòè ö³ 

ôóíêö³¿, ïîêëàäåìî ó ïåðø³é ç ð³âíîñòåé (35) nz it′= , à â äðóã³é ç ð³âíîñòåé 

(28) ïîêëàäåìî nz it= , 1, 2,n =  . Îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 12
1

1( ) ( ) ( )
( )

kt ak
n n k

k nkn n

it f it it e
t tt it

−∞
+ + −

+
=

α ′ ′Ψ = − − Ψ ′′ ′ − ∑
Kæ

, 

 1 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ,   1,2,kt ak
n n n k

k nk

it it f it it e n
t t

+∞
′−− − − +

=

α ′Ψ = − Ψ = ′ − 
∑K  . (37) 

 Ñêîðèñòàâøèñü àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåä³íêîþ êîðåí³â (2 )k kt t k′ −π α  / , 

k → ∞ , ââåäåìî â ñèñòåìó ð³âíÿíü (37) ìàëèé ïàðàìåòð 

 (2 ) (2 )
1( )a ae−π α π αλ = =/ //  . 

Ïîçíà÷èâøè 

 ( 2 ) ( 2 ) 2 1,      ,      [ ( )]k kk t a k t a
k k k k n n ne e t it

′π α + π α −− − + + + + −′ ′α = α α = α β = − K  æ/ / , 

 2
1 1

01

( ),       ctg2
( )(1 )

a
n

n n n
n

e m
it f m C

m i t

− +
− − +

−

β   β = = + α ε +  µ′  − +  
K

K
, 
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1 1

,     2 ( )
( )(1 )

n
n k k

n

f z it
m i t

−
− + +

−

εβ ′= − = π Ψ
− +K

, 

 1
1

2 ( ) ,        , 1,2,
(1 )k k

k
z it k n

m t
− − ε= π Ψ − =

+
 , (38) 

ç (37) îòðèìóºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî íåâ³äî-

ìèõ kz
± , 1, 2,k =  : 

 
1

kk
n n k n

k nk

z z f
t t

−∞
+ + − +

=

α
+ β λ =′−∑


,  

 
1

,      1,2,kk
n n k n

k nk

z z f n
t t

+∞
− − + −

=

α
+ β λ = =′ −∑


 . (39) 

 Ââàæàþ÷è ïîêè ùî âåëè÷èíè C  ³ λ  çàäàíèìè, ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³â-
íÿíü (39) ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 
0

,      1,2,m
k km

m

z k
∞

± ±

=

= ξ λ =∑  . (40) 

Ï³äñòàâèâøè ðîçâèíåííÿ (40) ó ð³âíÿííÿ (39), îòðèìóºìî  

 0 0,        n n n nf f+ + − −ξ = ξ =  (41) 

³ ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 , ,
1 1

,     
m m

k k
nm n k m k nm n k m k

k n k nk kt t t t

− +
+ + − − − +

− −
= =

α α
ξ = −β ξ ξ = − β ξ′ ′− −∑ ∑

 
 (42) 

äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ,  , 1,2,nm n m±ξ =  . 

 Ùîá âèçíà÷èòè íåâ³äîì³ C  ³ λ , ìàºìî äîäàòêîâ³ óìîâè (36), ÿê³ çà 
äîïîìîãîþ âèðàç³â (23) ³ ïîçíà÷åíü (38) çàïèøåìî òàêèì ÷èíîì: 

 2
1

01 1

ctg 2
( )

a
kk

k
kk

mez m C
t m i

−∞ −
−

−
=

α   λ = + α ε +  µ −  
∑

K


, 

 2
12

01 1

ctg 2
( )

a
kk

k
k k

mez m C
t m i

−∞ −
−

−
=

α   λ = − + α ε +  µ −  
∑

K


. (43) 

ßêùî ïðàâ³ ÷àñòèíè òà íåâ³äîì³ àëãåáðè÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (39) ïîäàòè ó 

âèãëÿä³ n n nf f Cf± ± ±= ε +
 , k k kz z Cz± ± ±= ε +

 , òî kz
±  ³ kz

±  âèçíà÷àòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì 

(40)–(42) ñèñòåìè (39) ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè nf
±  ³ nf

±  â³äïîâ³äíî, ,k n =  

1,2,=  . Òîä³ äîäàòêîâ³ óìîâè (43) ìîæåìî çàïèñàòè ÿê 

 11 12 21 220,      0a a C a a Cε + = ε + = , (44) 

äå 11 1 12 2 21 1 2
1 1 1

,   ,   k k kk k k
k k k

k kk k k k

a b z a b z a b z
t t t

− − −∞ ∞ ∞
− − −

= = =

α α α
= − λ = − λ = + λ∑ ∑ ∑

    , 

 2
22 2 1 1 22

01 1 1

,  ctg2 ,  
( ) ( )

a a
kk

k
k k

me ea b z b m b
t m i m i

−∞ − −−
− −

=

α  = + λ = + α = µ − −
∑

K K

 
. 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ , à, îòæå, é â³äíîñíîãî ðîçì³ðó çîíè ç÷åï-

ëåííÿ 2
1

aα π= λ  // , ìàºìî òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ 

 11 22 21 12 0a a a a− = . 

Ïàðàìåòð C  ï³ñëÿ öüîãî âèçíà÷àºìî ç îäíîãî ç ð³âíÿíü (44). 
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 Äëÿ çíàõîäæåííÿ äîâæèíè   îáëàñò³ êîíòàêòó (íà êîæí³é ãðàí³ êëèíà) 
âèêîíàºìî óìîâó ð³âíîâàãè (4). Ìàºìî 

 
1

1 1
0

2 ( ) 2 2 (0)
a

dr G d G
∞

+
ϑ ϑ=α

σ = ψ ξ ξ = π Ψ∫ ∫


  , 

 
1

1

2
0

2 2 (0),     2 2 (0)r dr G dr G+ +
ϑ ϑϑ=α ϑ=α

τ = π Ψ σ = π Φ∫ ∫
 



  , 

 
1

1 2 0(0) sin (0) cos (sin cos ) (0)
4 2

P
G

−+ + += − Ψ α − Ψ α + α + µ α Φ
π

[ ] . (45) 

Ïîêëàâøè 0z =  ó ïåðøîìó ç ð³âíÿíü (15), çíàéäåìî âèðàç ó êâàäðàòíèõ 
äóæêàõ ó ð³âíîñò³ (45):  

 0 1 0 1 1 0 1 1
1 1

(0) (0) (0) [ (0) (0)]
2 2

f f
m m

− − − + − ε   ε α Ψ − = α − χ − = α − χ      π π
, 

äå 0 (2 sin 2 ) (2 sin )α = α + α α . Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ñïðîùåííÿ çà äîïîìîãîþ 

ôîðìóë (23) ³ç (45) îñòàòî÷íî îòðèìóºìî äîâæèíó îáëàñò³ êîíòàêòó 

 
1

11 1

sin
2 2 sin 2 ( )

kk
k

kk

P z
G tm i

+ −∞
+

−
=

α α ε= + λ ′α + α  −
∑

K


 . 

 Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ. Íîðìàëüí³ òà äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ (6), (9) â 
îáëàñò³ êîíòàêòó çíàõîäèìî îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð’º ð³âíîñòåé (14) 

äëÿ ôóíêö³é ( )z+Φ , 1 ( )z+Ψ , 2 ( )z+Ψ . Ôóíêö³ÿ ( )z+Φ  âèçíà÷àºòüñÿ ïåðøèì 

³ç âèðàç³â (28). Âèêëþ÷èâøè ç ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü (15) ôóíêö³þ 2 ( )z+Ψ , 
ìàºìî 

 22
1 1

1

( )
( ) ( ) ( )

( ) 2 (1 )
iza iz

z z e z
iz iz m iz

+ − − −λ −  εΨ = −Φ − Ψ − + λ − π − 
 

 12
2

1

( )
( )

( ) 2 (1 )

iz Cz
iz iz m iz

−λ −  + Ψ + λ − π − 
. 

Ïðè öüîìó ôóíêö³¿ 1,2 ( )z−Ψ  âèçíà÷àþòüñÿ ç (28), (35). Ôóíêö³þ 2 ( )z+Ψ  íà 

ï³äñòàâ³ (17) çíàõîäèìî ÿê 2 0 1( ) ( ) ( )z z z+ + +Ψ = Ψ − µ Ψ , äå ôóíêö³ÿ ( )z+Ψ  

âèçíà÷åíà â (35). Îá÷èñëèâøè â³äïîâ³äí³ ³íòåãðàëè Ôóð’º çà òåîð³ºþ ëèøê³â, 
ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî òàê³ âèðàçè äëÿ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ó çî-
íàõ ïðîêîâçóâàííÿ ³ ç÷åïëåííÿ: 

 
1 1

12

0 1 11 11

( ) ( )
2 ( ) ( )

k kt t
k k

k k
k k kk

t tr rz z
G t t t

′− − − −∞
+ −ϑ

ϑ=±α =

′σ λ ∆ ε    = − + +    ′ ′ ′µ λ λ    
∑ 

  
, 

 1 r< ≤  , 

 1 12
2 1

1 ( ctg2 ) ( ) ( )
2 k k

k

m C u r
G m

∞
ϑ

ϑ=±α =

σ
= ε α + − λ τ∑ , 

 11 1
1

( ) ( ),                      0
2
r

k k
k

u r r
G

∞
ϑ

ϑ=±α =

τ
± = ε + λ τ ≤ ≤∑  , 

 2 0 1

1

( ctg2 )( )
( )

( ) ( )(1 )
k

k
k k k

m m Ci
u r

m i

−

−

µ + α ε +τ = −′τ λ τ  − + τ

K

K

/
 

 
1

1 11

k
mm

m
m km

rz
t

− −τ −∞
−

=

α   − λ   − τ   ∑


 
. 
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 Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ îáìåæåí³ òà ó âåðøèí³ êëèíà ïðèéìàþòü ñê³í-
÷åíí³ çíà÷åííÿ 

 1, 0 , 0
2

2 ( ctg 2 ),        2rr r

G m C G
mϑ ϑϑ=±α = ϑ=±α =

σ = ε α + τ = ± ε . 

Îäíàê ö³ çíà÷åííÿ âèÿâëÿþòüñÿ äîñèòü âåëèêèìè ï³êîâèìè çíà÷åííÿìè â 
ðîçïîä³ë³ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü, îñê³ëüêè äëÿ íàéìåíøîãî çà ìîäóëåì â³ä’-
ºìíîãî êîðåíÿ 1τ  ð³âíÿííÿ ( ) 0sλ =  ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 10 1 1< −τ −   

(ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 1 3 3(2 sin 2 )m mτ ≈ −π α + α/ ). Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó 
ãëàäêîãî êîíòàêòó êëèí³â íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ ìàþòü ó âåðøèí³ êëèíà 
ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü [5], à ó âèïàäêó êîâçíîãî êîíòàêòó (0 ∗< α ≤ α ) 

âîíè ñê³í÷åíí³ é ïðèéìàþòü ó âåðøèí³ êëèíà çíà÷åííÿ 02G− ε µ/  [6]. 

 Ùîá äîñë³äèòè ïîâåä³íêó êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü íà êðàþ îáëàñò³ 
êîíòàêòó, ñêîðèñòàºìîñÿ àñèìïòîòè÷íîþ îö³íêîþ íåñê³í÷åííîãî äîáóòêó äëÿ 

ôóíêö³¿ 1 ( )z+K  ³ç (20), ÿêà ìàº âèãëÿä [2] 

 1 1
1

( ) ( ) ,    ,     nn n

n n n

z A iz z A e e
t t

+ ∗−ρ ∞
+ ρ γρ −ρ

+ ∗
=

δ δ π− → ∞ =  α  ∏K  æ / , (46) 

äå γ  – ñòàëà Åéëåðà – Ìàñêåðîí³. Ïðè öüîìó ïîçíà÷åííÿ êîðåí³â nt
+ , nt

∗ , 

1, 2,n =  , ð³âíÿííÿ 1( ) 0sλ =  ç ï³âïëîùèíè Re 0s <  âèáðàí³ òàê, ùî ìíî-

æèíà êîðåí³â nt
+  ñêëàäàºòüñÿ ç ÷àñòèíè ä³éñíèõ êîðåí³â, ÿê³ ìàþòü íåïàðí³ 

íîìåðè, òà âñ³õ êîìïëåêñíèõ êîðåí³â ç II êâàäðàíòà, à ìíîæèíà nt
∗  – ç ä³éñ-

íèõ êîðåí³â ç ïàðíèìè íîìåðàìè ³ âñ³õ êîìïëåêñíèõ êîðåí³â ç III êâàäðàí-

òà; äëÿ êîìïëåêñíèõ êîðåí³â n nt t+ ∗= , 1, 2,n =  . Ïîçíà÷åííÿ êîðåí³â n
+δ , 

n
∗δ , 1, 2,n =  , ð³âíÿííÿ ( ) 0s∆ =  ç ï³âïëîùèíè Re 0s >  àíàëîã³÷í³. 

 Íà ï³äñòàâ³ àñèìïòîòè÷íî¿ îö³íêè (46) ç ïåðøèõ ôîðìóë (28), (14) çà 
äîïîìîãîþ ëåìè Âàòñîíà (32) çíàõîäèìî ïîâåä³íêó íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü 
íà êðàþ îáëàñò³ êîíòàêòó 

 
11 1

1 1 ,     0
2 ( 1) ( )

k
k k

k

rz r
G A m i

ρ∞
+ +ϑ

−
ϑ=±α =

σ ε   − − α λ − → −   Γ ρ +    −
∑

K
 


 . 

 Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî ïîä³áíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òàêèé, ùî ïîëå íà-
ïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü ïðóæíîãî êëèíà â ïðîöåñ³ íàâàíòàæåííÿ çàëèøàºòü-
ñÿ ïîä³áíèì ñàìîìó ñîá³. Õàðàêòåðíèé ë³í³éíèé ðîçì³ð   (äîâæèíà îáëàñò³ 
êîíòàêòó) ïðîïîðö³éíèé äî âåëè÷èíè íàâàíòàæåííÿ P . Ó ñèñòåì³ â³äíîñíèõ 
êîîðäèíàò r / , ϑ  ïðè çðîñòàíí³ íàâàíòàæåííÿ íàïðóæåííÿ íå çì³íþþòüñÿ, 

à ïåðåì³ùåííÿ çðîñòàþòü ïðîïîðö³éíî äî   (àáî P ). Ïîä³áíèé ðîçâ’ÿçîê ïî-
áóäîâàíî ç âèêîðèñòàííÿì ã³ïîòåçè Ñïåíñà ïðî ñòàëó «çàùåìëåíó» äåôîð-
ìàö³þ r Cε =  ( r ru rε = ∂ ∂/ ), òîáòî ïðè âèêîíàíí³ äðóãî¿ ç êðàéîâèõ óìîâ (1) 
íà ðàä³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ó çîí³ ç÷åïëåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ò³ëüêè çà òàêî¿ 
óìîâè íà ðàä³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ó çîí³ ç÷åïëåííÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ áóäå ïî-

ä³áíèì. Äëÿ öüîãî ïðèïóñòèìî, ùî ( )ru g r
ϑ=±α

= , 10 r≤ ≤  , äå ( )g r  – äåÿ-

êà äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ ³ (0) 0g = . Ó öüîìó ðàç³ ïðàâà ÷àñòèíà äðóãîãî 

ç ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (10) áóäå äîð³âíþâàòè ( )g e e−ξ −ξ′  . Äëÿ òîãî ùîá ðîç-

â’ÿçîê çàäà÷³ áóâ ïîä³áíèì ³ íå çàëåæàâ â³ä  , à çàëåæàâ â³ä r e−ξ=/ , íå-

îáõ³äíî, ùîá ôóíêö³ÿ ( )g r′  áóëà ñòàëîþ. Òîáòî ïðèõîäèìî äî äðóãî¿ ç êðà-
éîâèõ óìîâ (1). 
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 ßêùî òåðòÿ â³äñóòíº ( 0 0µ = ), òî 1 0= , 1( ) 0ψ ξ ≡ , 2 ( ) 0ψ ξ ≡  ³ çàäà÷à 

çâîäèòüñÿ äî ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 1 1
1

1( ) ( ) ( ) ,      Im
12

z z z c z c
izm

+ − + −εΦ − Ψ = − < <
−π

K , 

ðîçâ’ÿçêîì ÿêîãî º ôóíêö³ÿ 

 1

1 1

( )
( )

( )

f z
z

z

+
+

+
Φ =

Kæ
. 

Îáåðòàþ÷è ïåðøå ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (14), îá÷èñëþºìî ³íòåãðàë çà òåîð³ºþ 
ëèøê³â, âðàõîâóþ÷è, ùî ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ìàº ó ï³âïëîùèí³ Im 0z ≤  
äâîêðàòíèé ïîëþñ 1z it i= = −  òà ïðîñò³ ïîëþñè kz it= , 2,3,k =  , äå 

2 1n
nt π= −

α
, 2 1 1n

nt +
π= − −
α

, 1, 2,n =  . Âèêîðèñòîâóþ÷è çàì³íè (6), (8), (9), 

îòðèìóºìî íîðìàëüí³ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ 

 
1 1

1 1 1ln
2 2 1 1n nn

r
G m t

∞
ϑ

ϑ=±α =

σ  ε  = − − + +  α − δ +  
∑

 

 
1

1

111 1

( ) ( )1 ,        0
(1 ) ( )( )

kt
k k

k k kk

t it r
t t tm i

− − −∞

−
=

∆  + µ = ′+ λ  −
∑

K

K 
. 

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ó âèïàäêó ÷èñëà Ïóàñ-
ñîíà 10 3m = /  ³ êóòà ï³âðîçõèëó 4 9α = π/  
ïðóæíîãî êëèíà ïîäàíî íà ðèñ. 2. Ñóö³ëüí³ 
êðèâ³ 1, 2 çîáðàæóþòü â³äïîâ³äíî ðîçïîä³ëè 

áåçðîçì³ðíèõ íîðìàëüíèõ 
2G

ϑ

ϑ=±α

σ
σ =

ε
 ³ äî-

òè÷íèõ 
2

r

G
ϑ

ϑ=±α

τ
τ =

ε
  íàïðóæåíü ïðè êîí-

òàêò³ êëèí³â ç òåðòÿì ( 0 0.25µ = ) ³ ÷àñòêî-

âèì ç÷åïëåííÿì ( 1 0.2644=



, 0.672
2
P
G

=
ε

 , 

7
18∗

πα > α ≈ ). Ïóíêòèðíà êðèâà 1 â³äïîâ³äàº 

íîðìàëüíèì êîíòàêòíèì íàïðóæåííÿì ïðè ãëàäêîìó êîíòàêò³ êëèí³â 

( 0 0µ = , 0.697
2
P
G

=
ε

 ). Áà÷èìî, ùî òåðòÿ ìàº íåçíà÷íèé âïëèâ íà íîðìàëü-

í³ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ. Ëèøå â ìàëîìó îêîë³ âåðøèíè êëèíà íåîáìåæåí³ 
íîðìàëüí³ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ïðè âðàõóâàíí³ òåðòÿ ïåðåõîäÿòü ó ñê³í-
÷åíí³, àëå ìàþòü ó âåðøèí³ êëèíà 0r =/  âåëèêå ï³êîâå çíà÷åííÿ σ =  

10.71= − . Çà íàÿâíîñò³ òåðòÿ òàêîæ ïîÿâëÿþòüñÿ äîòè÷í³ êîíòàêòí³ íàïðó-

æåííÿ ç³ çíà÷íèì ãðàä³ºíòîì ó âåðøèí³ êëèíà ( 1τ = −  ïðè 0r =/ ). 
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КОНТАКТ УПРУГОГО И ЖЕСТКОГО КЛИНЬЕВ С УЧЕТОМ ТРЕНИЯ И СЦЕПЛЕНИЯ 
 
Ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå óïðóãîãî è æåñòêîãî êëèíüåâ ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ è 
÷àñòè÷íîãî ñöåïëåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Âèíåðà − 
Õîïôà ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêò-
íûõ íàïðÿæåíèé. 
 
CONTACT OF ELASTIC AND RIGID WEDGES WITH REGARD FOR FRICTION AND ADHESION 
 
The interaction between elastic and rigid wedges in the presence of friction and partial 
adhesion is studied. Using the Wiener − Hopf method, the analytic solution to the 
problem is found. The distribution of contact stresses is obtained. 
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