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ПАРАМЕТРИЧНА ОПТИМІЗАЦІЯ ХОДИ ДВОНОГОГО РОБОТА 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåâ’ÿòèëàíêîâîþ íåë³í³éíîþ 
ìåõàí³÷íîþ ñèñòåìîþ, ÿêà ìîäåëþº õîäó äâîíîãîãî ðîáîòà. Íà ðóõ ñèñòåìè 
íàêëàäåíî îñíîâí³ ðèòì³÷í³, ê³íåìàòè÷í³ òà äèíàì³÷í³ îáìåæåííÿ àíòðîïî-
ìîðôíîãî òèïó, çà êðèòåð³é ì³í³ì³çàö³¿ âçÿòî êâàäðàòè÷íèé (çà êåðóþ÷èìè 
ìîìåíòàìè ñèë ó øàðí³ðàõ) ôóíêö³îíàë. Ó ðàìêàõ ñèìåòðè÷íî¿ õîäè (íà 
ïðîì³æêó ïîäâ³éíîãî êðîêó) çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî 
ðîçâ’ÿçêó ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåò-
ðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ñèñòåìè êóá³÷íèìè çãëàäæóâàëüíèìè ñïëàé-
íàìè, êîíöåïö³¿ îáåðíåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà ÷èñëîâèõ ìåòîäàõ íåë³í³éíîãî 
ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.  

 
 Ñó÷àñíèé ðîçâèòîê òåõí³êè ñòàâèòü ó ðÿä ïåðñïåêòèâíèõ çàñîá³â ïåðå-
ñóâàííÿ ïî ðåëüºôí³é ì³ñöåâîñò³ ðîáîòîòåõí³÷í³ êðîêóþ÷³ ñèñòåìè. Öå çó-
ìîâëåíî áàãàòüìà ôàêòîðàìè, íàéâàæëèâ³øèìè ñåðåä ÿêèõ º âèñîêà ïðîõ³ä-
í³ñòü òà àäàïòèâí³ñòü äî íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà. Òîìó äîñë³äæåííÿ 
ïðîöåñó õîäè, ï³çíàííÿ ïðèíöèï³â ¿¿ îðãàí³çàö³¿ ç ìåòîþ ¿õ âò³ëåííÿ ó ñèñ-
òåìàõ êåðóâàííÿ òåõí³÷íèìè êðîêóþ÷èìè àïàðàòàìè º àêòóàëüíèìè.  
 Öÿ ñòàòòÿ ïðîäîâæóº íèçêó ðîá³ò [4–7, 12], ïðèñâÿ÷åíèõ ìàòåìàòè÷íî-
ìó ìîäåëþâàííþ òà îïòèì³çàö³¿ õîäè àíòðîïîìîðôíèõ ëîêîìîö³éíèõ ñèñ-
òåì, çîêðåìà, äâîíîãèõ êðîêóþ÷èõ ðîáîò³â òà îïîðíî-ðóõîâîãî àïàðàòó ëþ-
äèíè. Òóò, íà â³äì³íó â³ä çàçíà÷åíèõ ñòàòåé, ó çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ õîäè äâî-
íîãîãî ðîáîòà ðîçãëÿäàºìî êâàäðàòè÷íèé ôóíêö³îíàë, ÿêèé (çà ïåâíèõ ïðè-
ïóùåíü) õàðàêòåðèçóº òåïëîâ³ âòðàòè â êåðóþ÷èõ åëåêòðîïðèâîäàõ. Ó ðàì-
êàõ çàïðîïîíîâàíî¿ ïàðàìåòðèçàö³¿ øóêàíèõ çàêîí³â ðóõó ñèñòåìè âèêîíà-
íî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ñóáîïòèìàëüíèõ ïðîöåñ³â, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ 
ÿê êóá³÷íèõ çãëàäæóâàëüíèõ ñïëàéí³â, òàê ³ çâè÷àéíèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ 
ñïëàéí³â. Ïîð³âíþþòüñÿ òàêîæ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿, 
ïîáóäîâàí³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ðîçåíáðîêà [2] ³ êâàç³íüþòîí³âñüêî¿ ìîäè-
ô³êàö³¿ ìåòîäó ë³íåàðèçàö³¿ Ïøåíè÷íîãî [13, 14]. Ó ð³çíîìàí³òíèõ ïîñòàíîâ-
êàõ çàäà÷³ äèíàì³êè òà îïòèì³çàö³¿ õîäè äâîíîãèõ ðîáîò³â äîñë³äæóâàëèñü, 
çîêðåìà, â ïðàöÿõ [3, 8, 9, 15–17]. 

 1. Ìåõàí³êî-ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äâîíîãîãî ðîáîòà. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ 
õîäè äâîíîãîãî ðîáîòà âèêîðèñòàºìî ñèñòåìó òâåðäèõ ò³ë, ñõåìàòè÷íî çîá-
ðàæåíèõ íà ðèñ. 1. Êîðïóñ ðîáîòà ìîäåëþºìî ò³ëîì NG , äâ³ ÷îòèðèëàíêîâ³ 
íîãè – ò³ëàìè ,  ,  ,  ,  1,2i i i i i i i iNK K A A H M M S i = . Ò³ëà ç’ºäíàí³ ì³æ ñîáîþ 

³äåàëüíèìè öèë³íäðè÷íèìè øàðí³ðàìè ,N  

,  ,  i i iK A M , îñ³ ÿêèõ îðòîãîíàëüí³ äî ïëîùè-

íè OXY . Ðîáîò çä³éñíþº àíòðîïîìîðôíå ëî-
êîìîö³éíå ïåðåì³ùåííÿ (õîäó) ïî íåðóõîì³é 
ãîðèçîíòàëüí³é ïîâåðõí³ âçäîâæ îñ³ OX . Ðóõ 
ñèñòåìè â³äáóâàºòüñÿ âíàñë³äîê âçàºìîä³¿ êå-
ðóþ÷èõ ìîìåíò³â ñèë ,  ,  ,  i i i iq u p w  ó øàð-

í³ðàõ ,  ,  ,  i i iN K A M  ñèë ðåàêö³¿ îïîðíî¿ ïî-
âåðõí³ òà ñèëè òÿæ³ííÿ. Êåðóþ÷³ ìîìåíòè 
ãåíåðóþòüñÿ ïðèâîäàìè, äî ñêëàäó ÿêèõ âõî-
äÿòü åëåêòðîäâèãóíè. 
 Îáìåæèìîñü ìîäåëþâàííÿì ðóõó ðîáîòà 
ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³ OXY . Ââåäåìî âåê-
òîð óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ðîáîòà 1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , , , , , , )x yξ = ψ α α β β γ γ ε ε , 

äå ( , )x y  – êîîðäèíàòè òî÷êè N  ó ñèñòåì³ â³äë³êó OXY ; ,  ,  ,  ,  i i i iψ α β γ ε  – 
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êóòè â³äõèëåííÿ ò³ë ,  ,  ,  ,  i i i i i i i iNG NK K A A H M M S  â³ä âåðòèêàë³, 1, 2i = . 
Ó ïðèïóùåíí³, ùî ñòóïí³ ðîáîòà º áåç³íåðö³éíèìè, à ¿õí³ ìàñè – çîñåðåäæå-
íèìè â øàðí³ðàõ 1 2,  A A , ðóõ ìåõàí³÷íî¿ ìîäåë³ ìîæíà îïèñàòè ñèñòåìîþ 
íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü [5–7]  

 
2

1 2
1

cos cos ( cos )ai i i bi i i r x x
i

Mx K K K R R
=

⋅ ⋅+ α α + β β − ψ ψ = +∑   ( ) ,  

 
2

1 2
1

( ) sin sin ( sin )ai i i bi i i r y y
i

M y g K K K R R
=

⋅ ⋅+ + α α + β β − ψ ψ = +∑   ( ) , 

 1 2( cos sin ) sinr rJ K x y gK q qψ − ψ + ψ − ψ = − −   , 

 2( cos sin ) cos ( ) sin ( )i i ai i i i bi i i i i i iJ K x y a Kα + α + α + β α − β + β α − β +    ( )  

 sin ( cos sin )ai i i i i ix i iy igK q u a R R+ α = − + α + α ,  

 2( cos sin ) cos ( ) sin ( )ci i bi i i i bi i i i i i iJ K x y a Kβ + β + β + α α − β − α α − β +    ( )  

 sin ( cos sin ),   1,2bi i i i i ix i iy igK u p b R R i+ β = − + β + β = , (1) 

òà óìîâàìè ê³íåòîñòàòè÷íî¿ ð³âíîâàãè áåç³íåðö³éíèõ ñòóïåíü 

 
( ) ,

0
i i Ri iy i ix

i

p x x R y R

w

= − − 
= 

 ïðè [ , ),  0Ri hi mi hix x x y∈ = , 

 
( ) ( ) ,

( )
i i i mi iy mi i ix

i mi Ri iy mi ix

p w x x R y y R

w x x R y R

= + − + − 
= − − 
 ïðè [ , ],Ri mi six x x∈  0siy = . (2) 

Òóò ïîçíà÷åíî: , ,m r J  – ìàñà ò³ëà NG , â³äñòàíü â³ä éîãî öåíòðà ìàñè äî 

òî÷êè N  ³ ìîìåíò ³íåðö³¿ â³äíîñíî øàðí³ðà N ; ,aim  air  – ìàñà ò³ëà iNK  ³ 

â³äñòàíü â³ä éîãî öåíòðà ìàñè äî òî÷êè N ; ,  bi bim r  – ìàñà ò³ëà i iK A  ³ â³ä-

ñòàíü â³ä éîãî öåíòðà ìàñè äî òî÷êè iK ; ,aiJ biJ  – ìîìåíòè ³íåðö³¿ ò³ë iNK  

³ i iK A  â³äíîñíî øàðí³ð³â N  ³ iK  â³äïîâ³äíî; fim  – ìàñà i -¿ ñòóïí³; M  – 

ñóìàðíà ìàñà ñèñòåìè; ( , ),hi hix y  ( , ),mi mix y  ( , )si six y  – êîîðäèíàòè òî÷îê 

,iH  ,iM  iS  ó ñèñòåì³ â³äë³êó OXY ; ,  ix iyR R – âåðòèêàëüíà òà ãîðèçîíòàëü-

íà ñêëàäîâ³ ãîëîâíîãî âåêòîðà ñèë ðåàêö³¿ îïîðíî¿ ïîâåðõí³, ïðèêëàäåíîãî â 
òî÷ö³ ( ,0)RiZ x ; g  – ïðèñêîðåííÿ ñèëè òÿæ³ííÿ; ( )ai ai ai i bi fiK m r a m m= + + , 

bi bi bi i fiK m r b m= + , rK rm= , 2( )i ai i bi fiJ J a m m= + + , 2
ci bi i fiJ J b m= + , 

,  ,  1,2i i i i ia OK b K A i= = = . Òóò ³ íèæ÷å êðàïêîþ ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³-

þâàííÿ çà ÷àñîì t . 
 Äèíàì³êó êðîêóþ÷îãî ðîáîòà áóäåìî äîñë³äæóâàòè íà ïðîì³æêó ïîäâ³é-
íîãî êðîêó 0,T[ ] ó ðàìêàõ ñèìåòðè÷íî¿ õîäè, çà ÿêî¿ ðóõ îäí³º¿ íîãè ïîâòî-

ðþº ðóõ ³íøî¿ ³ç çàï³çíåííÿì ó ÷àñ³ 2 0.5Tτ = . ²ç ñèìåòðè÷íîñò³ âèïëèâàº, 

ùî îäèíàðí³ êðîêè ð³âí³ ì³æ ñîáîþ (ÿê çà òðèâàë³ñòþ 2τ , òàê ³ çà äîâæèíîþ 

L ). Ïðèéìåìî òàêó ïîñë³äîâí³ñòü ôàç ðóõó i -¿ ñòóïí³ ðîáîòà íà ïðîì³æêó 
ïîäâ³éíîãî êðîêó [5–7, 12]: ïåðåêàò ÷åðåç ï’ÿòêó iH , îïîðà íà âñþ ñòóïíþ, 

îïîðà íà ôàëàíãè i iM S , ïåðåêàò ÷åðåç íîñîê iS , ïåðåíåñåííÿ ñòóïí³ íàä 
ïîâåðõíåþ îïîðè. Â³äïîâ³äí³ ê³íåìàòè÷í³ óìîâè ðóõó ñòóïí³ ìàþòü âèãëÿä 
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 0( ) ,    ( ) 0,    ( ) ( ) 0,     [ ,  )hi hi hi si mi i hix t x y t y t y t t≡ ≡ > > ∈ τ τ , 

 0( ) ,      ( ) ( ) ( ) 0,         [ ,  )hi hi hi mi si hi mix t x y t y t y t t≡ ≡ ≡ ≡ ∈ τ τ , 

 0
1( ) ,    ( ) 0,    ( ) ( ) 0,   [ ,  ] mi mi hi mi si mi ix t x y t y t y t t +≡ > ≡ ≡ ∈ τ τ , 

 0
3  ( ) ,      ( ) ( ) 0,    ( ) 0,   ( ,  )si si hi mi si i six t x y t y t y t t −≡ > > ≡ ∈ τ τ ,  

 4 ( ) 0,      ( ) 0,       ( ) 0,             [ ,  )hi mi si si iy t y t y t t −> > > ∈ τ τ , (3) 

äå ,  ,  hi mi siτ τ τ  – ÷àñîâ³ ïàðàìåòðè ôàç ðóõó i -¿ ñòóïí³; 1 0τ = , 3 Tτ = ; 
0
1 0hx = , 0 0

2 1h hx x L= + , 0 0
1mi hix x= +  , 0 0

1 1 2s mx x= +  , 0 0
2 1 1 2s hx x L= − + +  , 

1 1 1 2 2H M H M= = , 2 1 1 2 2 ,  1,2M S M S i= = = . Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè (3) 

âèçíà÷åí³ íà íàï³ââ³äêðèòèõ ³íòåðâàëàõ: äëÿ 1-¿ ñòóïí³ – ïðè [0, ),t T∈  äëÿ 
2-¿ – ïðè (0, ]t T∈ . Íà ââåäåí³ ÷àñîâ³ ïàðàìåòðè íàêëàäåìî àíòðîïîìîðôí³ 
ðèòì³÷í³ óìîâè  

 2 1 2 1 20 s m s m T< τ < τ < τ < τ < τ < , (4) 

ÿê³ âèïëèâàþòü ³ç àíàë³çó 
ðèòì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê 
õîäè ëþäèíè â «íîðì³» [6, 
7]. Ñõåìàòè÷íî ðîçïîä³ë 
ôàç ðóõó ñòóïåíü ðîáîòà 
çîáðàæåíî íà ðèñ. 2, äå 
íàâåäåíî òî÷êè, ÿê³ â 
äàíèé ÷àñ êîíòàêòóþòü ç 
îïîðíîþ ïîâåðõíåþ. 
 Äî óìîâ (3), (4) äîäà-
ìî îáìåæåííÿ äèíàì³÷íî-
ãî õàðàêòåðó  

 1 30,    ,     [ , ) [ , )iy ix iy i i i i siR R R t + −> ≤ µ ∈ Ω = τ τ τ τ , 

 4( ) ( ) 0,    [ , ),       ,    [ , )iy ix si i hi Ri si i miR t R t t x x x t−≡ ≡ ∈ τ τ ≤ ≤ ∈ τ τ ,  

 1 3,     [ , ) [ , ),     1,2mi Ri si i mi i i six x x t i+ −≤ ≤ ∈ Λ = τ τ τ τ = , (5) 

ÿê³ îïèñóþòü â³ëüíå óïèðàííÿ ñòóïåíü íà ïîâåðõíþ êðîêóâàííÿ, íåïðîêîâ-
çóâàííÿ ñòóïåíü ( µ  – êîåô³ö³ºíò òåðòÿ ì³æ ñòóïíåþ òà îïîðíîþ ïîâåðõ-

íåþ) ³ ïîëîæåííÿ òî÷êè Z  ïðèêëàäàííÿ ãîëîâíîãî âåêòîðà îïîðíèõ ðåàêö³é.  
 Äîïîâíèìî ê³íåìàòè÷í³ óìîâè (3) ñï³ââ³äíîøåííÿìè, ÿê³ äîâèçíà÷àþòü 
ïîëîæåííÿ ñòóïåíü (òî÷îê êîíòàêòó ç ïîâåðõíåþ îïîðè) ó ïî÷àòêîâèé 0t =  
³ ê³íöåâèé t T=  ìîìåíòè ÷àñó, à òàêîæ óìîâàìè ñèìåòðè÷íîñò³ îäèíàðíèõ 
êðîê³â ðîáîòà:  

 0 0
2 1 1 2 1 1 1(0) ,    (0) 0,      ( ) 2 ,    ( ) 0m h m h h hx x l L y x T x L y T= + − = = + = , 

 2 3 2 3( ) ( ) ,      ( ) ( ),     1,2i i i it t t t i− −ζ + τ = ζ + ζ + τ = ζ =L   , (6) 

äå ( , , , , , , ),   ( , 0,0,0,0,0,0)i i i i ix y Lζ = ψ α β γ ε =L . 

 2. Ïàðàìåòðè÷íà îïòèì³çàö³ÿ õîäè ðîáîòà. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ 
îïòèì³çàö³¿ õîäè ðîáîòà ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ì³æëàíêîâèõ êóò³â ó øàðí³ðàõ 

  ,  ,  : ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )  i i Ni i Ki i i Ai i i iN K A t t t t t t t t tη ≡ α − ψ η ≡ α − β η ≡ γ − β − γ , 

äå 90 ,i Miγ = − ϕ  ,  1, 2Mi i i iA M H iϕ = ∠ = . Êóò Aiη  âèçíà÷àº â³äõèëåííÿ 

ñòóïí³ i i iA H M  â³äíîñíî ëàíêè i iA K . Íàêëàäåìî íà ì³æëàíêîâ³ êóòè îáìå-
æåííÿ  

1H  1 1 1H M S  1 1M S  1S   

     

2S     2H   2 2 2H M S  2 2M S  

        
         

0 
1h

τ  
2s

τ  
1m

τ         
2

τ  
2h

τ  
1s

τ  
2m

τ       T  

Рис. 2 
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 ( ) ,      ( ) ,       ( )Ni Ni Ni Ki Ki Ki Ai Ai Ait t tθ ≤ η ≤ Θ θ ≤ η ≤ Θ θ ≤ η ≤ Θ , 

 [0, ]t T∈ ,  (7) 

äå , ,Ni Ki Aiθ , , ,Ni Ki AiΘ  – çàäàí³ íà ïðîì³æêó [0, ]T  ôóíêö³¿, ÿê³ âèçíà÷àþòü 

íèæí³ òà âåðõí³ äîïóñòèì³ çíà÷åííÿ ì³æëàíêîâèõ êóò³â, 1, 2i = .  
 Ñôîðìóëþºìî òàêó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Íà ïðîì³æêó ïîä-
â³éíîãî êðîêó [0, ]t T∈  ó ðàìêàõ ñèìåòðè÷íî¿ õîäè ç äîâæèíîþ êðîêó L  

âèçíà÷èòè çàêîí ðóõó ðîáîòà ( )t∗ξ  ³ â³äïîâ³äí³ êåðóâàííÿ ( )iq t∗ , ( )iu t∗ , 

( ),  ( ),  1,2i ip t w t i∗ ∗ = , ÿê³ ç îãëÿäó íà ð³âíÿííÿ (1), (2) ïðè îáìåæåííÿõ (3)–(7) 
ì³í³ì³çóþòü ôóíêö³îíàë 

 
2

2 2 2 2

10

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

T

i i i i
i

q t u t p t w t dt
L =

Φ = + + +∑∫ [ ] .  (8) 

Çàçíà÷èìî, ùî êâàäðàòè÷íèé ôóíêö³îíàë (8) º çàãàëüíîïðèéíÿòèì ôóíêö³î-
íàëîì, ÿêèé âèêîðèñòîâóþòü ó çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ó ðàç³, êî-
ëè êåðóâàííÿ ðîáîòîì â³äáóâàºòüñÿ çà äîïîìîãîþ åëåêòðîäâèãóí³â ïîñò³éíî-
ãî ñòðóìó, ôóíêö³îíàë (8) (çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü) õàðàêòåðèçóº ñóìàðíó 
ê³ëüê³ñòü òåïëà, ÿêà âèä³ëÿºòüñÿ â îáìîòêàõ äâèãóí³â [1]. 
 Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó ñôîðìóëüîâàíî¿ 
çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Àëãîðèòì ´ðóíòóºòüñÿ íà ïðîöåäóðàõ ïà-
ðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè, êîíöåïö³¿ îáåð-
íåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà ÷èñëîâèõ ìåòîäàõ íåë³í³éíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïðî-
ãðàìóâàííÿ. Çà ïàðàìåòðè îïòèì³çàö³¿ âèáèðàºìî çíà÷åííÿ ôóíêö³é ïàðà-
ìåòðèçàö³¿ ó âóçëàõ äèñêðåòèçàö³¿ ïðîì³æêó [0, ]T . Íàêëàäåí³ íà ðóõ ñèñòå-
ìè îáìåæåííÿ çàäîâîëüíÿºìî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çîâí³øí³õ øòðàôíèõ 
ôóíêö³é. 

Íàâåäåìî îêðåì³ ïðîöåäóðí³ ìîìåíòè ðîçðîáëåíîãî àëãîðèòìó, íåîáõ³ä-
í³ äëÿ îïèñó ðåçóëüòàò³â ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ. Á³ëüø äåòàëüíî çàïðîïî-
íîâàíèé àëãîðèòì îïèñàíî â [5]. Âðàõîâóþ÷è çì³ííó ê³ëüê³ñòü ñòóïåí³â â³ëü-
íîñò³ ñèñòåìè íà ïðèéíÿòèõ ôàçàõ ðóõó (3), ââîäèìî ìíîæèíó íåçàëåæíî 
âàð³éîâàíèõ ôóíêö³é 

 
5

1 1 2
1

,      ( ), ( ), ( ), ( ) ,       [0, ]k g K K
k

x t x t t t t T
=

ω = ω ω = η η ∈ { } ,  

 2 2 1 2 3 1 2 2( ), ( ) ,   [0, ],        ( ), ( ) ,     [ , ]t t t t t t Tω = α γ ∈ τ ω = α γ ∈ τ{ } { } , 

 4 2 2 2 2( ), ( ) ,        [ , ]M st t tω = γ η ∈ τ τ{ } , 

 5 1 1 1( ), ( ) ,         [ , ]M st t t Tω = γ η ∈ τ{ } , (9) 

äå ( ) sin ( )gx x t r t= − ψ  – àáñöèñà öåíòðà ìàñè êîðïóñà; ( ) ( )Mi i i Mit tη = ε − γ − ϕ  

– êóò ó øàðí³ð³ iM  (êóò ì³æ ïðÿìèìè i iA M  ³ i iM S ). Ôóíêö³¿ ìíîæèí 1,ω  

2 3,  ω ω  ïàðàìåòðèçóºìî çà äîïîìîãîþ êóá³÷íèõ çãëàäæóâàëüíèõ ñïëàéí³â 

[10]. Êóá³÷íèé çãëàäæóâàëüíèé ñïëàéí ( )S tω  âèçíà÷àºòüñÿ ÷àñîâîþ ñ³òêîþ 

0 1, , ,
nω

ω ω ωσ σ σ , çíà÷åííÿìè 0 1, , ,
n

z z z ω
ω ω ω  ó âóçëàõ ñ³òêè òà â³äïîâ³äíèìè êî-

åô³ö³ºíòàìè çãëàäæóâàííÿ 0 1, , ,
nω

ω ω ωρ ρ ρ , à òàêîæ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè 

òèïó 

 0 0( ) ( ),           ( ) ( )
n n

S S S Sω ω
ω ω ω ω ω ω ω ωσ = σ σ = σ    , (10) 

àáî 

 0( ) ,                  ( )
n

S a S bω
ω ω ω ω ω ωσ = σ =  . (11) 
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Äëÿ êîæíî¿ ïàðàìåòðèçîâàíî¿ ôóíêö³¿ âåëè÷èíè 0 1, , , ,  ,  
n

z z z a bω
ω ω ω ω ω  ïðè-

éìàºìî çà ïàðàìåòðè îïòèì³çàö³¿. Ïðè öüîìó ÷àñòèíó öèõ ïàðàìåòð³â âèêî-
ðèñòîâóºìî äëÿ çàäîâîëåííÿ óìîâ (3), (6) ó ìîìåíòè ÷àñó 20,  ,  t T= τ . Êî-

åô³ö³ºíòè çãëàäæóâàííÿ 0 1, , ,
nω

ω ω ωρ ρ ρ  º ïàðàìåòðàìè àëãîðèòìó òà ïðèé-

ìàþòü ô³êñîâàí³ çíà÷åííÿ. Ïðè ïàðàìåòðèçàö³¿ ôóíêö³é ç ìíîæèíè 1ω  âè-

êîðèñòîâóºìî ñïëàéíè ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (10), à ç ìíîæèí 2 3,  ω ω  – 

ñïëàéíè ç óìîâàìè (11). Ôóíêö³¿ ç ìíîæèí 4 5,  ω ω  îïèñóþòü ðóõ ñòóïåíü íà 
ôàçàõ ¿õ ïåðåíåñåííÿ íàä ïîâåðõíåþ îïîðè. Âðàõîâóþ÷è áåç³íåðö³éí³ñòü 
ñòóïåíü, ¿õ ðóõ íà ôàç³ ïåðåíåñåííÿ 4[ , ]si i−τ τ  çàäàºìî ó âèãëÿä³ ë³í³éíèõ 

ôóíêö³é â³ä ÷àñó t : 

 4
4

( ) ( ) ( ) si
i i i i si

i si

t
t −

−

− τ
γ ≡ γ τ − γ τ

τ − τ
[ ] , 

 4

4
( ) ( ) i

Mi Mi si
i si

t
t −

−

τ −
η ≡ η τ

τ − τ
,  

äå ìîìåíò ÷àñó çàâåðøåííÿ äâîîïîðíî¿ ôàçè siτ  îá÷èñëþºìî íà îñíîâ³ àíà-

ë³çó ðîçì³ùåííÿ òî÷îê ,  ,  i i iA M S  â³äíîñíî ïðÿìî¿ ,  1,2OX i = . Êîîðäèíàòè 

öèõ òî÷îê çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâàíèõ ðàí³øå ôóíêö³é x , Kiη , 

3 i−γ , iα  ³ íåñêëàäíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü. Êåðóþ÷³ ìîìåíòè 

,  ,  ,  i i i iq u p w , à òàêîæ ðåàêö³¿ ,  ix iyR R  ³ òî÷êó ¿õ ïðèêëàäàííÿ ( ,0)RiZ x  

îá÷èñëþºìî ç ð³âíÿíü ðóõó (1), (2), ó ÿêèõ íà îäíîîïîðíèõ ôàçàõ 2 2[ , )sτ τ , 

1[ , )s Tτ  äëÿ ïåðåíîñíî¿ íîãè çàäàºìî  

 1 1 1( ) ( ) 0,       ( ) 0x y RR t R t x t≡ ≡ ≡  ïðè 2 2[ , )st ∈ τ τ ,  

 2 2 2( ) ( ) 0,       ( ) 0x y RR t R t x t≡ ≡ ≡  ïðè  1[ , )st T∈ τ .  

Íà äâîîïîðíèõ ôàçàõ 2[0, )sτ , 2 1[ , )sτ τ  øóêàí³ ôóíêö³¿ 1 2,  R Rx x , à òàêîæ 

2xR  ïðè 2[0, )st ∈ τ  ³ 1xR  ïðè 2 1[ , )st ∈ τ τ  äîâèçíà÷àºìî çà äîïîìîãîþ ë³í³é-
íî¿ ³íòåðïîëÿö³¿ çà ¿õ çíà÷åííÿìè íà ñóì³æíèõ îäíîîïîðíèõ ôàçàõ. Íàêëà-
äåí³ íà ðóõ ñèñòåìè îáìåæåííÿ (3), (5)–(7) ïîäàºìî â ³íòåãðàëüí³é ôîðì³: 

 2 2

0

( ) ( )
T

Ni Ni Ni Ni NiQ dt+ += η − Θ + θ − η∫ [ ]( ) ( ) , 

 2 2

0

( ) ( )
T

Ki Ki Ki Ki KiQ dt+ += η − Θ + θ − η∫ [ ]( ) ( ) , 

 2 2

0

( ) ( )
T

Ai Ai Ai Ai AiQ dt+ += η − Θ + θ − η∫ [ ]( ) ( ) ,  

 2 2( ) ,        

i i

ix iyRi iy i
R RQ R dt Q dt+ µ +

Ω Ω

− µ= − =∫ ∫( ) (( ) ) , 

 

,3

2 2( ) ( )
mi

s i

xi Hi Ri Ri SiQ x x x x dt

−

τ

+ +
τ

= − + − +∫ [ ]( ) ( )  

 
1

2 2( ) ( )
i

mi

Mi Ri Ri Six x x x dt
+τ

+ +
τ

+ − + −∫ [ ]( ) ( ) , 

 2 2 2

0

( ) ( ) ( ) ,     1,2
T

yi hi mi siQ y y y dt i+ + += − + − + − =∫ [ ]( ) ( ) ( ) , (12) 
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äå 
, 0,

( )
0, 0.+

ν ν ≥
ν = 

ν <
 Ñï³ââ³äíîøåííÿ (12), à òàêîæ ôóíêö³îíàë (8) îá÷èñëþº-

ìî çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ïðîöåäóð ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ. Îñòàòî÷íî 
âèõ³äíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ õîäîþ ðîáîòà çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ 
íåë³í³éíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ  

 0 ( ) min,        ( )Q → =
C

C Q C 0 , (13) 

äå C  – âåêòîð ïàðàìåòð³â îïòèì³çàö³¿, ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ 0 ( )Q C  ôîðìóºòüñÿ 

íà îñíîâ³ ôóíêö³îíàëà (8), âåêòîð-ôóíêö³ÿ Q  – íà îñíîâ³ (12). 
 3. ×èñëîâå ìîäåëþâàííÿ õîäè ðîáîòà. Îïèøåìî ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ õîäè ðîáîòà ç òàêèìè êîí-
ñòðóêòèâíèìè ïàðàìåòðàìè: 73.2M = êã, 46.6m = êã, 0.39r = ì, 7.1J = Íì2, 

1 2 8.5a am m= = êã, 1 2 0.47a a= = ì, 1 2 0.26a ar r= = ì, 1 2 0.26a aJ J= = Íì2 , 

1 2 3.5b bm m= = êã, 1 2 0.53b b= = ì, 1 2 0.21b br r= = ì, 1 2 0.22b bJ J= = Íì2, 

1 2 1.2f fm m= = êã, 1 0.19= ì, 2 0.1= ì, 1 2 38M Mϕ = ϕ = ° , 1 1 2 2A M A M= =  

0.17= ì. Òðèâàë³ñòü ïîäâ³éíîãî êðîêó 1.14T = ñ, äîâæèíà êðîêó 0.755L = ì, 
êîåô³ö³ºíò òåðòÿ 0.9µ = . Íèæíþ ³ âåðõíþ ìåæ³ , ,Ni Ki Aiθ , , ,Ni Ki AiΘ  îáëàñòåé 

çì³íè ì³æëàíêîâèõ êóò³â çàäàâàëè íà ï³äñòàâ³ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³ä-
æåíü õîäè ëþäèíè [18]. Ïàðàìåòðàì ÷èñëîâî¿ ñõåìè àëãîðèòìó íàäàâàëè 

òàêèõ çíà÷åíü: 25gxxn n= = , 1 2 14n nα α= = , 1 2 21n nγ γ= = , 1 2 23K Kn nη η= = , 

1 2 1 2 210gxx α α γ γ −ρ = ρ = ρ = ρ = ρ = ρ = , 1 2 410K Kη η −ρ = ρ = . Çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü 
ïàðàìåòð³â îïòèì³çàö³¿ ñòàíîâèëà 77. 
 Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (13) âèêîðèñòîâóâàëè ìåòîä Ðîçåíáðîêà 
ñï³ëüíî ç ìåòîäîì çîâí³øí³õ øòðàôíèõ ôóíêö³é [2]. Ïî÷àòêîâèé êðîê ìå-
òîäó Ðîçåíáðîêà ñòàíîâèâ 0.01, êîåô³ö³ºíò çì³íè äîâæèíè êðîêó – 1.5. 
Ïðîâîäèëèñü 4 ³òåðàö³¿ ìåòîäó çîâí³øí³õ øòðàôíèõ ôóíêö³é, äå íà ïåðø³é 
³òåðàö³¿ êîåô³ö³ºíòè ïðè øòðàôíèõ ôóíêö³ÿõ (12) ïðèéìàëè çíà÷åííÿ: NiQ , 

KiQ , AiQ  – 510 , XiQ  – 610 , iQµ  – 410 , à íà êîæí³é íàñòóïí³é ³òåðàö³¿ âîíè 

çá³ëüøóâàëèñÿ â 10 ðàç³â. Êîåô³ö³ºíòè ïðè øòðàôíèõ ôóíêö³ÿõ RiQ , yiQ  

íà âñ³õ ³òåðàö³ÿõ çàäàâàëèñü â³äïîâ³äíî 510  ³ 310 . Òî÷í³ñòü çà ïàðàìåòðàìè 

îïòèì³çàö³¿ ³ çíà÷åííÿì ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ñòàíîâèëè â³äïîâ³äíî 610−  ³ 110− , 
÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (13) íà êîìï’þòåð³ òèïó AMD Sempron 2200+ ÌÃö 
– áëèçüêî 4 õâ.  
 Îòðèìàíèé ñóáîïòèìàëüíèé çàêîí ðóõó äâîíîãîãî ðîáîòà õàðàêòåðèçó-
ºòüñÿ òàêèìè ðèòì³÷íèìè ïàðàìåòðàìè: 1 0.11h Tτ = , 2 0.38h Tτ = , 1sτ =  

0.56T= , 2 0.61h Tτ = , 2 0.88m Tτ = , 2 0.06s Tτ = . Ï³ä ÷àñ îïòèì³çàö³¿ çíà÷åí-

íÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ (8) áóëî çìåíøåíå ïðèáëèçíî â 7 ðàç òà îñòàòî÷íî ñòà-

ëî ð³âíèì 5433.7∗Φ = . Ê³íåìàòè÷í³ òà äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ïîáóäîâà-
íîãî ñóáîïòèìàëüíîãî ïðîöåñó çîáðàæåíî íà ðèñ. 3–14 (æèðí³ ë³í³¿). Òóò ÷àñ 
t  âèðàæåíî ó â³äñîòêàõ ùîäî òðèâàëîñò³ ïîäâ³éíîãî êðîêó, êóòè – â ãðàäó-
ñàõ, äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè â³äíåñåíî äî ñóìàðíî¿ ìàñè ñèñòåìè òà âè-
ðàæåíî: ìîìåíòè – â Íì/êã, ðåàêö³¿ – â Í/êã. Íà ðèñ. 3–5 íàâåäåíî ãðàô³êè 
ì³æëàíêîâèõ êóò³â 1 1 1,  ,  N K Aη η η , äå òîíêèìè ë³í³ÿìè ïîêàçàíî îáëàñò³ äî-
ïóñòèìèõ çíà÷åíü öèõ êóò³â [18]. Çã³äíî ç ÷èñëîâèìè äàíèìè â³äíîñíà ïî-
õèáêà â³äõèëåííÿ êóò³â â³ä ¿õ äîïóñòèìèõ îáëàñòåé íå ïåðåâèùóº 0.2% [5]. 
Â³äïîâ³äí³ êåðóþ÷³ ìîìåíòè â øàðí³ðàõ ñèñòåìè, à òàêîæ ðåàêö³¿ îïîðíî¿ 
ïîâåðõí³ çîáðàæåíî íà ðèñ. 6–11. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ íà ðèñ. 6–8, 10, 11 òîí-
êèìè ë³í³ÿìè ïîêàçàí³ îáëàñò³ çì³íè â³äïîâ³äíèõ ìîìåíò³â ³ ðåàêö³é [18]. Íà 
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ãðàô³êàõ âèäíî, ùî äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè, îòðèìàí³ øëÿõîì ðîçâ’ÿçàí-
íÿ çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ (13), äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ³ç çàãàëüíî-
ïðèéíÿòèìè îáëàñòÿìè çì³íè öèõ õàðàêòåðèñòèê. Çì³íó (â ÷àñ³) ïîëîæåííÿ 
òî÷êè Z  ïîêàçàíî íà ðèñ. 12. Òóò 1Rx  âèðàæåíî â ì, ÷àñ t  ðîçãëÿäàºòüñÿ 

íà ïðîì³æêó îïîðè 1-¿ ñòóïí³ 1[0, )sτ . Òîíê³ êðèâ³ 1, 2, 3 çàäàþòü â³äïîâ³äíî 

àáñöèñè òî÷îê 1 1,  H M  ³ 1S . Âèäíî, ùî ïðè îïîð³ íà ñòóïíþ òî÷êà Z  çíàõî-
äèòüñÿ ó ìåæàõ îïîðíîãî â³äð³çêó ³ â ïðîöåñ³ ðóõó ñòóïí³ ïåðåì³ùàºòüñÿ 
â³ä ï’ÿòêè 1H  äî íîñêà 1S , ùî ñï³âïàäàº ç ðåçóëüòàòàìè åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ äîñë³äæåíü [18]. 
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Ïîáóäîâàíèé ñóáîïòèìàëüíèé çàêîí ðóõó ðîáîòà õàðàêòåðèçóºòüñÿ íå-
çíà÷íèìè êîëèâàííÿìè êîðïóñó: êóòîâ³ êîëèâàííÿ â³äáóâàþòüñÿ ç àìïë³òó-
äîþ 0.6°  â³äíîñíî ïðÿìî¿, â³äõèëåíî¿ íàçàä â³ä âåðòèêàë³ íà 1.1° , âåðòè-
êàëüí³ êîëèâàííÿ òî÷êè êîðïóñó N  ïðîõîäÿòü íà ñåðåäí³é âèñîò³ 1.115 ì 
³ ¿õ àìïë³òóäà íå ïåðåâèùóº 0.014 ì. Øâèäê³ñòü êóòîâèõ êîëèâàíü êîðïó-
ñó íå ïåðåâèùóº 10° ñ-1, øâèäê³ñòü âåðòèêàëüíèõ êîëèâàíü òî÷êè N  – 
0.21ìñ-1. Ìàêñèìàëüíà øâèäê³ñòü ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè N  
ñòàíîâèòü 1.44 ìñ-1. 

 Äëÿ äîñë³äæåííÿ âïëèâó êîåô³ö³ºíò³â çãëàäæåííÿ 0 1, , ,
nω

ω ω ωρ ρ ρ  íà 

ïðîöåñ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó, íà éîãî ê³íåìàòè÷í³ òà äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñ-
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òèêè íàâåäåíèé âèùå àëãîðèòì ïàðàìåòðèçàö³¿ áóâ ðåàë³çîâàíèé äëÿ çâè-

÷àéíèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ ñïëàéí³â, òîáòî 0 1 0
nω

ω ω ωρ = ρ = = ρ = . Äëÿ ïîð³â-

íÿííÿ íà ðèñ. 13, 14 òîíêèìè ë³í³ÿìè çîáðàæåíî ãðàô³êè ìîìåíòó 1q  ³ ðåàê-

ö³¿ 1yR , ÿê³ â³äïîâ³äàþòü çâè÷àéíèì ñïëàéíàì. Íà ãðàô³êàõ âèäíî, ùî äëÿ 

çãëàäæåíèõ ñïëàéí³â (æèðí³ ë³í³¿) äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàþòü ìåíøèé 
ð³âåíü îñöèëÿö³¿ ³ ìåíø³ ïîðîãîâ³ çíà÷åííÿ. Ïðè öüîìó ïðîöåñ ïîáóäîâè 
ñóáîïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ïðè çãëàäæåíèõ ñïëàéíàõ ìàº ñò³éê³øèé õàðàê-
òåð ïîð³âíÿíî ç³ çâè÷àéíèìè ñïëàéíàìè. Äëÿ çâè÷àéíèõ ñïëàéí³â ÷àñòî íå 
ìîæíà áóëî äîñÿãíóòè çàäàíî¿ òî÷íîñò³ âèêîíàííÿ îáìåæåíü ó çàäà÷³ (13).  
 Ïàðàëåëüíî ç ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ 
(13) ðîçâ’ÿçóâàëè òàêîæ çà äîïîìîãîþ êâàç³íüþòîí³âñüêî¿ ìîäèô³êàö³¿ ìå-
òîäó ë³íåàðèçàö³¿ (ÊÌÌË) ç ð³çíèöåâîþ àïðîêñèìàö³ºþ ïîõ³äíèõ [13, 14]. 
Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóâàëè êâàç³íþòîí³âñüêèé ïåðåðàõóíîê Áðîéäåíà – 
Ôëåò÷åðà – Ãîëüäôàðáà – Øàííî (BFGS). Äëÿ îá÷èñëåííÿ ãðàä³ºíò³â âèêî-
ðèñòîâóâàëè ÷èñåëüíå äèôåðåíö³þâàííÿ çà ôîðìóëîþ öåíòðàëüíèõ ð³çíèöü 

ç êðîêîì 510− . Ïàðàìåòð ïîøóêó âåëè÷èíè êðîêó ðóõó 0.01ε = , à ñàì ïî-
øóê çä³éñíþâàëè àëãîðèòìîì ïîä³ëó íàâï³ë. Ïîð³âíÿííÿ çàçíà÷åíèõ ìåòîä³â 
ïðîâîäèëè äëÿ ð³çíèõ ïî÷àòêîâèõ (ñòàðòîâèõ) òî÷îê ó ïðîñòîð³ ïàðàìåòð³â 
îïòèì³çàö³¿. Ó òàáë. 1 ïîäàíî îêðåì³ ðåçóëüòàòè ïàðàëåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ 

çàäà÷³ (13). Òóò ∗Φ  – ñóáîïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ (8), E  – ïè-
òîì³ (íà îäèíèöþ øëÿõó) ìåõàí³÷í³ åíåðãîâèòðàòè íà ïåðåì³ùåííÿ ñèñòåìè 
[3–7, 12], t∆  – ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿. Ïîð³â-
íÿëüíèé àíàë³ç îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â ñâ³ä÷èòü, ùî äëÿ á³ëüøîñò³ ïî÷àòêî-
âèõ òî÷îê ÊÌÌË º åôåêòèâí³øèì: ìåíøèé ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, äîñÿã-
íóòå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ º ìåíøèì. Ïðè öüîìó äëÿ ïîáóäîâàíèõ çà 
äîïîìîãîþ ÊÌËÌ ñóáîïòèìàëüíèõ çàêîí³â ðóõó ïèòîì³ åíåðãîâèòðàòè ñèñ-
òåìè E  òàêîæ º ìåíøèìè, í³æ åíåðãîâèòðàòè, îòðèìàí³ ìåòîäîì Ðîçåíáðî-
êà. Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ñâ³ä÷èòü òàêîæ ïðî (ëîêàëüíó) áàãàòîåêñò-
ðåìàëüí³ñòü çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ (13). 

Таблиця 1 
¹ 

òî÷êè 
Ìåòîä ∗Φ  E , Äæ/ì t∆ , õâ:ñ 

Ðîçåíáðîê 6324 141.2 2:56 1 
ÊÌÌË 4825 127.5 3:06 
Ðîçåíáðîê 5900 137.6 3:27 

2 
ÊÌÌË 5124 130.5 1:37 
Ðîçåíáðîê 5867 154.2 2:24 

3 
ÊÌÌË 5896 145.6 0:55 
Ðîçåíáðîê 5433 137.9 3:39 

4 
ÊÌÌË 5900 134.4 1:00 
Ðîçåíáðîê 5985 135.4 2:58 

5 
ÊÌÌË 5678 138.2 0:50 

 
4. Âèñíîâêè. Ó ðàìêàõ ïëîñêèõ ñèñòåì òâåðäèõ ò³ë ïîáóäîâàíî ìàòåìà-

òè÷íó ìîäåëü õîäè äâîíîãîãî ðîáîòà ïî íåðóõîì³é ãîðèçîíòàëüí³é ïîâåðõí³. 
Â ìîäåë³ âðàõîâóþòüñÿ îñíîâí³ ðèòì³÷í³, ê³íåìàòè÷í³ òà äèíàì³÷í³ îáìåæåí-
íÿ àíòðîïîìîðôíîãî òèïó, çîêðåìà, ïðèðîäíà ïîñë³äîâí³ñòü ôàç ðóõó ñòó-
ïåíü, â³ëüíå óïèðàííÿ ñòóïåíü íà îïîðíó ïîâåðõíþ, ðóõ «êîë³íêàìè» âïå-
ðåä. Ó êëàñ³ ñèìåòðè÷íî¿ õîäè íà ïðîì³æêó ïîäâ³éíîãî êðîêó ñôîðìóëüîâà-
íî çàäà÷ó ïîøóêó îïòèìàëüíèõ çàêîí³â ðóõó äâîíîãîãî ðîáîòà, ÿê³ ïðè íà-
êëàäåíèõ îáìåæåííÿõ ì³í³ì³çóþòü êâàäðàòè÷íèé ôóíêö³îíàë. Çàïðîïîíîâà-
íî ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèé àëãîðèòì ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó äîñë³ä-
æóâàíî¿ çàäà÷³, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäè-
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íàò ñèñòåìè ñ³ì’ºþ çãëàäæóâàëüíèõ êóá³÷íèõ ñïëàéí³â, ðîçâ’ÿçàíí³ îáåðíå-
íèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà âèêîðèñòàíí³ ïðîöåäóð ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çàö³¿ ó 
ïîºäíàíí³ ç ìåòîäàìè çîâí³øí³õ øòðàôíèõ ôóíêö³é. ßê ïîêàçàëè ðåçóëüòà-
òè ÷èñëîâèõ äîñë³äæåíü, ðîçðîáëåíèé àëãîðèòì äàº ìîæëèâ³ñòü çà äîïîìî-
ãîþ ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðíèõ ñèñòåì çà â³äíîñíî êîðîòêèé ÷àñ (~2 õâ.) ïîáó-
äóâàòè ñóáîïòèìàëüíèé êåðîâàíèé ïðîöåñ äëÿ äâîíîãîãî êðîêóþ÷îãî ðîáîòà. 
Ïðè öüîìó îòðèìàí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè äîáðå ñï³ââ³äíîñÿòüñÿ ç â³äïîâ³äíè-
ìè äàíèìè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü. Ïðîâåäåí³ ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè 
ñâ³ä÷àòü òàêîæ ïðî ñóòòºâ³ ïåðåâàãè âèêîðèñòàííÿ çãëàäæåíèõ êóá³÷íèõ 
ñïëàéí³â ïðè ïàðàìåòðèçàö³¿ øóêàíèõ çàêîí³â ðóõó ïîð³âíÿíî ç³ çâè÷àé-
íèìè ³íòåðïîëÿö³éíèìè ñïëàéíàìè. Äëÿ çâè÷àéíèõ ñïëàéí³â ê³íåìàòè÷í³ òà 
äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ñóáîïòèìàëüíèõ ïðîöåñ³â ìàþòü á³ëüø âèðàæå-
íèé îñöèëþþ÷èé õàðàêòåð, ÷àñòî â ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷-
íî¿ îïòèì³çàö³¿ (13) íå ìîæíà áóëî äîñÿãíóòè çàäàíî¿ òî÷íîñò³ âèêîíàííÿ 
îáìåæåíü, íàêëàäåíèõ íà ðóõ ñèñòåìè.  
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ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ХОДЬБЫ ДВУНОГОГО РОБОТА 
 
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äåâÿòèçâåííîé íåëèíåéíîé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìîé, ìîäåëèðóþùåé õîäüáó äâóíîãîãî ðîáîòà. Íà äâèæåíèå ñèñòåìû 
íàëîæåíû îñíîâíûå ðèòìè÷åñêèå, êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ 
àíòðîïîìîðôíîãî òèïà, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìèíèìèçàöèè âûáðàí êâàäðàòè÷-
íûé (ïî óïðàâëÿþùèì ìîìåíòàì ñèë â øàðíèðàõ) ôóíêöèîíàë. Â ðàìêàõ ñèì-
ìåòðè÷íûõ ïîõîäîê (íà èíòåðâàëå äâîéíîãî øàãà) ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà 
ïàðàìåòðèçàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû êóáè÷åñêèìè ñãëàæèâàþùèìè 
ñïëàéíàìè, êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåëèíåé-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. 
 
PARAMETRIC OPTIMIZATION OF BIPEDAL ROBOT GAIT 
 
The optimal control problem for a nine-link nonlinear mechanical system, that models 
the bipedal walking robot gait, is investigated. The motion of the system has to satisfy 
the basic rhythmic, cinematic and dynamic restrictions of anthropomorphic type. A qu-
adratic objective functional (on the control torques in the joints) is used. The algorithm 
for approximate solution of the given problem in the class of symmetric gaits (on the 
double stride period) is proposed. This algorithm is based on the parameterization of the 
system generalized coordinates by the cubic smoothing splines, inverse dynamic appro-
ach and numerical methods of nonlinear mathematical programming. 
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