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ПРО РОЗВ’ЯЗКИ МАТРИЧНИХ МНОГОЧЛЕННИХ РІВНЯНЬ 
І ПОДІБНІСТЬ МАТРИЦЬ 
 

Îïèñàíî ðîçâ’ÿçêè òðèêóòíîãî âèãëÿäó ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåííèõ ð³âíÿíü. 
Çîêðåìà, âñòàíîâëåíî óìîâè, çà ÿêèõ ðîçâ’ÿçêè ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåííîãî 
ð³âíÿííÿ ç ìàòðèöÿìè-êîåô³ö³ºíòàìè òðèêóòíîãî âèãëÿäó º òàêîãî æ òðè-
êóòíîãî âèãëÿäó, òà çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á ¿õ çíàõîäæåííÿ. Âêàçàíî âèãëÿä 
óñ³õ ðîçâ’ÿçê³â òðèêóòíîãî âèãëÿäó ç îäíèì åëåìåíòàðíèì ä³ëüíèêîì ³ ïðîñ-
òî¿ ñòðóêòóðè ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåííîãî ð³âíÿííÿ. 

 
Íåõàé P  – àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ³  

 1
0 1 1 0m m

m mX A X A XA A−
−+ + + + =  (1) 

– ìàòðè÷íå ìíîãî÷ëåííå ð³âíÿííÿ, äå iA  – ( )n n× -ìàòðèö³ íàä ïîëåì P , 

0,1, , .i m=   

Ìàòðèöþ  

 1
0 1 1( ) m m

m mA A A A A−
−λ = λ + λ + + λ +  (2) 

íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ð³âíÿííÿ (1). Ìíîãî÷ëåí ( )∆ λ =  
det ( )A= λ  íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì, à éîãî êîðåí³ – õà-

ðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè ìàòðèö³ ( )A λ  ³ ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ (1) [4]. 

 Ìàòðèöÿ ( )AD λ  îçíà÷àòèìå êàíîí³÷íó ä³àãîíàëüíó ôîðìó ìàòðèö³ 
( )A λ , òîáòî  

1 2( ) ( ) ( ) ( ) diag ( ), ( ), , ( )A
nD U A Vλ = λ λ λ = µ λ µ λ µ λ( ) , 

à ( )iµ λ  – ¿¿ ³íâàð³àíòí³ ìíîæíèêè, 1( ) | ( ),  1, , 1;  ( ),  ( )i i i n U V+µ λ µ λ = − λ λ  

– îáîðîòí³ íàä [ ]λP  ìàòðèö³. 
Íàéïðîñò³ø³ ìàòðè÷í³ ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçóâàëèñü ùå ó äðóã³é ïîëîâèí³ 

XIX ñòîë³òòÿ. Íå ìàþ÷è çàãàëüíîãî ï³äõîäó ³ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿíü 
âèãëÿäó (1), êîæíå ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçóâàëè ó êîíêðåòíîìó âèïàäêó. Òàê, Êåë³ 

(À. Cayley) [12] âêàçàâ ðîçâ’ÿçêè äëÿ ð³âíÿííÿ 2X A=  äëÿ ìàòðèöü 2-ãî ³ 
3-ãî ïîðÿäê³â. ²äå¿ Êåë³ äàë³ ðîçâèíóâ Ñèëüâåñòð (J. J. Sylvestår) [20], ÿêèé, 

çîêðåìà, ðîçãëÿíóâ ð³âíÿííÿ mX E=  òà 0mX = . Ôðîáåí³óñ (F. G. L. Frobe-

nius) [15] çíàéøîâ âñ³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ 2X A= , êîëè A  – íåîñîáëèâà 
ìàòðèöÿ. Äàë³ ³íøèìè àâòîðàìè áóëî ðîçãëÿíóòî çàãàëüíå äâî÷ëåííå ð³â-

íÿííÿ mX A=  ³ âêàçóâàëèñü ðîçâ’ÿçêè ç ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè [1, 13, 18]. 
Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèé ç ó÷íÿìè [4, 6, 7] âñòàíîâèëè êðèòåð³é ³ñíóâàííÿ 

ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ mX A=  ó òåðì³íàõ ñòåïåí³â åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â 
ìàòðèö³ A . 

Òðîéºíôåëüñ (P. Treuenfels) [22] ïîêàçàâ, ùî äëÿ ³ñíóâàííÿ õî÷à áè îä-

íîãî ðîçâ’ÿçêó ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ 2 2 0X AX B− + =  äîñòàòíüî, ùîá õà-
ðàêòåðèñòè÷í³ êîðåí³ ìàòðèö³  

 2

A E
R

A B A
=

−
 

áóëè ð³çíèìè. Ì. Ïåòêîâ [8] öåé ðåçóëüòàò ïîøèðèâ äëÿ ìàòðè÷íîãî ð³âíÿí-

íÿ âèãëÿäó 2 0X CX D− − = . 
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ³ ïîâíîãî îïèñó ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (1) íåîáõ³äíî ¿õ 

êëàñèô³êóâàòè. Ñèëüâåñòð âñòàíîâèâ äëÿ ð³âíÿííÿ (1) ó âèïàäêó 2m =  ³ 
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2n = , ùî êîæíèé õàðàêòåðèñòè÷íèé êîð³íü ðîçâ’ÿçêó B  ð³âíÿííÿ (1) º 
õàðàêòåðèñòè÷íèì êîðåíåì éîãî õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàòðèö³ (2). Áóõãàéì 
(À. Buchheim) äîâ³â öåé ôàêò ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çâ³äñè îäåðæóºìî, ùî 
õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí det ( )E Bλ −  ðîçâ’ÿçêó B  ð³âíÿííÿ (1) º ä³ëü-

íèêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà det ( )A λ  éîãî õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàò-
ðèö³ ( )A λ . Îòæå, âñ³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (1) ðîçáèâàþòüñÿ íà êëàñè ç òèì 
ñàìèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì, ÿêèé º ä³ëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íî-
ãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèö³ ( )A λ . Òàêèé ï³äõ³ä çàñòîñóâàâ Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèé 
ïðè ðîçãëÿä³ ð³âíÿííÿ (1) [2, 3]. 

Óçàãàëüíåííÿì öüîãî ôàêòó ñòàëà òåîðåìà Áåçó äëÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî-
÷ëåí³â [16], ³ç ÿêî¿ âèïëèâàº, ùî ìàòðèöÿ B  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1) òîä³ 
é ò³ëüêè òîä³, êîëè ( )B E Bλ = λ −  º ë³âèì ä³ëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàò-
ðèö³ ( )A λ  ð³âíÿííÿ (1). Ó ö³é æå ðîáîò³ [16] ñòâåðäæóºòüñÿ, ùî ³íâàð³àíòí³ 
ìíîæíèêè ä³ëüíèêà ( )B λ  ìàòðèö³ ( )A λ  º ä³ëüíèêàìè â³äïîâ³äíèõ ³íâàð³àíò-
íèõ ìíîæíèê³â ìàòðèö³ ( )A λ . Íà îñíîâ³ öüîãî ôàêòó âñ³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ 
(1) ìîæíà ðîçáèòè íà êëàñè ïîä³áíèõ ì³æ ñîáîþ ðîçâ’ÿçê³â. 

Òîìó çàäà÷à ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó: íåõàé d -ìàòðèöÿ 

 1 1( ) diag ( ), , ( ) ,     ( ) | ( ),   1, , 1n i i i n+Φ λ = ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ = − ( ) , 

deg det ( ) nΦ λ = , º ä³ëüíèêîì êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè ( )AD λ  õàðàê-

òåðèñòè÷íî¿ ìàòðèö³ ( )A λ  ³ JΦ  – æîðäàíîâà ìàòðèöÿ, ïîáóäîâàíà çà åëå-

ìåíòàðíèìè ä³ëüíèêàìè ìàòðèö³ ( )Φ λ . Òîä³ êîæíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1) 

³ç æîðäàíîâîþ ôîðìîþ JΦ  ìàº âèãëÿä 1
i i iB S J S−

Φ= , äå iS  – íåîñîáëèâ³ 
ìàòðèö³, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ìàòðè÷íå ë³í³éíå ð³âíÿííÿ  

 1
0 1 0m m

i i i mJ S A J S A S A−
Φ Φ+ + + = . (3) 

Çðîçóì³ëî, ùî â³äøóêàííÿ íåîñîáëèâèõ ðîçâ’ÿçê³â iS  ð³âíÿííÿ (3), à, 

îòæå, é óñ³õ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (1) ³ç æîðäàíîâîþ ôîðìîþ JΦ , ïîâ’ÿçàíå ç 
ïåâíèìè òðóäíîùàìè. Àëå öå ìîæíà çðîáèòè äëÿ ðîçâ’ÿçê³â ïåâíèõ âèãëÿ-
ä³â, çîêðåìà òðèêóòíî ïîä³áíèõ, òîáòî äëÿ ìàòðèöü S  òðèêóòíîãî âèãëÿäó. 

Êð³ì òîãî, âàæëèâîþ º çàäà÷à çíàõîäæåííÿ çà äàíèì ðîçâ’ÿçêîì 0B  

ìíîãî÷ëåííîãî ð³âíÿííÿ (1) ³íøèõ éîãî ðîçâ’ÿçê³â, ïîä³áíèõ äî 0B . Ó öüîìó 

íàïðÿìêó â³äîìèé ëèøå òàêèé ðåçóëüòàò Áåéëÿ (J. H. Bell) [11]: Êîæíà 

ìàòðèöÿ 1
0i i iC S B S−= , ïîä³áíà äî ðîç’ÿçêó 0B  ð³âíÿííÿ (1), º ðîçâ’ÿçêîì 

öüîãî ð³âíÿííÿ òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ì³í³ìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèö³ 

0B  º ä³ëüíèêîì åëåìåíò³â õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàòðèö³ ( )A λ  ð³âíÿííÿ (1). 

Íà îñíîâ³ âñòàíîâëåíî¿ Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèì òà îäíèì ³ç àâòîð³â òðèêóòíî¿ 
ôîðìè ìàòðèö³ ( )A λ  ùîäî íàï³âñêàëÿðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ â³äïîâ³äíå ìàò-
ðè÷íå ìíîãî÷ëåííå ð³âíÿííÿ (1) çâîäèòüñÿ äî åêâ³âàëåíòíîãî ð³âíÿííÿ ç 
ìàòðèöÿìè-êîåô³ö³ºíòàìè òðèêóòíîãî âèãëÿäó. 

Òåîðåìà 1 [5, 10]. Äëÿ íåîñîáëèâî¿ ( )n n× -ìàòðèö³ íàä [ ]λP  ³ñíóþòü 
âåðõíÿ óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ GL( , )U n∈ P  òà îáîðîòíà ìàòðèöÿ ( )V λ ∈ 

GL( , [ ])n∈ λP  òàê³, ùî 

 

1

21 1 2

1 1 2 2

( ) 0 0
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n

a
UA V T

a a

µ λ
λ µ λ µ λ

λ λ = λ =

λ µ λ λ µ λ µ λ




   


, (4) 

äå ( )iµ λ  – ³íâàð³àíòí³ ìíîæíèêè ìàòðèö³ ( )A λ , 1,2, ,i n=  . 
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Òîä³ ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ( )T λ , çàïèñàíà ó âèãëÿä³ ìàòðè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåíà 

 1
0 1 1( ) s s

s sT T T T T−
−λ = λ + λ + + λ +  

ç òðèêóòíèìè ìàòðèöÿìè-êîåô³ö³ºíòàìè ,  0,1, ,iT i s=  , º õàðàêòåðèñòè÷-
íîþ ìàòðèöåþ ð³âíÿííÿ 

 1
0 1 1 0s s

s sX T X T X T T−
−+ + + + = . (5) 

Çðîçóì³ëî, ùî ð³âíÿííÿ (1) ìàº ðîçâ’ÿçêè òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ìàº 
ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (5), ïðè÷îìó, ÿêùî ìàòðèöÿ C  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ 

(5), òî 1B U CU−=  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (1), äå U  – âåðõíÿ óí³òðèêóòíà 
ìàòðèöÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4), òîáòî â³äïîâ³äí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (1) ³ (5) º 
òðèêóòíî ïîä³áíèìè. 

Ó ö³é ðîáîò³ âêàçóþòüñÿ óìîâè, çà ÿêèõ ðîçâ’ÿçêè ìàòðè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåííîãî ð³âíÿííÿ (1) º òðèêóòíîãî âèãëÿäó, ³ ïðîïîíóºòüñÿ ìåòîä ¿õ çíà-
õîäæåííÿ.  

Äëÿ îïèñó ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (5) äîñòàòíüî îïèñàòè ë³â³ ë³í³éí³ óí³-
òàëüí³ ä³ëüíèêè éîãî õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàòðèö³ ( )T λ . Íàäàë³ ï³ä òðèêóòíè-
ìè áóäåìî ðîçóì³òè íèæí³ òðèêóòí³ ìàòðèö³. 

Òåîðåìà 2. Íåõàé 
1

( ) ( )
n

ijT tλ = λ  – òðèêóòíà ìàòðèöÿ ³ ¿¿ ä³àãî-

íàëüí³ åëåìåíòè çîáðàæàþòüñÿ ó âèãëÿä³ äîáóòê³â 
 ( ) ( ) ( ),      1, ,ii ii iit b c i nλ = λ − λ =  , 
³ äëÿ ìàòðèö³ ( )T λ  ³ñíóº ë³í³éíèé óí³òàëüíèé ä³ëüíèê, òîáòî 

 
1

( ) ( ) ( ),       det ( ) ( )
n

ii
i

T E B C E B b
=

λ = λ − λ λ − = λ −Π . 

ßêùî âèêîíóºòüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ: 

(i) 1(det ( ),  det ( )),  ( ) 1T
nE B C d −λ − λ λ =( ) , 

(ii) 1
1

( ), ( ) , ( ) 1,     1, , 1
n

T
ii jj n

j i
t b d i n−= +

  λ λ − λ = = −    
Π  , 

äå 1( )T
nd − λ  – íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê ì³íîð³â ( 1)n − -ãî ïîðÿäêó ìàò-

ðèö³ ( )T λ , òî ä³ëüíèê ( )B E Bλ = λ − ìàòðèö³ ( )T λ  º òðèêóòíîãî âèãëÿäó. 
Ä î â å ä å í í ÿ  îäåðæóºòüñÿ ³ç òåîðåì 1 òà 2 ³ç [9]. ◊ 
Òðèêóòí³ ä³ëüíèêè ìàòðèö³ ( )T λ  âèçíà÷àºìî íà îñíîâ³ òàêîãî òâåðä-

æåííÿ. 

Òåîðåìà 3. Íåõàé 
1

( ) ( )
n

ijT tλ = λ  – òðèêóòíà ìàòðèöÿ ³ ¿¿ ä³àãî-

íàëüí³ åëåìåíòè çîáðàæàþòüñÿ ó âèãëÿä³ äîáóòê³â 

 ( ) ( ) ( ),      1, ,ii ii iit b c i nλ = λ − λ =  . 

Òîä³ ³ñíóº ë³âèé ë³í³éíèé óí³òàëüíèé ä³ëüíèê  

 
1

,  det ( ) ( )
n

ii
i

E B E B b
=

λ − λ − = λ −Π , 

ìàòðèö³ ( )T λ , òîáòî 

 

11

21 22

1 2

( ) 0 0
( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )n n nn

t
t t

t t t

λ
λ λ

=

λ λ λ




   


 

 

11 11

21 22 21 22

1 2 1 2

0 0 ( ) 0 0
0 ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )n n nn n n nn

b c
u b v c

u u b v v c

λ − λ
λ − λ λ

=

λ − λ λ λ

 
 

       
 

, (6) 
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òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ñèñòåìà ð³âíÿíü  

 
1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

ij jj ii ij i j ij
j

u c b v u v t
−

= +

λ ⋅ λ + λ − λ + λ λ = λ∑  


, 

 , 1, , ,     i j n j i= < , (7) 

ìàº ðîçâ’ÿçêè â³äíîñíî ( )iju λ  òà ( ),  , 1, ,  ijv i j n j iλ = < . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî ç âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ (6) âèïëèâàº 
ðîçâ’ÿçí³ñòü ñèñòåìè ð³âíÿíü (7).  

Íåõàé òåïåð ñèñòåìà ð³âíÿíü (7) ìàº ðîçâ’ÿçêè. Â³äøóêàííÿ ðîçâ’ÿçê³â 
ö³º¿ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ äî ïîñë³äîâíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìíîãî÷ëåííèõ ð³âíÿíü 
âèãëÿäó 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x b y cλ λ + λ λ = λ . 

Ó ðîáîò³ [17] íàâåäåíî àëãîðèòì äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ( )x λ  ³ ( )y λ  
òàêîãî ìíîãî÷ëåííîãî ð³âíÿííÿ. Çîêðåìà, ³ç (7) ìàºìî ìíîãî÷ëåíí³ ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),      , 1, ,     ij jj ii ij iju c b v t i j n j iλ λ + λ − λ = λ = < . (8) 

Â³äîìî [17], ùî ñåðåä ðîçâ’ÿçê³â êîæíîãî ³ç öèõ ð³âíÿíü çàâæäè ³ñíóº òàêèé, 
ùî deg ( ) deg ( )ij iiu bλ < λ − , òîáòî ( ) ,  , 1, ,   ij iju u i j n j iλ = ∈ = <Р . Òîä³ 

óí³òàëüíà ìàòðèöÿ  

 

11

21 22

1 2

0 0
0

n n nn

b
u b

E B

u u b

λ −
λ −

λ − =

λ −




   


 

º ë³âèì ä³ëüíèêîì ìàòðèö³ ( )T λ . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Äàë³ îïèøåìî âñ³ ðîçâ’ÿçêè òðèêóòíîãî âèãëÿäó ç îäíèì åëåìåíòàðíèì 

ä³ëüíèêîì, à òàêîæ ðîçâ’ÿçêè ïðîñòî¿ ñòðóêòóðè ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåííîãî 
ð³âíÿííÿ (1). 

Ëåìà. Òðèêóòíà ìàòðèöÿ 
1

n

ijT t=  òðèêóòíî ïîä³áíà äî òðèêóò-

íî¿ ìàòðèö³ 
1

n

ijT = τ , äå 

1) ,  1, ,ii iit i nτ = =  ; 

2) ÿêùî ,  ii jjt t i j≠ ≠ , òî 0,  1ij j i nτ = ≤ < ≤ ; 

3) ÿêùî 1, 1ii i it t + +=  òà 1, 0i it + ≠  äëÿ äåÿêîãî i , òî 1, 1i i+τ = , 

1 1i n≤ ≤ − . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé 1T S TS−=  , äå 
1

n

ijS s=  – íåîñîáëèâà òðè-

êóòíà ìàòðèöÿ, àáî 0ST TS− = . Öå ð³âíîñèëüíî ð³âíîñòÿì  

 ( ) 0,           1
i

ik kj ik kj
k j

s t s j i n
=

− τ = ≤ ≤ ≤∑ , 

ç ÿêèõ ³ âèïëèâàº òâåðäæåííÿ. ◊ 

Íàñë³äîê 1. Òðèêóòíà ìàòðèöÿ 
1

n

ijT t=  ç îäíèì åëåìåíòàðíèì 

ä³ëüíèêîì ( )nλ − α  òðèêóòíî ïîä³áíà äî êë³òêè Æîðäàíà 

 
1

0 1

J

α
α

=

α
  


. 



18 

Íàñë³äîê 2. Òðèêóòíà ìàòðèöÿ 
1

n

ijT t=  ïðîñòî¿ ñòðóêòóðè òðè-

êóòíî ïîä³áíà äî ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ 11 22diag , , , nnD t t t= ( ) . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ìàòðèöÿ 
1

n

ijT t=  ïðîñòî¿ ñòðóêòóðè ïîä³áíà äî 

ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ 11 22diag , , , nnD t t t= ( ) . Òîä³ íà ñíîâ³ òåîðåìè Ðîòà 

[19] òà ¿¿ óçàãàëüíåííÿ [14] âèïëèâàº, ùî ³ñíóº íèæíÿ óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ 

S  òàêà, ùî 1 .STS D− =  ◊ 
Çàóâàæèìî, ùî ó ðîáîò³ [21] äëÿ îêðåìèõ êëàñ³â òðèêóòíèõ ìàòðèöü 

âñòàíîâëåíî ôîðìè ùîäî ¿õ òðèêóòíî¿ ïîä³áíîñò³. 

Òåîðåìà 4. Íåõàé ìàòðèöÿ ( ) diag 1, ,1, ( )nΦ λ = λ − α( )  º ä³ëüíèêîì 

êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè ( )AD λ  õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ìàòðèö³ ( )A λ  

ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ (1) ³ JΦ  – æîðäàíîâà ìàòðèöÿ, ùî â³äïîâ³äàº ìàò-

ðèö³ ( )Φ λ . Òðèêóòí³ ðîçâ’ÿçêè iB  ³ç æîðäàíîâîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ JΦ  
ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ (1) ³ñíóþòü òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ë³í³éíå ìàò-
ðè÷íå ð³âíÿííÿ (3) ìàº òðèêóòí³ íåîñîáëèâ³ ðîçâ’ÿçêè iS . Ìíîæèíà ìàò-
ðèöü 

 1 ,  1,2,i i iB S J S i−
Φ= = { } , (9) 

äå iS  ïðîá³ãàº âñ³ òðèêóòí³ íåîñîáëèâ³ ðîçâ’ÿçêè ë³í³éíîãî ìàòðè÷íîãî 
ð³âíÿííÿ (3), º ìíîæèíîþ óñ³õ òðèêóòíèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ç æîðäàíîâîþ 
íîðìàëüíîþ ôîðìîþ JΦ  ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåííîãî ð³âíÿííÿ (1). 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íà îñíîâ³ íàñë³äêó 1 òðèêóòí³ ìàòðèö³ iB  ³ç æîðäà-

íîâîþ ôîðìîþ JΦ  º òðèêóòíî ïîä³áíèìè. Òîìó, ÿêùî òðèêóòíà ìàòðèöÿ B  

ç æîðäàíîâîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ JΦ  º ðîçâ’ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ 

(1), òî B  ìàº âèãëÿä 1B S J S−
Φ= , äå S  – íåîñîáëèâà òðèêóòíà ìàòðèöÿ, 

ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì ë³í³éíîãî ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ (3). Ñïðàâäæóºòüñÿ ³ îáåð-
íåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî S  – íåîñîáëèâèé òðèêóòíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3), 

òî òðèêóòíà ìàòðèöÿ 1B S J S−
Φ=  º ðîçâ’ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ (1). 

Îñê³ëüêè âñ³ òðèêóòí³ ðîçâ’ÿçêè iB  ³ç æîðäàíîâîþ ôîðìîþ JΦ  ð³âíÿííÿ (1) 
º òðèêóòíî ïîä³áíèìè, òî ìíîæèíà ìàòðèöü (9) âè÷åðïóº âñ³ òàê³ ðîçâ’ÿçêè 
ð³âíÿííÿ (1). Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Ç óðàõóâàííÿì íàñë³äêó 2 àíàëîã³÷íî äî òåîðåìè 4 îïèñóþòüñÿ âñ³ òðè-
êóòí³ ðîçâ’ÿçêè ïðîñòî¿ ñòðóêòóðè ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ (1). 
 
 1. Ãàíòìàõåð Ô. Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1988. – 552 ñ. 
 2. Êàçèìèðñêèé Ï. Ñ. Ê ðàçëîæåíèþ êâàäðàòíîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû â ïðî-

èçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé // Óêð. ìàò. æóðí. – 1965. – 17, ¹ 5. – 
Ñ. 115–119. 

 3. Êàç³ì³ðñüêèé Ï. Ñ. Äî ðîçêëàäó ïîë³íîì³àëüíî¿ ìàòðèö³ íà ë³í³éí³ ìíîæíèêè // 
Äîï. ÀÍ ÓÐÑÐ. – 1964. – ¹ 4. – Ñ. 446–448. 

 4. Êàç³ì³ðñüêèé Ï. Ñ. Ðîçêëàä ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â íà ìíîæíèêè. – Êè¿â: Íàóê. 
äóìêà, 1981. – 224 c. 

 5. Êàç³ì³ðñüêèé Ï. Ñ., Ïåòðè÷êîâè÷ Â. Ì. Ïðî åêâ³âàëåíòí³ñòü ïîë³íîì³àëüíèõ 
ìàòðèöü // Òåîðåò. òà ïðèêë. ïèòàííÿ àëãåáðè ³ äèôåðåíö. ð³âíÿíü. – Êè¿â: Íà-
óê. äóìêà, 1977. – Ñ. 61–66.  

 6. Êàç³ì³ðñüêèé Ï. Ñ., Óðáàíîâè÷ Ì. Ì. Ïðî ðîçêëàä ìàòðè÷íîãî äâî÷ëåíà íà 
ìíîæíèêè // Óêð. ìàò. æóðí. – 1973. – 25, ¹ 4. – C. 451–461. 

 7. Êàç³ì³ðñüêèé Ï. Ñ., Óõàíñüêà Ä. Â. Êðèòåð³é ³ñíóâàííÿ êîðåíÿ m -ãî ñòåïåíÿ 
äëÿ äîâ³ëüíî¿ ìàòðèö³ // Äîï. ÀÍ ÓÐÑÐ. Ñåð. À. – 1971. – ¹ 8. – Ñ. 711–712.  

 8. Ïåòêîâ Ì. Âüåðõó äâå êâàäðàòíè ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ // Ôèç.-ìàò. ñïèñàíèå. – 
1975. – 18, ¹ 3. – Ñ. 126–127. 



19 

 9. Ïåòðè÷êîâè÷ Â. Ì. Êëåòî÷íî-òðåóãîëüíàÿ è êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ôàêòîðèçà-
öèÿ êëåòî÷íî-òðåóãîëüíûõ è êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö // 
Ìàò. çàìåòêè. – 1985. – 37, âûï. 6 – C. 789–796. 

 10. Ïåòðè÷êîâè÷ Â. Ì. Î ïîëóñêàëÿðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è íîðìàëüíîé ôîðìå 
Ñìèòà ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö // Ìàò. ìåòîäû è ôèç.-ìåõ. ïîëÿ. – 1987. – Âûï. 26 
– Ñ. 13–16. 

 11. Bell J. H. Families of solutions of the unilateral matrix equation // Proc. Amer. 
Math. Soc. – 1950. – No 1. – P. 151–159. 

 12. Cayley A. A memoir on the theory of matrices // London Phil. Trans. – 1857. – 
148. – P. 17–37. 

 13. Dickson L. E. Modern algebraic theories. – Chicago, 1923. – 120 p. 
14.  Feinberg R. B. Equivalence of partitioned matrices // J. Res. Nat. Bul. Stand. – 

1976. – 80B, No 1. – P. 89–97. 
15.  Frobenius F. G. L. Über die cogredienten Transformationen der bilinearen Formen 

// Sitzungsberichte der königl-preussischen Akademie der Wissenschaften. – 
Jahrgang, 1896. – S. 7–16. 

16.  Ingraham M. N. Rational methods in matrix equations // Bull. Amer. Math. Soc. – 
1941. – 47. – P. 61–70. 

17.  Kučera V. Algebraic Theory of discrete optimal control for simple-variable systems. 
I. Preliminaries // Kybernetica. – 1973. – 9, No. 2. – P. 94–107. 

18.  Macduffee C. C. The theory of matrices. – Berlin: Verlag von Julius Springer, 
1933. – 110 p. 

19.  Roth W. E. The equations AX YB C− =  and AX XB C− =  in matrices // Proc. 
Amer. Math. Soc. – 1952. – No. 3. – P. 392–396. 

20.  Sylvester J. J. Sur les racines des matrices unitares // Compt. Rend. – 1882. – 94. 
– P. 396–399. 

21.  Thijsse Ph. Upper triangular similarity of upper triangular matrices // Linear 
Algebra and its Appl. – 1997. – 260. – P. 119–149. 

22.  Treuenfels P. On the solutions of the matrix equation 2 2 0X AX B− + =  // Amer. 
Math. Monthly. – 1959. – 66. – P. 145–147. 

 
О РЕШЕНИЯХ МАТРИЧНЫХ МНОГОЧЛЕННЫХ УРАВНЕНИЙ И ПОДОБИИ МАТРИЦ 
 
Îïèñàíû ðåøåíèÿ òðåóãîëüíîãî âèäà ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåííûõ óðàâíåíèé. Â 
÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåí-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàòðèöàìè-êîýôôèöèåíòàìè òðåóãîëüíîãî âèäà èìåþò òàêîé 
æå òðåóãîëüíûé âèä, è ïðåäëîæåí ìåòîä èõ íàõîæäåíèÿ. Óêàçàí âèä âñåõ ðåøåíèé 
òðåóãîëüíîãî âèäà ñ îäíèì ýëåìåíòàðíûì äåëèòåëåì è ïðîñòîé ñòðóêòóðû 
ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåííîãî óðàâíåíèÿ.  
 
ON SOLUTIONS OF MATRIX POLYNOMIAL EQUATIONS AND ON SIMILARITY OF MATRICES 
 
The solutions of triangular form of the matrix polynomial equations are described. In 
particular, the conditions under which the solutions of matrix equation with matrix 
triangular coefficients have the same triangular form are established, and the method of 
finding them is proposed. The form of all triangular solutions of matrix equation with 
one elementary divisor and of simple structure is presented.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 23.09.05 
 


