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ÓÄÊ 512.64 
 
В. М. Прокіп  
 
ПРО СПІЛЬНІ ДІЛЬНИКИ МАТРИЦЬ НАД ФАКТОРІАЛЬНИМИ ОБЛАСТЯМИ  
 

Äîñë³äæóºòüñÿ çàäà÷à ïðî ñï³ëüí³ ä³ëüíèêè ìàòðèöü íàä ôàêòîð³àëüíèìè 
îáëàñòÿìè. Âñòàíîâëåíî íåîáõ³äí³, à ïðè äåÿêèõ îáìåæåííÿõ ³ äîñòàòí³ 
óìîâè ³ñíóâàííÿ ñï³ëüíîãî íåîñîáëèâîãî ä³ëüíèêà äâîõ ìàòðèöü. Îòðèìàí³ â 
ðîáîò³ ðåçóëüòàòè ìàþòü áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ â äîñë³äæåíí³ ñï³ëüíèõ 
óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü íàä ôàêòîð³àëüíîþ îáëàñòþ. 

 
Íåõàé R  – ôàêòîð³àëüíà îáëàñòü ç îäèíèöåþ 0e ≠ ; ,n mR  ³ , [ ]n mR x  – 

ìíîæèíà ( )n m× -ìàòðèöü íàä R  ³ ê³ëüöåì ìíîãî÷ëåí³â [ ]R x ; kI  – îäèíè÷-

íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó k ; O  – íóëüîâà ìàòðèöÿ, ðîçì³ð ÿêî¿ âèçíà÷àºòüñÿ ³ç 

êîíòåêñòó ôîðìóëè. Íàäàë³ ÷åðåç k
Ad  ïîçíà÷àòèìåìî íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé 

ä³ëüíèê (í. ñ. ä.) ì³íîð³â k -ãî ïîðÿäêó ìàòðèö³ ,n mA R∈ , 1,2, ,min ,k n m=  { } . 

Ï³ä çàïèñîì ( , )a b  áóäåìî ðîçóì³òè í. ñ. ä. åëåìåíò³â ,a b R∈ . Åëåìåíò 0a ≠  

ê³ëüöÿ R  íàçèâàòèìåìî ðåãóëÿðíèì (çà àíàëîã³ºþ ç [10, ñ. 22]), ÿêùî â³í íå º 
ä³ëüíèêîì îäèíèö³ â R . Ìàòðèöþ ,n nD R∈  áóäåìî íàçèâàòè ðåãóëÿðíîþ, 

ÿêùî ¿¿ âèçíà÷íèê det D d=  º ðåãóëÿðíèì åëåìåíòîì, à ÷åðåç D∗  ïîçíà÷à-

òèìåìî âçàºìíó ìàòðèöþ äëÿ D , òîáòî nDD D D d I∗ ∗= = ⋅ . 

Ìàòðèö³ ,n mB R∈  ³ ,n kC R∈  ìàþòü ñï³ëüíèé ë³âèé ä³ëüíèê, ÿêùî âî-

íè äîïóñêàþòü çîáðàæåííÿ ó âèãëÿä³ äîáóòê³â B DF= , C DG= , äå D ∈ 

,n nR∈  – ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ. Çàäà÷à ïðî ñï³ëüí³ ä³ëüíèêè ìàòðèöü âèâ÷à-

ëàñü ó ðîáîòàõ [1–4, 7, 8, 11–13, 15–18], äå íàâåäåíî äîñòàòíüî ïîâíó á³á-
ë³îãðàô³þ äîñë³äæåíü ó öüîìó íàïðÿìêó. Çîêðåìà, â³äì³òèìî, ùî çàäà÷à 
ïðî ñï³ëüí³ ä³ëüíèêè ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü íàä ïîëåì â³ä³ãðàº âàæëèâó 
ðîëü ó òåîð³¿ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ ¿¿ çàñòîñóâàííÿõ ó ðÿä³ íà-
ïðÿìê³â ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðó [13, 16, 18].  

Ó ö³é ðîáîò³ âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ñï³ëüíèõ ë³âèõ ä³ëüíèê³â 
ìàòðèöü íàä îáëàñòÿìè ãîëîâíèõ ³äåàë³â. Íà ï³äñòàâ³ çäîáóòèõ ðåçóëüòàò³â 
äëÿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü íàä ôàêòîð³àëüíîþ îáëàñòþ íàâåäåíî óìîâè ³ñ-
íóâàííÿ ñï³ëüíèõ óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â.  

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ,n nD R∈  ³ç âèçíà÷íèêîì 

det D d=  º ñï³ëüíèì ë³âèì ä³ëüíèêîì ìàòðèöü ,n nB R∈ , rank 1B n≥ − , 

òà ,n mC R∈ , òîáòî 1B DB=  ³ 1C DC= . Òîä³ 0 (mod )B C d∗ = . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ,n nD R∈  º ñï³ëüíèì ë³âèì 

ä³ëüíèêîì ìàòðèöü ,n nB R∈ , rank 1B n≥ − , òà ,n mC R∈ , òîáòî 1B DB=  ³ 

1C DC= . Îñê³ëüêè rank 1B n≥ − , òî 1B B D∗ ∗ ∗=  – íåíóëüîâà ìàòðèöÿ. Îò-

æå, 1 1 1 1B C B D DC dB C∗ ∗ ∗ ∗= = , òîáòî 0 (mod )B C d∗ = , ùî é äîâîäèòü òâåðä-

æåííÿ. ◊ 
Íàñë³äîê 1. Íåõàé äëÿ ìàòðèöü ,n nB R∈ , rank 1B n≥ − , ³ ,n mC R∈  

âèêîíóºòüñÿ óìîâà B C O∗ ≠ . ßêùî åëåìåíòè ìàòðèö³ B C∗  âçàºìíî ïðîñ-
ò³, òî ìàòðèö³ B  ³ C  âçàºìíî ïðîñò³ çë³âà, òîáòî ¿õí³ìè ñï³ëüíèìè 
ë³âèìè ä³ëüíèêàìè º ëèøå îáîðîòí³ ìàòðèö³. 
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Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ìàòðèöü ,n nB R∈ , rank 1B n≥ − , ³ ,n mC R∈  âèêî-

íóºòüñÿ 0 (mod )B C d∗ = , äå d R∈  – ðåãóëÿðíèé åëåìåíò. Ç îãëÿäó íà òâåð-

äæåííÿ 1 çàêîíîì³ðíî âèíèêàº ïèòàííÿ: çà ÿêèõ óìîâ ³ç ð³âíîñò³ B C∗ =  
0(mod )d= , äå d R∈  – ðåãóëÿðíèé åëåìåíò, âèïëèâàº, ùî äëÿ ìàòðèöü B  ³ 

C  ³ñíóº ñï³ëüíèé ë³âèé ä³ëüíèê ,n nD R∈  ³ç âèçíà÷íèêîì det D d= ?  

Íåõàé R K=  – îáëàñòü ãîëîâíèõ ³äåàë³â. Îïèøåìî êëàñè ìàòðèöü íàä 
îáëàñòþ ãîëîâíèõ ³äåàë³â K , äëÿ ÿêèõ óìîâè òâåðäæåííÿ 1 áóäóòü òàêîæ ³ 
äîñòàòí³ìè äëÿ ³ñíóâàííÿ ñï³ëüíîãî ë³âîãî ä³ëüíèêà ç çàäàíèì âèçíà÷íèêîì.  

Òåîðåìà 1. Íåõàé ,n nB K∈ , rank 1B n≥ − , ³ ,n mC K∈ . Íåõàé, äàë³, 

d K∈  – ðåãóëÿðíèé åëåìåíò òàêèé, ùî | detd B . ßêùî 1det, , n
B

Bd d
d

−  = 
 

 

e= , òî äëÿ ìàòðèöü B  ³ C  ³ñíóº ñï³ëüíèé ë³âèé ä³ëüíèê ,n nD K∈  ç âè-

çíà÷íèêîì det D d=  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè 0 (mod )B C d∗ = . ßêùî æ 
øóêàíèé ä³ëüíèê ³ñíóº, òî â³í îäíîçíà÷íî ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ 
ñïðàâà âèçíà÷àºòüñÿ åëåìåíòîì d . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåîáõ³äí³ñòü âèïëèâàº ç òâåðäæåííÿ 1.  
Äîñòàòí³ñòü. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òàêå  
Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé äëÿ ìàòðèöü ,n nF K∈ , det 0F ≠ , ³ ,n mG K∈  âè-

êîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 1FG aG=  ( 1GF aG= ), äå a K∈  – ðåãóëÿðíèé åëåìåíò. 

ßêùî (det , )F a e= , òî 0 (mod )G a= . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè det 0F ≠  ³ 1FG aG O= ≠ , òî ç ö³º¿ ð³âíîñò³ 

âèïëèâàº 1(det )G F F G a∗= . Òàê ÿê (det , )F a e= , òî ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ 

îòðèìóºìî 0 (mod )G a= . Âèïàäîê 1GF aG=  äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî. Òâåðä-

æåííÿ äîâåäåíî. ◊ 
Íàãàäàºìî, ùî äëÿ ìàòðèö³ ,n mA K∈ , rank A r= , ³ñíóþòü ìàòðèö³ U ∈ 

GL( , )n K∈  òà GL( , )V m K∈  òàê³, ùî 1 2diag ( , , , , 0, ,0)A rUAV F a a a= =    – 

ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè 0,  1ja j r≠ ≤ ≤ , íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³, à 

íà âñ³õ ðåøò³ ì³ñöÿõ ðîçì³ùàþòüñÿ íóë³, ³ 1 2| | | ra a a . Ìàòðèöþ AF  íàçè-

âàþòü êàíîí³÷íîþ ä³àãîíàëüíîþ ôîðìîþ ìàòðèö³ A . 
Íåõàé rank B n= . Íà ï³äñòàâ³ íàñë³äêó 1 ³ç [9] ìàòðèö³ B  ³ C  äîïóñ-

êàþòü çîáðàæåííÿ ó âèãëÿä³ äîáóòê³â  

 1 1,        B CB U TF V C U F W= = , 

äå 1 2 ,diag ( , , , )B n n nF b b b K= ∈ ; 1 2 ,diag ( , , , ,0, ,0)C r n mF c c c K= ∈  ; 1U ∈  

GL( , ),  GL( , )n K V n K∈ ∈ , GL( , )W m K∈  ³ GL( , )T n K∈  – íèæíÿ òðèêóòíà 

ìàòðèöÿ. Òåïåð ð³âí³ñòü 0 (mod )B C d∗ =  çàïèøåìî ó âèãëÿä³  

 1 1 1(det ) 0 (mod )B C B CV F T U U F W V F T F W U d∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = . 

Îñê³ëüêè V  ³ W  – îáîðîòí³ ìàòðèö³, òî ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ íà ï³äñòàâ³ 
òâåðäæåííÿ 2 îòðèìóºìî  

 0 (mod )B CF T F d∗ ∗ = . (1) 

Ç îãëÿäó íà òå, ùî 1det, , n
B

Bd d e
d

−  = 
 

, çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 ³ç [6] äëÿ 

ìàòðèö³ BF  ³ñíóº ôàêòîðèçàö³ÿ 1 2BF F F=  òàêà, ùî 1 1 2diag ( , , , )nF d d d= ∈  

,n nK∈  ³ 2 1 2 1 ,diag ( , , , , )n n n nF g g g g K−= ∈  – íåîñîáëèâ³ d -ìàòðèö³, ïðè÷î-
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ìó 1det F d=  ³ ( , )i jd g e=  äëÿ âñ³õ 1 i n≤ ≤  òà 1 j n≤ ≤ , çà âèíÿòêîì i =  

j n= = . Î÷åâèäíî, ùî 
1 1 2 2

diag , ,B
n n

b b bF
d g d g d g

∗  =  
 

 , äå det Bb F= . 

Ïîêëàâøè  

 

1

21 2

1 2

1,1 1,2 1,

,1 2 ,

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0

r r rC

r r r r

n n n r

c
c c

c c cT F
c c c

c c c

∗

+ + +

=

 
 

   
 
 

   
 

, 

ð³âí³ñòü (1) çàïèøåìî â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿä³ 

 

1

1 1

21 2

2 2 2 2

1 2

1,1 1,2 1,

1 1 1 1 1 1

,1 ,2 ,

0 0

0 0

0 0 0 (mod )

0 0

0 0

r r r

r r r r r r

r r r r

r r r r r r

n n n r

n n n n n n

c b
d g
c b c b
d g d g

c b c b c b
dd g d g d g

c b c b c b

d g d g d g

c b c b c b

d g d g d g

+ + +

+ + + + + +

=

 

 

   

 

 

   

 

. 

Çâ³äñè îòðèìóºìî, ùî 0 (mod )k

k k

c b
d

d g
=  äëÿ âñ³õ 1,2, ,k r=  , à òàêîæ 

0 (mod )kc b
d

d g
=

 
 äëÿ âñ³õ 2 n≤ ≤  òà 1 k r≤ ≤ .  

²ç ð³âíîñò³ 0 (mod )k

k k

c b
d

d g
=  âèïëèâàº, ùî 1 2 1 1k k k nc g g g g g− + =   

0 (mod )kd= . Îñê³ëüêè ( , )i jd g e=  ïðè i j≠ , òî ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ ìàºìî 

0 (mod )k kc d= . Îòæå, k k kc d h=  äëÿ âñ³õ 1,2, ,k r=  . ßê ³ â ïîïåðåäíüîìó 

âèïàäêó, ç ð³âíîñò³ 0 (mod )kc b
d

d g
=

 
 çäîáóâàºìî 1 2 1 1mk k k nc g g g g g− + =   

0 (mod )d=  . Àíàëîã³÷íî ç ö³º¿ ð³âíîñò³ îòðèìóºìî 0 (mod )kc d=   äëÿ âñ³õ 

1,2, ,k r=  , òîáòî k k kc d h=   äëÿ âñ³õ 2 n≤ ≤  òà 1 k r≤ ≤ .  

Îòæå, ³ç ð³âíîñò³ (1) âèïëèâàº 1CT F F H∗ = . Îñê³ëüêè GL( , )T n K∈ , òî ç 

îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ îòðèìóºìî 1
1CT F F G− = . Òåïåð íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü ó 

òîìó, ùî äëÿ ìàòðèöü B  ³ C  ³ñíóþòü ôàêòîðèçàö³¿  

 1 1
1 1 2 1 1 1 1,       B U TF QQ F V DB C U TF QQ GW DC− −= = = = , 

äå 1 1D U TF Q= , à ìàòðèöÿ GL( , )Q n K∈  âèáðàíà òàê, ùî det D d= . Îòæå, 

ìàòðèöÿ D  – ñï³ëüíèé ë³âèé ä³ëüíèê ìàòðèöü B  ³ C .  
Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè rank 1B n= − . Òàê ÿê det 0B = , òî ç³ 

ñï³ââ³äíîøåííÿ 1det, , n
B

Bd d e
d

−  = 
 

 âèïëèâàº 1( , )n
Bd d e− = . Íà ï³äñòàâ³ òåî-
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ðåìè 1 ³ç [6] ìàòðèöÿ B , ÿêó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ äîáóòêó AB UF V= , äå U , 

GL( , )V n K∈ , äîïóñêàº ôàêòîðèçàö³þ 1 AB UF F V= , äå 1 diag ( , , , , )F e e e d= ∈  

,n nR∈ . Î÷åâèäíî, ùî diag (0,0, , 0, )B V a U∗ ∗ ∗=  , 1n
Ba d −= . Ìàòðèöþ C  çà-

ïèøåìî ó âèãëÿä³ äîáóòêó 1C UC= . Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2, ³ç ð³âíîñò³ 

0 (mod )B C d∗ =  îòðèìóºìî 1diag (0,0, , 0, ) 0 (mod )a C d= . ²ç öüîãî ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ âèïëèâàº, ùî  

 1 2 , 1 , 0 (mod )n n n m n mag ag ag ag d− = , 

äå 1 2 , 1 ,n n n m n mg g g g−  – îñòàíí³é ðÿäîê ìàòðèö³ 1C . Îñê³ëüêè 1( , )n
Bd d − =  

e= , òî ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ îòðèìóºìî , 0 (mod )n jg d=  äëÿ 1,2, ,j m=  . 

Îñê³ëüêè GL( , )U n K∈ , òî äëÿ ìàòðèö³ C  ³ñíóº ôàêòîðèçàö³ÿ 1 2C UF C= , 

òîáòî ìàòðèöÿ 1D UF=  º ñï³ëüíèì ë³âèì ä³ëüíèêîì ìàòðèöü B  ³ C . Î÷å-

âèäíî, ùî ìàòðèöÿ 1D UF Q= , äå ìàòðèöÿ GL( , )Q n K∈  âèáðàíà òàê, ùî 

det D d= , º ñï³ëüíèì ë³âèì ä³ëüíèêîì ìàòðèöü B  ³ C  ó âèïàäêó, êîëè 
rank 1B n= − . 

Îòæå, äëÿ ìàòðèöü B  ³ C  ³ñíóþòü ôàêòîðèçàö³¿ 1B DB=  òà 1C DC=  

òàê³, ùî ,n nD R∈  ìàòðèöÿ ³ç âèçíà÷íèêîì det D d= . Îñê³ëüêè 

1det, , n
B

Bd d e
d

−  = 
 

, òî çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 ³ç [6] ìàòðèöÿ D  îäíîçíà÷íî (ç 

òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ ñïðàâà) âèçíà÷åíà åëåìåíòîì d äëÿ ìàòðèö³ B . 
Îòæå, ìàòðèöÿ D  – ºäèíèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê äëÿ ìàòðèöü B  ³ C  ³ç çàäà-
íèì âèçíà÷íèêîì det D d= . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Íàñë³äîê 2. Íåõàé ,n nB K∈ , rank 1B n≥ − , òà ,n mC K∈ . Íåõàé, äàë³, 

d K∈  – ðåãóëÿðíèé åëåìåíò òàêèé, ùî | detd B . ßêùî âèêîíóºòüñÿ 
îäíà ç óìîâ:  

(i)  rank B n= , det, Bd e
d

  = 
 

, 

(ii) rank 1B n≥ − , 1n
Bd e− = , 

òî äëÿ ìàòðèöü B  òà C  ³ñíóº ñï³ëüíèé ë³âèé ä³ëüíèê ,n nD K∈  ³ç âèçíà÷-

íèêîì det D d=  ó òîìó é ò³ëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè 0 (mod )B C d∗ = . 
ßêùî æ øóêàíèé ä³ëüíèê ³ñíóº, òî â³í îäíîçíà÷íî ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³-
éîâíîñò³ ñïðàâà âèçíà÷àºòüñÿ åëåìåíòîì d . 

Íåõàé , 1n nB K −∈ , rank 1B n= − . Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ 1

0

0
B B=  . 

Î÷åâèäíî, ùî 1rank 1B n= −  ³ 1

1 2

0 0 0

0 0 0

n

B O

b b b

∗ = ≠


   




, äå 1( 1)jj jb h+= − , 

à jh  – ì³íîð ( 1)n − -ãî ïîðÿäêó ìàòðèö³ B , îòðèìàíèé ³ç íå¿ øëÿõîì âè-

êðåñëåííÿ j -ãî ðÿäêà. Ìàòðèö³ B  ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü ðÿäîê b =  

1 2 nb b b=  . Ç îãëÿäó íà òå, ùî ìíîæèíè ë³âèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèöü B  

³ 1B  ñï³âïàäàþòü, òî, âðàõîâóþ÷è íàâåäåíå âèùå òà òåîðåìó 1, îòðèìóºìî 
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Íàñë³äîê 3. Íåõàé , 1n nB K −∈ , rank 1B n= − , òà ,n mC K∈ . Íåõàé, äà-

ë³, d K∈  – ðåãóëÿðíèé åëåìåíò òàêèé, ùî 1( , )n
Bd d e− = . Äëÿ ìàòðèöü B , 

C  ³ñíóº ñï³ëüíèé ë³âèé ä³ëüíèê ,n nD K∈  ³ç âèçíà÷íèêîì det D d=  òîä³ é 

ò³ëüêè òîä³, êîëè 0 (mod )bC d= . ßêùî æ øóêàíèé ä³ëüíèê ³ñíóº, òî â³í 
îäíîçíà÷íî ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ ñïðàâà âèçíà÷àºòüñÿ âèçíà÷íè-
êîì det D d= . 

Âðàõîâóþ÷è íàñë³äêè 2 ³ 3, ëåãêî äîâåñòè íàñòóïí³ òâåðäæåííÿ, ÿê³ 
ñôîðìóëþºìî ó âèãëÿä³ òàêèõ çàóâàæåíü. 

Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé ìàòðèö³ ,n nB K∈  ³ ,n mC K∈  òàê³, ùî 1n
Bd e− =  ³ 

rank rank 1B C n= = − . ßêùî B C O∗ =  – íóëüîâà ìàòðèöÿ, òî äëÿ äîâ³ëüíî-

ãî ðåãóëÿðíîãî åëåìåíòà d R∈  äëÿ ìàòðèöü B  ³ C  ³ñíóº ñï³ëüíèé ë³âèé 
ä³ëüíèê ,n nD K∈  ³ç âèçíà÷íèêîì det D d= , ÿêèé îäíîçíà÷íî ç òî÷í³ñòþ äî 

àñîö³éîâíîñò³ ñïðàâà âèçíà÷àºòüñÿ åëåìåíòîì d . 

Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé ìàòðèö³ , 1n nB K −∈  òà ,n mC K∈  òàê³, ùî 1n
Bd − =  

e=  ³ rank rank 1B C n= = −  . ßêùî 0bC =  – íóëüîâèé ðÿäîê, òî äëÿ äî-

â³ëüíîãî ðåãóëÿðíîãî åëåìåíòà d R∈  äëÿ ìàòðèöü B  ³ C  ³ñíóº ñï³ëüíèé ë³-
âèé ä³ëüíèê ,n nD R∈  ³ç âèçíà÷íèêîì det D d= , ÿêèé îäíîçíà÷íî ç òî÷í³ñ-

òþ äî àñîö³éîâíîñò³ ñïðàâà âèçíà÷àºòüñÿ çàäàíèì åëåìåíòîì d . 
Íàäàë³ ðîçãëÿäàòèìåìî ìíîãî÷ëåíí³ ìàòðèö³ íàä ôàêòîð³àëüíîþ îáëàñ-

òþ R . Íåõàé ìíîãî÷ëåí 1
1 1( ) nr nr

nr nrd x x d x d x d R x−
−= + + + + ∈ [ ]  º ä³ëü-

íèêîì âèçíà÷íèêà ìàòðèö³ ,( ) n nB x R x∈ [ ] , ÿêó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ìàòðè÷-

íîãî ìíîãî÷ëåíà 

 1
0 1 1 ,( ) ,      ,      0,1, ,s s

s s i n nB x B x B x B x B B R i s−
−= + + + + ∈ =  . 

Ìàòðèö³ ( )B x  ³ ìíîãî÷ëåíó ( )d x  ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü ìàòðèö³  

 

0 1 1

0 1 1

0 1 1

1 , 1

1 , 1

1 , 1

( 1)

s s

s s

s s

n n n n r n nr

n n n n r n nr

n n n n r n nr

B B B B
B B B B

n r

B B B B
M I I d I d I d

I I d I d I d
s r

I I d I d I d

−

−

−

−

−

−




−

=



−






    





    


, 

  0 1 1 0 0 1 0       s s s nr
t

N B d B B d B B d B d O O+= − −    . 

Íà íåçàïîâíåíèõ ì³ñöÿõ ó ìàòðèö³ M  ì³ñòÿòüñÿ íóë³; íóëüîâà ìàòðèöÿ O  
ìàº ïîðÿäîê n ;    max ,t n r s r s n r= + − − { } . Íàäàë³ ÷åðåç ( )Bd x  ïîçíà÷èìî 

í. ñ. ä. ì³íîð³â ( 1)n − -ãî ïîðÿäêó ìàòðèö³ ,( ) n nB x R x∈ [ ] . 

Òåîðåìà 2. Íåõàé ,( ) n nB x R x∈ [ ] , rank ( ) 1B x n≥ − , ,( ) n mC x R x∈ [ ] . Íå-

õàé, äàë³, ìíîãî÷ëåí 1
1 1( ) nr nr

nr nrd x x d x d x d R x−
−= + + + + ∈ [ ] , äå 

deg ( )B x r≥ , º ä³ëüíèêîì âèçíà÷íèêà ìàòðèö³ ( )B x . ßêùî 

det ( )
( ), , ( )

( ) B
B x

d x d x e
d x

  = 
 

, òî äëÿ ìàòðèöü ( )B x  òà ( )C x  ³ñíóº ñï³ëüíèé 
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ë³âèé óí³òàëüíèé ä³ëüíèê 1
1 ,( ) r r

n r n nD x I x D x D R x−= + + + ∈ [ ]  ³ç âè-

çíà÷íèêîì det ( ) ( )D x d x= , òîáòî 1( ) ( ) ( )B x D x B x=  ³ 1( ) ( ) ( )C x D x C x= , 
òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàê³ äâ³ óìîâè: 

(³) ð³âíÿííÿ ZM N=  ðîçâ’ÿçíå; 

(³³) ( ) ( ) 0 (mod ( ))B x C x d x∗ = . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé ìàòðèöÿ 1
1( ) r r

nD x I x D x −= + +  

,r n nD R x+ + ∈ [ ] ³ç âèçíà÷íèêîì det ( ) ( )D x d x=  º ñï³ëüíèì ë³âèì ä³ëü-

íèêîì ìàòðèöü ,( ) n nB x R x∈ [ ] , rank ( ) 1B x n≥ − , ³ ,( ) n mC x R x∈ [ ] , òîáòî 

1( ) ( ) ( )B x D x B x=  ³ 1( ) ( ) ( )C x D x C x= . Çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 1 ìàºìî 

( ) ( ) 0 (mod ( ))B x C x d x∗ = . ²ç ð³âíîñò³ 1( ) ( ) ( )B x D x B x=  íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 

2 ç [5] âèïëèâàº ðîçâ’ÿçí³ñòü ð³âíÿííÿ ZM N= . Íåîáõ³äí³ñòü äîâåäåíî. 

Äîñòàòí³ñòü. Îñê³ëüêè 
det ( )

( ), , ( )
( ) B
B x

d x d x e
d x

  = 
 

, òî ç ðîçâ’ÿçíîñò³ 

ð³âíÿííÿ ZM N=  çà òåîðåìîþ 2 ç [5] äëÿ ìàòðèö³ ,( ) n nB x R x∈ [ ]  ³ñíóº ôàê-

òîðèçàö³ÿ 0( ) ( ) ( )B x D x B x= , äå 1
1 ,( ) r r

n r n nD x I x D x D R x−= + + + ∈ [ ]  – 

óí³òàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ³ç âèçíà÷íèêîì det ( ) ( )D x d x= .  
Íåõàé P  – ïîëå ÷àñòîê ê³ëüöÿ R , òîáòî R P⊂ . Âðàõîâóþ÷è òå, ùî 

( ) ( ) 0 (mod ( ))B x C x d x∗ =  ³ 
det ( )

( ), , ( )
( ) B
B x

d x d x e
d x

  = 
 

, òî íà ï³äñòàâ³ òåîðå-

ìè 1 ìàòðèö³ ,( ) n nB x P x∈ [ ]  ³ ,( ) n mC x P x∈ [ ]  äîïóñêàþòü ôàêòîðèçàö³¿ ( )B x =  

1 1( ) ( )D x B x=  ³ 1 1( ) ( ) ( )C x D x C x= , äå 1 ,( ) n nD x P x∈ [ ] – íåîñîáëèâà ìàòðè-

öÿ ³ç âèçíà÷íèêîì 1det ( ) ( )D x d x= .  

Îòæå, äëÿ ìàòðèö³ ,( ) n nB x P x∈ [ ]  ³ñíóº çîáðàæåííÿ ó âèãëÿä³ äîáóòê³â 

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )B x D x B x D x B x= = . Ç ö³º¿ ð³âíîñò³ çà òåîðåìîþ 1 ç [6] äëÿ 

ìàòðèöü ,( ) n nD x P x∈ [ ]  ³ 1 ,( ) n nD x P x∈ [ ] îòðèìóºìî 1( ) ( ) ( )D x D x W x= , äå 

( ) GL( , )W x n P x∈ [ ] . Òåïåð íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî äëÿ ìàò-

ðèöü ,( ) n nB x P x∈ [ ]  ³ ,( ) n mC x P x∈ [ ]  ³ñíóþòü ôàêòîðèçàö³¿  

 0( ) ( ) ( )B x D x B x= , 

 1
1 1 1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C x D x C x D x W x W x C x D x C x−= = = . 

Îñê³ëüêè ,( ) n mC x R x∈ [ ]  ³ 1
1 ,( ) r r

n r n nD x I x D x D R x−= + + + ∈ [ ]  – 

óí³òàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ, òî ç ð³âíîñò³ 0( ) ( ) ( )C x D x C x=  âè-

ïëèâàº 0 ,( ) n mC x R x∈ [ ] . Îòæå, óí³òàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ( )D x ∈ 

,n nR x∈ [ ]  – ñï³ëüíèé ë³âèé ä³ëüíèê ìàòðèöü ,( ) n nB x R x∈ [ ]  ³ ( )C x ∈ 

,n mR x∈ [ ] . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Íàñë³äîê 4. Íåõàé ,( ) n nB x R x∈ [ ] , rank ( ) 1B x n≥ − , ,( ) n mC x R x∈ [ ] . Íå-

õàé, äàë³, ìíîãî÷ëåí 1
1 1( ) nr nr

nr nrd x x d x d x d R x−
−= + + + + ∈ [ ] , äå 

deg ( )B x r≥ , º ä³ëüíèêîì âèçíà÷íèêà ìàòðèö³ ( )B x . ßêùî âèêîíóºòüñÿ 
îäíà ç óìîâ: 
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(³) rank ( )B x n= ,  
det ( )

( ),
( )
B x

d x e
d x

  = 
 

, 

(³³) ( ) const 0Bd x = ≠ , 

òî äëÿ ìàòðèöü ( )B x  òà ( )C x  ³ñíóº ñï³ëüíèé ë³âèé óí³òàëüíèé ä³ëüíèê 
1

1 ,( ) r r
n r n nD x I x D x D R x−= + + + ∈ [ ]  ³ç âèçíà÷íèêîì det ( ) ( )D x d x= , 

òîáòî 1( ) ( ) ( )B x D x B x=  ³ 1( ) ( ) ( )C x D x C x= , òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè 
âèêîíóþòüñÿ íàñòóïí³ äâ³ óìîâè: 

(a) ð³âíÿííÿ ZM N=  ðîçâ’ÿçíå, 

(á) ( ) ( ) 0 (mod ( ))B x C x d x∗ = . 
Íàâåäåí³ âèùå ðåçóëüòàòè ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ ìàòðèöü íàä àäåêâàò-

íèì ê³ëüöåì [14]. Êð³ì öüîãî, ðîçðîáëåíèé ó ðîáîò³ ï³äõ³ä ìîæíà çàñòîñóâà-
òè äëÿ îïèñó ñòðóêòóðè ñï³ëüíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðèöü íàä øèðøèìè êëàñàìè 
ê³ëåöü åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â (äèâ. [9, ñ. 1148]). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî 
îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ äëÿ çíàõîäæåííÿ ñï³ëüíèõ 

ðîçâ’ÿçê³â ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåííèõ ð³âíÿíü 
0 0

,  
p p

p i q j
i j

i i

X B O X C O− −

= =

= =∑ ∑ , 

äå ,i n nB R∈ , ,j n lC R∈ , à X  – íåâ³äîìà ( )n n× -ìàòðèöÿ . 
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ОБ ОБЩИХ ДЕЛИТЕЛЯХ МАТРИЦ НАД ФАКТОРИАЛЬНЫМИ ОБЛАСТЯМИ  
 
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îá îáùèõ äåëèòåëÿõ ìàòðèö íàä ôàêòîðèàëüíûìè îáëàñòÿ-
ìè. Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå, à ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ è äîñòàòî÷íûå 
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî íåîñîáåííîãî äåëèòåëÿ äâóõ ìàòðèö. Ïîëó÷åííûå â 
ðàáîòå ðåçóëüòàòû èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèè îáùèõ 
óíèòàëüíûõ äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö íàä ôàêòîðèàëüíîé îáëàñòüþ. 
 
ON COMMON DIVISORS OF MATRICES OVER FACTORIAL DOMAINS  
 
The problem on common divisors of matrices over the factorial domains is investigated. 
The necessary and, with certain restrictions, sufficient conditions are established for 
existence of a common left nonsingular divisor of two matrices. The results obtained in 
this paper have found their immediate application in the investigation of common 
unital divisor of polynomial matrices over a factorial domain. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
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