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ТЕОРЕТИКО-СТРУКТУРНІ ВЛАСТИВОСТІ МАТРИЦЬ НАД КІЛЬЦЯМИ 
СКІНЧЕННО ПОРОДЖЕНИХ ГОЛОВНИХ ІДЕАЛІВ 
 

Íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî¿ çàãàëüíî¿ êîíöåïö³¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ ìàòðèöü íàä 
ê³ëüöÿìè âèêîíàíî îãëÿä ðåçóëüòàò³â, ùî ñòîñóþòüñÿ ð³çíèõ òèï³â ðåäóêö³é 
ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ ãîëîâíèõ ³äåàë³â ³ ÿê³ ðîçâèâà-
þòü ³äå¿ Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêîãî ñòîñîâíî ïðîáëåìè ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèöü. Âè-
â÷àþòüñÿ ìíîæèíè ðåãóëÿðíèõ àäåêâàòíèõ åëåìåíò³â ó êîìóòàòèâíèõ ê³ëü-
öÿõ ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ ãîëîâíèõ ³äåàë³â, ä³ëüíèêè íóëÿ ÿêèõ íàëåæàòü ðà-
äèêàëó Äæåêîáñîíà. Îïèñóºòüñÿ âïëèâ ð³çíîòèïíèõ ïîñëàáëåíü óìîâè àäåê-
âàòíîñò³ íà ïðîöåñ ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿ ìàòðèöü. Äîñë³äæóþòüñÿ óçàãàëü-
íåíà òà íàï³âñêàëÿðíà åêâ³âàëåíòíîñò³ ìàòðèöü ³ ¿õ ñê³í÷åííèõ íàáîð³â íàä 
îáëàñòÿìè Áåçó òà ê³ëüöÿìè ìíîãî÷ëåí³â. Âñòàíîâëåíî ¿õ ïåâí³ ôîðìè ùîäî 
òàêèõ åêâ³âàëåíòíîñòåé ³ íàâåäåíî äåÿê³ çàñòîñóâàííÿ öèõ ôîðì. 

 
 Äîñë³äæåííÿ â ãàëóç³ àëãåáðè ó Ëüâîâ³ ïîñò³éíî çàîõî÷óâàëèñü ³ ï³ä-
òðèìóâàëèñü àêàäåì³êîì ßðîñëàâîì Ñòåïàíîâè÷åì Ï³äñòðèãà÷åì. Öåé îãëÿä 
ïðèñâÿ÷óºìî éîãî ñâ³òë³é ïàì’ÿò³. 

 1. Âñòóïí³ çàóâàæåííÿ òà óçàãàëüíåííÿ êîíöåïö³¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ 
ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè. Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòðèö³, ÿê ïðàâèëî, 
íàä àñîö³àòèâíî-êîìóòàòèâíèìè ê³ëüöÿìè ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1, ïðè-
÷îìó 1 0≠ . Òàêå ê³ëüöå, ÿêùî â òåêñò³ íà íüîãî íå íàêëàäåíî ³íøèõ óìîâ, 
çàâæäè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç R . Âæèâàòèìåìî òåðì³í «ðåãóëÿðíèé åëå-
ìåíò» ó ðîçóì³íí³ «íåä³ëüíèê íóëÿ». Âñë³ä çà Ï. Ì. Êîíîì [57] íàçèâàòèìå-
ìî ê³ëüöå, â ÿêîìó ñóìà ³ ïåðåòèí áóäü-ÿêèõ äâîõ ãîëîâíèõ ³äåàë³â º ãîëîâ-
íèì ³äåàëîì, ê³ëüöåì Áåçó. ßêùî ëèøå ñóìà áóäü-ÿêèõ äâîõ (à, îòæå, é 
áóäü-ÿêî¿ ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³) ãîëîâíèõ ³äåàë³â çíîâó º ãîëîâíèì ³äåàëîì, 
òî òàêå ê³ëüöå íàçèâàþòü ê³ëüöåì ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ ãîëîâíèõ ³äåàë³â. 
Äîñòàòíüî ñèñòåìàòè÷íå äîñë³äæåííÿ ê³ëåöü öüîãî êëàñó ìîæíà çíàéòè â 
[76] àáî â ìîíîãðàô³¿ [33]. ßê çâè÷àéíî, ï³ä ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà ê³ëüöÿ 
R  ðîçóì³òèìåìî ïåðåòèí âñ³õ ìàêñèìàëüíèõ ³äåàë³â öüîãî ê³ëüöÿ. Ìíîæèíó 
óñ³õ ïåðâèííèõ ³äåàë³â ê³ëüöÿ R , íàä³ëåíó òîïîëîã³ºþ Çàðèñüêîãî, íàçèâà-
þòü ñïåêòðîì öüîãî ê³ëüöÿ. Çàìêíåí³ òî÷êè öüîãî òîïîëîã³÷íîãî ïðîñòîðó 
óòâîðþþòü ìàêñèìàëüíèé ñïåêòð ê³ëüöÿ R . Îáèäâà ö³ ïðîñòîðè º ùå é 
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèìè ìíîæèíàìè ñòîñîâíî çâè÷àéíîãî âêëþ÷åííÿ, ÿê³ º 
äåðåâàìè, ÿêùî ê³ëüöå çàäîâîëüíÿº óìîâó Áåçó. Êàæóòü, ùî íåîáîðîòíèé 
åëåìåíò ê³ëüöÿ º â³ëüíèì â³ä êâàäðàò³â, ÿêùî â³í íå ä³ëèòüñÿ íà êâàäðàò 
æîäíîãî íåîáîðîòíîãî åëåìåíòà ê³ëüöÿ. Ï³ä ìóëüòèïë³êàòèâíî çàìêíåíîþ 
ìíîæèíîþ ê³ëüöÿ, ÿê çâè÷àéíî, ðîçóì³òèìåìî ï³äìíîæèíó, çàìêíåíó ùîäî 
ìíîæåííÿ, ÿêà ì³ñòèòü îäèíèöþ, àëå íå ì³ñòèòü íóëÿ. Òàêó ìíîæèíó 
íàçèâàþòü íàñè÷åíîþ, ÿêùî âîíà º çàìêíåíîþ ùîäî ïåðåõîäó äî ä³ëüíèê³â 
¿¿ åëåìåíò³â. Íàé÷àñò³øå ðîçãëÿäàòèìåìî ìóëüòèïë³êàòèâíî çàìêíåí³ ìíî-
æèíè, ÿê³ ñêëàäàþòüñÿ ç ðåãóëÿðíèõ åëåìåíò³â.  

Íåõàé R  – ê³ëüöå. ×åðåç ( , , )M m n R  ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñ³õ 
( )m n× -ìàòðèöü íàä R , à ÷åðåç ( , )M n R  – ê³ëüöå ( )n n× -ìàòðèöü. Î÷åâèä-
íî, ùî ( , , )M m n R  ìàº ñòðóêòóðó ( ( , ),  ( , ))M m R M n R  – á³ìîäóëÿ; GL( , )n R  
îçíà÷àº ïîâíó ë³í³éíó ãðóïó, òîáòî ãðóïó îáîðîòíèõ ìàòðèöü íàä ê³ëüöåì 
R . Ìàòðèö³ ç åëåìåíòàìè ç ê³ëüöÿ R  ïåðåë³÷åíèõ íèæ÷å òðüîõ òèï³â 
íàçèâàòèìåìî åëåìåíòàðíèìè: 

– ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç³ çâîðîòíèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³; 
– ìàòðèöÿ, â³äì³ííà â³ä îäèíè÷íî¿ íàÿâí³ñòþ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî åëå-

ìåíòà ïîçà ãîëîâíîþ ä³àãîíàëëþ; 
– ìàòðèöÿ ïåðåñòàíîâêè, òîáòî ìàòðèöÿ, ÿêà îòðèìóºòüñÿ ç îäèíè÷íî¿ 

øëÿõîì ïåðåñòàíîâêè äåÿêèõ ¿¿ ðÿäê³â ³ ñòîâïö³â.  
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Óñ³ ìîæëèâ³ ñê³í÷åíí³ äîáóòêè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü óòâîðþþòü ï³ä-
ãðóïó ãðóïè GL( , )n R , ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ( , )E n R .  

Çàóâàæèìî, ùî ÷èòà÷, ÿêèé íå âîëîä³º òåõí³êîþ ìàòðè÷íî¿ àëãåáðè íàä 
êîìóòàòèâíèìè ê³ëüöÿìè ìîæå ïîçíàéîìèòèñü ç íåþ ó ðîáîò³ [56]. Îñíîâíèì 
ðîáî÷èì ³íñòðóìåíòîì ó ïðîïîíîâàíîìó äîñë³äæåíí³ ñëóæàòü ð³çíîòèïí³ 
ïîíÿòòÿ åêâ³âàëåíòíîñò³ ìàòðèöü ³ ¿õ ñê³í÷åííèõ íàáîð³â íàä ê³ëüöÿìè, 
á³ëüø³ñòü ç ÿêèõ óæå çóñòð³÷àëàñü ó ð³çíèõ àâòîð³â, à äåÿê³ âñå æ º ö³ëêîì 
íîâèìè. Â³äîì³ íàì âêëàäàþòüñÿ ó òàêó ñõåìó. 
 Ðîçãëÿíåìî ï³äãðóïè GL( , )S m R⊆  ³ GL( , )T n R⊆ . Ìàòðèö³ ,  A B ∈  

( , , )M m n R∈  íàçèâàºìî ( , )S T -åêâ³âàëåíòíèìè, ÿêùî ³ñíóþòü ìàòðèö³ 

U S∈  ³ V T∈  òàê³, ùî A UBV= . ßêùî GL( , )S m R=  ³ GL( , )T n R= , òî 

îçíà÷åííÿ ( , )S T -åêâ³âàëåíòíîñò³ çá³ãàºòüñÿ ç êëàñè÷íèì ïîíÿòòÿì åêâ³âà-
ëåíòíîñò³ ìàòðèöü. ßêùî æ çà ï³äãðóïè ,  S T  âèáðàòè åëåìåíòàðí³ ï³äãðóïè 

( , )E m R  òà ( , )E n R , òî îòðèìàºìî ïîíÿòòÿ òàê çâàíî¿ åëåìåíòàðíî¿ åêâ³âà-
ëåíòíîñò³, ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñü ó ðîáîòàõ [14, 15, 54].  
 Çàïðîïîíîâàíà êîíöåïö³ÿ åêâ³âàëåíòíîñò³ ìàòðèöü äîçâîëÿº ðîçâèíóòè 
é â³äïîâ³äí³ ïîíÿòòÿ ðåäóêö³é ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè, ùî ïðèâîäèòü ó ê³í-
öåâîìó ï³äñóìêó äî ð³çíîïëàíîâîãî óçàãàëüíåííÿ êëàñó ê³ëåöü åëåìåíòàð-
íèõ ä³ëüíèê³â. Çóïèíèìîñü íà çàäà÷àõ ðåäóêö³¿ á³ëüø äåòàëüíî ³, çîêðåìà, 
â³äì³òèìî îñíîâí³ â³õè â ³ñòîð³¿ ðîçâèòêó òåîð³¿ ê³ëåöü åëåìåíòàðíèõ ä³ëü-
íèê³â. Áåçïåðå÷íî, ùî ³äåÿ ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿ ìàòðèöü ìàº ñâî¿ì ïðîòî-
òèïîì òåîð³þ Ãàóññà ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü, à êîíêðåòí³øå 
– ñàì ìåòîä Ãàóññà ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì íàä ïîëÿìè (àáî ò³ëàìè). 
Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ïîò³ì çíîâó çàñòîñîâóþòü ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ñèñòåì 
ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ³ç êîåô³ö³ºíòàìè ç ê³ëüöÿ. Äëÿ á³ëüø êîíêðåòíîãî âèêëàäó 
ââåäåìî äåÿê³ ôîðìàëüí³ îçíà÷åííÿ.  

Êàæóòü, ùî ìàòðèöÿ A  ìàº âëàñòèâ³ñòü ( , )S T -ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿, 

ÿêùî A  º ( , )S T -åêâ³âàëåíòíîþ äî ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³ diag ( )ijd , äå ijd =  

0=  ïðè i j≠ , à ä³àãîíàëüí³ åëåìåíòè ìàþòü âëàñòèâ³ñòü: iid  º ä³ëüíèêîì 

1, 1i id + + . (Ï³ä ä³àãîíàëüíîþ ðîçóì³ºìî, âçàãàë³ êàæó÷è, ïðÿìîêóòíó ìàòðèöþ, 

âñ³ åëåìåíòè ÿêî¿ ïîçà ãîëîâíîþ ä³àãîíàëëþ º íóëüîâèìè). ßêùî îáèäâ³ ãðó-
ïè S  ³ T  çá³ãàþòüñÿ ç ïîâíîþ ë³í³éíîþ ãðóïîþ íàä ê³ëüöåì R , òî ãîâîðÿòü 
ïðîñòî ïðî ä³àãîíàëüíó ðåäóêö³þ ìàòðèöü íàä ê³ëüöåì R . ßêùî äîâ³ëüí³ 
(1 2)× - ³ (2 1)× -ìàòðèö³ íàä R  ìàþòü âëàñòèâ³ñòü ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿, òî 
ê³ëüöå R  íàçèâàþòü ê³ëüöåì Åðì³òà. ßêùî íàä ê³ëüöåì R  äîâ³ëüíà ìàòðè-
öÿ ìàº âëàñòèâ³ñòü ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿, òî R  íàçèâàþòü ê³ëüöåì åëåìåí-
òàðíèõ ä³ëüíèê³â (ê. å. ä.). Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî ê. å. ä. º ê³ëüöåì Åðì³òà. Ó 
ðîáîò³ [51] ïîêàçàíî, ùî ê³ëüöå Åðì³òà (ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà ä³ëüíèêè 
íóëÿ) º ê³ëüöåì ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ ãîëîâíèõ ³äåàë³â. ²ñòîðè÷íî ïåðøèì 
ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â, ùî íå º ïîëåì, ÿêå âèâ÷àëîñü äîñë³äíèêà-
ìè, áóëî ê³ëüöå ö³ëèõ ÷èñåë [79]. Ï³çí³øå âñòàíîâëåíî, ùî äî êëàñó ê. å. ä. 
íàëåæàòü ê³ëüöå óñ³õ ö³ëèõ àëãåáðè÷íèõ ÷èñåë ³ ê³ëüöå ö³ëèõ àíàë³òè÷íèõ 
ôóíêö³é [83] (äèâ. òàêîæ ³ñòîðè÷íó äîâ³äêó ç³ ñòàòò³ [29], äå ïîäàíî á³ëüø 
äåòàëüíó ³íôîðìàö³þ). Ìåòîäè ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèöü íàä åâêë³äîâèìè 
ê³ëüöÿìè îïèñàí³ â [58]. Ïðîáëåìó ìîæëèâîñò³ ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿ ìàò-
ðèöü íàä íåêîìóòàòèâíèìè ê³ëüöÿìè âïåðøå ï³äíÿëè Î. Òåéõìþëëåð [80] ³ 
Ê. Àñàíî [52], ÿê³ ðîçâ’ÿçàëè ¿¿ ó âèïàäêó îáëàñòåé ãîëîâíèõ ³äåàë³â [52]. 
Ïèòàííÿ ïðî ºäèí³ñòü âèçíà÷åííÿ ç òî÷í³ñòþ äî ïîä³áíîñò³ ä³àãîíàëüíèõ 
åëåìåíò³â ðîçâ’ÿçàâ Ò. Íàêàÿìà [70]. ¯õ òåîð³ÿ çàñòîñîâàíà Ï. Ñ. Êàç³ì³ð-
ñüêèì äî çàäà÷³ ïðî ñóì³ñí³ñòü ñèñòåì ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä ê³ëüöÿìè ãîëîâ-
íèõ ³äåàë³â [21]. Ñèñòåìàòè÷íèé ðîçâèòîê òåîð³¿ ê³ëåöü åëåìåíòàðíèõ ä³ëü-
íèê³â ðîçïî÷èíàºòüñÿ ç ðîáîòè ². Êàïëàíñüêîãî [66]. Ïîäàëüø³ äîñÿãíåííÿ ó 
ö³é ãàëóç³ âèêëàäåíî â ñòàòòÿõ [9, 13, 30, 31, 55, 62, 65, 69, 72, 78]. Äåÿê³ 
ñóì³æí³ ç ä³àãîíàëüíîþ ðåäóêö³ºþ ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè ïèòàííÿ ðîçâ’ÿ-
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çàíî â ðîáîòàõ [26, 27]. Á³ëüø çàãàëüíà (àëå íå ä³àãîíàëüíà) ðåäóêö³ÿ 
ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ïîë³â ðîçãëÿäàëàñü ó ðîáîò³ [20]. Ê³ëüöå áåç íåíóëüîâèõ í³ëüïî-
òåíòíèõ åëåìåíò³â íàçèâàþòü ðåäóêîâàíèì. Ê³ëüöå R  íàçâåìî àäåêâàòíèì 
ó íóë³, ÿêùî R  – ê³ëüöå Áåçó ³ äëÿ áóäü-ÿêèõ ,a b R∈  ³ñíóþòü òàê³ 
,r s R∈ , ùî ,  a rs rR bR R= + = , ³ äëÿ äîâ³ëüíîãî íåîáîðîòíîãî ä³ëüíèêà 

s′  åëåìåíòà s  ³äåàë s R bR′ +  º âëàñòèâèì (äèâ. [12, 32]). Çâ’ÿçîê ïðîáëåìè 
ä³àãîíàë³çàö³¿ ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè ç³ ñòàá³ëüíèì ðàíãîì öèõ ê³ëåöü äî-
ñë³äæåíî â [10, 11].  

2. Àäåêâàòí³ òà ñëàáî àäåêâàòí³ åëåìåíòè ³ ê³ëüöÿ. Ó öüîìó ïóíêò³ 
íàãàäàºìî òà óçàãàëüíèìî äåÿê³ îçíà÷åííÿ ³ ðåçóëüòàòè Ì. ß. Êîìàðíèöü-
êîãî ç pîáîòè [29] íà êîìóòàòèâí³ ê³ëüöÿ Áåçó ç ä³ëüíèêàìè íóëÿ ó ðàäèêàë³ 
Äæåêîáñîíà. Âñòàíîâèìî, ùî ìíîæèíà ðåãóëÿðíèõ àäåêâàòíèõ åëåìåíò³â 
òàêîãî ê³ëüöÿ Áåçó º íàñè÷åíîþ ìóëüòèïë³êàòèâíî-çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. 
Ñôîðìóëþºìî êðèòåð³é àäåêâàòíîñò³ ê³ëüöÿ íà ìîâ³ ñïåêòðà òà ìàêñèìàëü-
íîãî ñïåêòðà ê³ëüöÿ. 

Îçíà÷åííÿ 1. Ðåãóëÿðíèé åëåìåíò a  êîìóòàòèâíîãî ê³ëüöÿ Áåçó R  íà-
çèâàþòü àäåêâàòíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðåãóëÿðíîãî åëåìåíòà b R∈  
çíàéäóòüñÿ òàê³ åëåìåíòè ,r s R∈ , ùî: 1) a rs= ; 2) bR rR R+ = ; 3) äëÿ 

êîæíîãî s R′ ∈  ³ç âêëþ÷åííÿ sR s R R′+ ⊆  âèïëèâàº, ùî bR s R R′+ ⊆  
(ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî åëåìåíò s  º ñïîð³äíåíèì ç åëåìåíòîì b ). 
Ê³ëüöå, â ÿêîìó êîæíèé ðåãóëÿðíèé åëåìåíò º àäåêâàòíèì, íàçèâàºìî 
ðåãóëÿðíî àäåêâàòíèì.  

Ìíîæèíó âñ³õ ðåãóëÿðíèõ àäåêâàòíèõ åëåìåíò³â ê³ëüöÿ R  ïîçíà÷àòè-
ìåìî ÷åðåç ( )R . Àíàëîã³÷íî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

( )R  – ìíîæèíà ðåãóëÿðíèõ ôàêòîð³àëüíèõ åëåìåíò³â, ( )R  – ìíîæèíà 
îáîðîòíèõ åëåìåíò³â ê³ëüöÿ R . 

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé R  – êîìóòàòèâíå ê³ëüöå Áåçó. Òîä³ 
 1°. ( ) ( )R R⊆  ; 

 2°. ( ) ( )R R⊆  ; 

 3°. Êîæíèé ðåãóëÿðíèé åëåìåíò, â³ëüíèé â³ä êâàäðàò³â, º àäåêâàòíèì; 
 4°. ( )R  – íàñè÷åíà ìóëüòèïë³êàòèâíî-çàìêíåíà ï³äìíîæèíà ê³ëüöÿ R . 

Äàë³ âñòàíîâèìî, ùî âëàñòèâ³ñòü àäåêâàòíîñò³ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè 
íà ìîâ³ ñïåêòðà ê³ëüöÿ. 

Íåõàé R  – ðåãóëÿðíî àäåêâàòíå ê³ëüöå Áåçó ç ä³ëüíèêàìè íóëÿ â ðà-
äèêàë³ Äæåêîáñîíà. ßê äîáðå â³äîìî [68], êîæíèé íåíóëüîâèé ïåðâèííèé 
³äåàë ê³ëüöÿ R  ì³ñòèòüñÿ ó ºäèíîìó ìàêñèìàëüíîìó ³äåàë³.  

Òâåðäæåííÿ 2. Ê³ëüöå Áåçó R  ç ä³ëüíèêàìè íóëÿ ó ðàäèêàë³ Äæåêîá-
ñîíà º íåàäåêâàòíèì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóþòü ïåðâèííèé ³äåàë 
P  ³ ìàêñèìàëüíèé ³äåàë ,  M P M P⊇ ≠ , òàê³, ùî MP P=  ³ äëÿ äåÿêî¿ íå-

ïîðîæíüî¿ ï³äìíîæèíè mspec \ ,    R M PΩ ⊆ ⊆ ∪ Ω{ } , àëå  M ⊄ ∪ Ω , äå 

 ∪ Ω  – îá’ºäíàííÿ óñ³õ ³äåàë³â ç Ω . 

ßê áåçïîñåðåäí³é íàñë³äîê öüîãî òâåðäæåííÿ ìàºìî òàêó òåîðåìó. 

Òåîðåìà 1. Êoìóòàòèâíå ê³ëüöå Áåçó R  º ðåãóëÿðíî àäåêâàòíèì òîä³ 
é ò³ëüêè òîä³, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî ïåðâèííîãî ³äåàëó P , ùî 
íå º ìàêñèìàëüíèì, ³ñíóº ºäèíèé ìàêñèìàëüíèé ³äåàë M  òàêèé, ùî 
1) P M⊆ ; 2) àáî MP M≠ , àáî äëÿ ìàêñèìàëüíî¿ ï³äìíîæèíè Ω ⊆  

mspec ( ) \R M⊆ { }  ñåðåä òàêèõ, ùî 
M

P M
′∈Ω

′⊆  , âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

M M
Ω

′⊆  . 
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 Ó ðîáîò³ [12] ðîçãëÿíóòî óçàãàëüíåíî àäåêâàòí³ îáëàñò³. Ïðîïîíóºìî ùå 
îäíå óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ àäåêâàòíîãî åëåìåíòà. Íàçâåìî ðåãóëÿðíèé åëå-
ìåíò a  ê³ëüöÿ Áåçó A  ñëàáî àäåêâàòíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ðåãóëÿðíèõ 
,b c R∈  òàêèõ, ùî aR bR cR R+ + = , ³ñíóþòü òàê³ ,p q R∈ , ùî õî÷à áè â 

îäí³é ç ïàð ( , ),  ( , ),  ( , ) ( , )a b pa qc c b pa qc a c c a+ + + +  ïåðøèé åëåìåíò º 
àäåêâàòíèì ñòîñîâíî äî äðóãîãî. Ê³ëüöå Áåçó, â ÿêîìó êîæíèé ðåãóëÿðíèé 
åëåìåíò º ñëàáî àäåêâàòíèì, íàçâåìî ñëàáî àäåêâàòíèì ê³ëüöåì Áåçó. 

3. Ä³àãîíàëüíà ðåäóêö³ÿ ìàòðèöü ³ç àäåêâàòíèìè òà ñëàáî àäåêâàòíè-
ìè åëåìåíòàìè. Ó ðîáîò³ [66] ². Êàïëàíñüêèé äîâ³â íàñòóïíèé êðèòåð³é òîãî, 
ùîá ê³ëüöå áóëî ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â. 

Òåîðåìà 2. Ê³ëüöå Áåçó ç ä³ëüíèêàìè íóëÿ ó ðàäèêàë³ Äæåêîáñîíà º 
ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè áóäü-ÿêà ìàò-

ðèöÿ âèãëÿäó 
0
a b

c
, äå aR bR cR R+ + = , ìàº âëàñòèâ³ñòü ä³àãîíàëüíî¿ 

ðåäóêö³¿. Öå ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì: äëÿ áóäü-ÿêèõ 
, ,a b c R∈  ç óìîâè aR bR cR R+ + =  âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ òàêèõ åëåìåíò³â 
,p q R∈ , ùî ( )apR bp cq R R+ + =  ³ pR qR R+ = . 

Ç òåîðåìè Êàïëàíñüêîãî ÿê íàñë³äîê îòðèìóºìî  

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî R  – ê³ëüöå Áåçó ç ä³ëüíèêàìè íóëÿ â ðàäèêàë³ 
Äæåêîáñîíà ³ äëÿ áóäü-ÿêèõ , , ,  a b c R aR bR cR R∈ + + = , ³ñíóþòü òàê³ 
åëåìåíòè , ,  p q R pR qR R∈ + = , ùî ( )aR bR R cqR sR+ + = , äå s R∈ , òî 

R  – ê³ëüöå åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â. 

Ðîçãëÿíåìî ùå äåÿê³ óçàãàëüíåííÿ àäåêâàòíèõ ê³ëåöü. 

Ëåìà 1. Íåõàé R  – îáëàñòü Áåçó, , ,a b c  – òàê³ åëåìåíòè ç R , ùî 
aR bR cR R+ + = . ßêùî â áóäü-ÿê³é ïàð³ ( , ),  ( , ),  ( , )a c c a c b  ïåðøèé åëå-

ìåíò º àäåêâàòíèì ñòîñîâíî äî äðóãîãî, òî ìàòðèöÿ 
0
a b

c
 ìàº âëàñòè-

â³ñòü ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿. 

Îñê³ëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ p  ³ q  ç R  ìàòðèö³ 
0
a b

c
 ³ 

0
a b pa qc

c
+ +

 

åêâ³âàëåíòí³, òî äëÿ äîñë³äæåííÿ ìîæëèâîñò³ ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿ ïåðøî¿ 
ç íèõ êîðèñíî ââåñòè íàñòóïíå îçíà÷åííÿ. Ðåãóëÿðíèé åëåìåíò a  ê³ëüöÿ 
Áåçó A  íàçèâàºìî ñëàáî àäåêâàòíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ,b c R∈  òàêèõ, 
ùî aR bR cR R+ + = , ³ñíóþòü òàê³ ,p q R∈ , ùî õî÷à áè â îäí³é ç ïàð 

( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )a b pa qc c b pa qc a c c a+ + + +  ïåðøèé åëåìåíò º àäåêâàòíèì 
ñòîñîâíî äî äðóãîãî. Ê³ëüöå Áåçó, â ÿêîìó êîæíèé ðåãóëÿðíèé åëåìåíò º 
ñëàáî àäåêâàòíèì, íàçèâàºìî ñëàáî àäåêâàòíèì ê³ëüöåì Áåçó.  

Ç ëåìè î÷åâèäíî âèïëèâàº  

Òåîðåìà 3. Êîæíå ñëàáî àäåêâàòíå ê³ëüöå Áåçó ç ä³ëüíèêàìè íóëÿ â 
ðàäèêàë³ Äæåêîáñîíà º ê³ëüöåì åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â. 

 4. Óçàãàëüíåíà åêâ³âàëåíòí³ñòü ïàð ìàòðèöü. Íåõàé ,i iA B ∈  

( , , )iM m n R∈ , 1, ,i k=  . 

 Îçíà÷åííÿ 2. Íàáîðè ìàòðèöü 1( , , )kA A  ³ 1( , , )kB B  íàçèâàºìî óçà-

ãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíèìè, ÿêùî i i iA UB V=  äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U ∈ 

GL( , ),  ( , ),  1, ,i im R V GL n R i k∈ ∈ =  . 

Ó âèïàäêó, êîëè 1 2 kn n n n= = = =  ³ 1 2 kV V V V= = = = , öå îçíà-

÷åííÿ çá³ãàºòüñÿ ç êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì åêâ³âàëåíòíîñò³ íàáîð³â, çîêðåìà, 
ïàð ìàòðèöü [3, 6]. 
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 Çàäà÷à åêâ³âàëåíòíîñò³ ïàð ìàòðèöü ðîçâ’ÿçàíà Âåéºðøòðàññîì ³ Êðî-
íåêåðîì [67, 84] ó âèïàäêó, êîëè R P=  – ïîëå. Ì. Ï. Êðàâ÷óê [34, 35] âêà-
çàâ åëåìåíòàðíèé ìåòîä çâåäåííÿ ïàðè ìàòðèöü íàä ïîëåì äî êàíîí³÷íî¿ 
ôîðìè Êðîíåêåðà. Öÿ çàäà÷à äëÿ ïàð ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè, ÿê ïîêàçàâ 
Ï. Ì. Ãóäèâîê [6], º «äèêîþ» ³ òîìó ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ º íàäçâè÷àéíî âàæêèì. 
Ïðîòå áàãàòî çàäà÷, çîêðåìà, ïðî ôàêòîðèçàö³þ ìàòðèöü, ìóëüòèïîë³êàòèâ-
í³ñòü ¿õ êàíîí³÷íèõ ä³àãîíàëüíèõ ôîðì [19, 28, 37–44], ó òåîð³¿ çîáðàæåíü 
ãðóï ³ ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ àëãåáð [1, 7, 59] òà ³í. ïîòðåáóþòü âèâ÷åííÿ åêâ³-
âàëåíòíîñò³ ïàð ³ ñê³í÷åííèõ íàáîð³â ìàòðèöü ëèøå ç³ ñï³ëüíîþ îäíîñòîðîí-
íüîþ ïåðåòâîðþâàëüíîþ ìàòðèöåþ, òîáòî ¿õ óçàãàëüíåíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³. 
 Ó ðîáîò³ [59] âñòàíîâëåíî êàíîí³÷íó ôîðìó ïàðè êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü 

1 2( , )A A  ùîäî íàñòóïíîãî òèïó óçàãàëüíåíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ – ïåðåòâîðåí-

íÿ 1 2( , , )Q P P , ÿêå ä³º íà ïàðó ìàòðèöü òàêèì ÷èíîì: 1 2 1 2( , )( , , )A A Q P P =  

1 1 2 2( , )QA P QA P , äå Q  – êîìïëåêñíà, 1 2,  P P  – ä³éñí³ îáîðîòí³ ìàòðèö³. 

Çàäà÷à ïðî óçàãàëüíåíó åêâ³âàëåíòí³ñòü ïàð ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè, ÿê 
³ çàäà÷à ïðî åêâ³âàëåíòí³ñòü ïàð ìàòðèöü, º «äèêîþ» [6, 8, 60]. Òîìó ¿¿ ïîâíå 
ðîçâ’ÿçàííÿ ìîæëèâå ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ. Íàøîþ ìåòîþ º ïîáóäîâà 
ïðîñò³øèõ ôîðì ïàð ³ íàáîð³â ìàòðèöü íàä ïåâíèìè ê³ëüöÿìè ùîäî óçà-
ãàëüíåíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ òà äåÿê³ ¿õ çàñòîñóâàííÿ. 

Íàäàë³ R  – êîìóòàòèâíà àäåêâàòíà îáëàñòü ñê³í÷åííî ïîðîäæåíèõ 

ãîëîâíèõ ³äåàë³â. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç AD  êàíîí³÷íó ä³àãîíàëüíó ôîðìó 
ìàòðèö³ ( , , )A M m n R∈ , òîáòî  

 1diag ( , , , 0, ,0),         0A
r rD UAV= = µ µ µ ≠  ,  (1) 

GL( , ),  GL( , );  AU m R V n R d∈ ∈   – íàéá³ëüøèé ñï³ëüíèé ä³ëüíèê ì³íîð³â  -ãî 

ïîðÿäêó ìàòðèö³ ;  A Rδ  – ïîâíó ìíîæèíó ëèøê³â çà ìîäóëåì ;  R Rδ δ
′δ ⊆  – 

ìàêñèìàëüíó ï³äìíîæèíó Rδ  òàêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ,a b Rδ
′∈  ³ êîæíîãî 

( )u U R∈  ñïðàâäæóºòüñÿ (mod )ua b≡ δ/ . 

 Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé ( , , ),  rang 1B M m k R B∈ > . Òîä³ ³ñíóº ðÿäîê u =  

21 mu u=   òàêèé, ùî 1 2 kuB b b b=  , äå 1 2 1( , , , ) B
kb b b d= . 

 Öå òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè äîâåäåíí³ îñíîâíèõ ðåçóëüòàò³â ³ 
º óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Î. Ãåëìåðà [64], ñôîðìóëüîâàíî¿ íèì ó äåùî 
³íø³é ôîðì³ äëÿ ìàòðèö³ B  ïîâíîãî ðàíãó, òîáòî rang B m k= ≤ . 

Ëåìà 2. Íåõàé 1( , , ),  diag ( , , ,0, , 0)B
rB M m k R D∈ = ϕ ϕ  . Òîä³ ³ñ-

íóþòü âåðõíÿ óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ GL( , )H m R∈  òà îáîðîòíà 

ìàòðèöÿ GL( , )V k R∈  òàê³, ùî B BHBV T TD= = , äå 
1

n

ijT t=  – íèæíÿ 

ìàéæå óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ, òîáòî 0ijt = , ÿêùî i j< , òà 1iit = äëÿ 

âñ³õ i , êð³ì, ìîæëèâî, i r= . ßêùî r m= , òî T  – íèæíÿ óí³òðèêóòíà 
ìàòðèöÿ. 

Íàñë³äîê 1. Íåõàé ( , , ),  rangB M m k R B m k∈ = ≤ . Òîä³ â ìíîæèí³ 

U{ }  ë³âèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü ìàòðèö³ B  äî ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³à-
ãîíàëüíî¿ ôîðìè, òîáòî ìàòðèöü, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (1), 
³ñíóº ìàòðèöÿ 0U U∈ { }  òàêà, ùî 0U TH= , äå T  – íèæíÿ, à H  – âåðõíÿ 

óí³òðèêóòí³ ìàòðèö³.  
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 Òåîðåìà 4. Íåõàé 1 2( , , ),  ( , , )A M m n R B M m n R∈ ∈  ³ 1diag ( , ,A
rD = µ µ , 

10, ,0),  diag ( , , ,0, , 0)B
sD = ϕ ϕ    – ¿õ êàíîí³÷í³ ä³àãîíàëüí³ ôîðìè, ïðè-

÷îìó r s≤ . Òîä³ ïàðà ìàòðèöü ( , )A B  º óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíîþ äî 

ïàðè ( , )A B BD T TD= , äå 
1

m

ijT t=  – íèæíÿ óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ, ÿê-

ùî r s<  àáî r s n= = , ³ T  – íèæíÿ ìàéæå óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ, 

òîáòî 1iit =  äëÿ âñ³õ i , êð³ì, ìîæëèâî, i r= , ïðè÷îìó ,  ijt R i jδ
′∈ > , äå 

,  i i
ij

j j

µ ϕ δ =  µ ϕ 
. 

ßêùî |B A , òî ïàðà ìàòðèöü ( , )A B  º óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíîþ äî 

ïàðè ( , )A BD TD , äå T  – íèæíÿ óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ â óñ³õ âèïàäêàõ. Êð³ì 
òîãî, ÿêùî R  – ê³ëüöå ñòàá³ëüíîãî ðàíãó 1 [82], òî êîæíà ïàðà ìàòðèöü 

( , )A B  º óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíîþ äî òàêî¿ æ ïàðè ( , )A BD TD . 

 Ïàðó ìàòðèöü ( , )A BD T , îçíà÷åíó â òåîðåì³ 4, íàçèâàºìî ñòàíäàðò-
íîþ ôîðìîþ ïàðè ìàòðèöü ( , )A B . 

²ç òåîðåìè 4 âèïëèâàº, ùî ñòàíäàðòíîþ ôîðìîþ ïàðè ìàòðèöü ( , )A B , 

äëÿ ÿêî¿ ( , ) 1A B
m md d = , º ïàðà ä³àãîíàëüíèõ ìàòðèöü ( , )A BD D  ³ öÿ ñòàí-

äàðòíà ôîðìà º ºäèíîþ. Ó ðîáîò³ [75] íàâåäåíî ³íø³ âèïàäêè, êîëè ñòàí-
äàðòíà ôîðìà ïàðè ìàòðèöü âèçíà÷àºòüñÿ îäíîçíà÷íî. 

ßêùî ïàðà ìàòðèöü ( , )A B  º óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíîþ äî ïàðè ä³àãî-

íàëüíèõ ìàòðèöü ( , )A BD D , òî êàæåìî, ùî ïàðà ( , )A B  – ä³àãîíàë³çîâíà àáî 
ìàº âëàñòèâ³ñòü ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿. 

Íàâåäåìî óìîâè óçàãàëüíåíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ ïàð ìàòðèöü. 
Íåõàé Φ  – d -ìàòðèöÿ ðîçì³ðó m n×  íàä R , òîáòî Φ =  

1diag ( , , , 0, , 0),  0r r= ϕ ϕ ϕ ≠   ³ 1 2| | | rϕ ϕ ϕ  [25]. Ðîçãëÿíåìî ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ  

 ,       GL( , ),        GL( , )H F H m R F n RΦ = Φ ∈ ∈ .  (2) 

Ìàòðèö³ H  ³ F  ìàþòü âèãëÿä 

 
1

, , 1, , ,       ,
,    

0, 1, , ,    1, , ,

i
m ij

jij ij

h i j r i j
H h h

i r m j r

ϕ ′ = > ϕ= = 
 = + =



 
 

 
1

, , 1, , ,          ,
,      

0, 1, , ,            1, , .

i
n ij

jij ij

f i j r i j
F f f

i r j r n

ϕ ′ = < ϕ= = 
 = = +



 
 

Ìíîæèíè âñ³õ ìàòðèöü H  ³ F , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (2), 
óòâîðþþòü â³äïîâ³äíî ãðóïè GL ( , )m RΦ  ³ GL( , )n RΦ , ÿê³ º ï³äãðóïàìè ïîâ-

íèõ ë³í³éíèõ ãðóï GL( , )m R  ³ GL( , )n R  [16]. 

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî äëÿ êîæíî¿ ìàòðèö³ ( , , ),  A M n k R n k∈ < , ³ñíóº 

ìàòðèöÿ GL( , )V k R∈  òàêà, ùî 1 0AV A= , äå 1 ( , )A M n R∈ , òî äîñòàò-

íüî ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíó åêâ³âàëåíòí³ñòü ïàð êâàäðàòíèõ ìàòðèöü. 

Ëåìà 3. Íåõàé , ( , ),  1,2i iA B M n R i∈ = . ßêùî ïàðè ìàòðèöü 1 1( , )A B  ³ 

2 2( , )A B  º óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíèìè, òî ìàòðèö³ 1 1(adj )A B  ³ 2 2(adj )A B  
åêâ³âàëåíòí³. 



13 

Îñê³ëüêè êîæíà ïàðà ìàòðèöü ( , )A B  óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíà äî ïàðè 

ñòàíäàðòíî¿ ôîðìè ( , )A BD T , îçíà÷åíî¿ ó òåîðåì³ 4, òî äîñèòü ðîçãëÿíóòè 
óçàãàëüíåíó åêâ³âàëåíòí³ñòü ïàð ìàòðèöü òàêîãî âèãëÿäó. 

 Òåîðåìà 5. Íåõàé 1( , )D T  ³ 2( , )D T  – ïàðè ìàòðèöü ³ç ( , )M n R  ó ñòàí-

äàðòí³é ôîðì³, òîáòî 1 1 2diag ( , , ),  0,  | | |n n nD = ϕ ϕ ϕ ≠ ϕ ϕ ϕ  , ³ 1T , 

2T  – íèæí³ òðèêóòí³ ìàòðèö³ ç ãîëîâíèìè ä³àãîíàëÿìè 1diag ( ,Ψ = ψ  , 

1 2, 0, ,0),   | | |s sψ ψ ψ ψ  . Òîä³ ïàðè ìàòðèöü 1( , )D T  ³ 2( , )D T  º óçàãàëü-
íåíî åêâ³âàëåíòíèìè â òîìó é ò³ëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè ìàòðèö³ 

1(adj )D T  ³ 2(adj )D T  åêâ³âàëåíòí³, òîáòî 1 2(adj ) (adj )F D T D T Q= , äå 

GL( , )F n RΦ∈  ³ GL( , )Q n R∈ . 

 ²ç ö³º¿ òåîðåìè ÿê íàñë³äîê îäåðæóºìî êðèòåð³é óçàãàëüíåíî¿ åêâ³âà-
ëåíòíîñò³ ïàðè ìàòðèöü äî ïàðè ä³àãîíàëüíèõ ìàòðèöü. 

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé , ( , )A B M n R∈  ³ A  – íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ. Ïàðà 
ìàòðèöü ( ,A B ) º óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíîþ äî ïàðè ä³àãîíàëüíèõ ìàò-

ðèöü ( , )A BD D  òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ìàòðèö³ (adj )A B  ³ (adj )A BD D  
åêâ³âàëåíòí³. 

5. Íàï³âñêàëÿðíà åêâ³âàëåíòí³ñòü ìàòðèöü.  

 Îçíà÷åííÿ 3. Ìàòðèö³ , ( , , )A B M m n R∈  íàçèâàþòü íàï³âñêàëÿðíî åêâ³-

âàëåíòíèìè, ÿêùî ³ñíóþòü ìàòðèö³ GL( , ( ) 0 )C m U R∈  { }  ³ GL( , )Q n R∈  

òàê³, ùî A CBQ= . 

 Öå ïîíÿòòÿ áóëî ââåäåíå äëÿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèì 
³ Â. Ì. Ïåòðè÷êîâè÷åì ó 1977 ðîö³ [28]. Ìàòðèö³ ( )A x  ³ ( )B x  ³ç 

( , , [ ])M m n P x , äå P  – ïîëå, íàçèâàþòü íàï³âñêàëÿðíî åêâ³âàëåíòíèìè, ÿêùî 
( ) ( ) ( )A x CB x Q x=  äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü GL( , )C m P∈  ³ ( )Q x ∈  GL( , [ ])n P x∈ . 

Ó ðîáîò³ [28] âñòàíîâëåíî, ùî íåîñîáëèâà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ íàä 
àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü º íàï³âñêàëÿðíî åêâ³âà-
ëåíòíîþ äî òðèêóòíî¿ ìàòðèö³ ç ³íâàð³àíòíèìè ìíîæíèêàìè íà ãîëîâí³é 
ä³àãîíàë³, òà ïîøèðåíî öåé ðåçóëüòàò äëÿ ñê³í÷åííîãî íàáîðó ìíîãî÷ëåí-
íèõ ìàòðèöü. Àíàëîã³÷íèé ðåçóëüòàò ó 1982 ðîö³ ñôîðìóëþâàâ Ë. Áàðàò-
õàðò [53]. Ó ðîáîòàõ [39, 41] ö³ ðåçóëüòàòè ïîøèðåí³ äëÿ ìíîãî÷ëåííèõ 
ìàòðèöü íàä äîâ³ëüíèì ïîëåì. 

Âñòàíîâèìî ôîðìó äëÿ äîâ³ëüíîãî íàáîðó ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü ùîäî 
íàï³âñêàëÿðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³. 

 Òåîðåìà 6. Íåõàé çàäàíî íàá³ð ìàòðèöü 

 1( ), , ( ),   ( )k iA x A x A x ∈  ( , , ),  rang ( ) ,  1, ,i iM m n P x A x r i k∈ = = [ ] .  

Íåõàé P′  – ïîëå ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåí³â ( )i

i

A
rd x , òîáòî 

 
1

( ) ( ) ,     ,       1, ,
i

iji

i

s
tA

ij ijr
j

d x x P i k
=

′= − α α ∈ =∑  . 

ßêùî 
1

k

i
i

s P
=

<∑ , äå P  – ïîòóæí³ñòü ìíîæèíè P , òî ³ñíóþòü âåðõíÿ 

óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ GL( , )U m P∈  òà îáîðîòí³ ìàòðèö³ ( )iV x ∈  

GL( , )n P x∈ [ ]  òàê³, ùî 

 ( ) ( ) ( )iA
i iT x UA x V x= =  
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1

1

1

( )
21 1

( )
11,1 1

( ) ( ) ( )
11 , 1 1 ,

( ) ( ) ( )
1 1 , 1 1 ,

( ) 0 0 0 0

( ) ( ) 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) (

i

i

i i

i

i i i

i i i i i i

i i

i i i

A

Ai

A Ai
r r

A A Ai i i
r r r r r r r

A Ai i i
n n r r n r

x

t x x

t x x x

t x x t x x t x x

t x x t x x t x

− −

− −

− −

µ

µ

= µ µ

µ µ µ

µ µ

 

 

      

 

 

      

 ) ( ) 0 0i

i

A
r xµ 

, (3) 

äå ( )iA
j xµ  – ³íâàð³àíòí³ ìíîæíèêè ìàòðèö³ ( )iA x  ³ ( ) ( )

1,( ( ), ( ),
i i i i

i i
r r r rt x t x+  , 

( ) ( )) 1,  1, ,
i

i
nrt x i k= =  .  

 Çàóâàæèìî, ùî, ÿêùî ( ),  1, ,iA x i k=  , – ìàòðèö³ ïîâíèõ ðàíã³â, òîáòî 

rang ( )iA x m= , òî öåé íàá³ð ìàòðèöü â óìîâàõ òåîðåìè º íàï³âñêàëÿðíî 

åêâ³âàëåíòíèì äî íàáîðó ( ) ( ) ( ),  1, ,i iA A
iT x T x D x i k= =  , äå ( )iT x  – íèæí³ 

óí³òðèêóòí³ ìàòðèö³. 
 ²ç òåîðåìè 6 îäåðæóºìî òâåðäæåííÿ, ÿêå îïèñóº áóäîâó ïåðåòâîðþ-
âàëüíèõ ìàòðèöü, ùî çâîäÿòü çàäàíó ìàòðèöþ äî ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ 
ôîðìè. 

 Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé ( ) ( , , ),  rang ( )A x M m n R A x m∈ = . Òîä³ ó ìíî-

æèí³ ( )U x{ }  ë³âèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü ìàòðèö³ ( )A x  äî ¿¿ êàíî-
í³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè ³ñíóþòü:  

 à) ìàòðèöÿ 1( ) ( )U x U x∈ { }  òàêà, ùî 1( ) ( )U x Q x S= , äå ( )Q x  – íèæ-

íÿ óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ ³ç GL( , );  m P x S[ ]  – âåðõíÿ óí³òðèêóòíà 

ìàòðèöÿ ³ç GL( , )m P ; 

á) ìàòðèöÿ 2( ) ( )U x U x∈ { }  òàêà, ùî  

 2

1

deg deg ,        ( )  ,
deg

deg deg       .

A
m

A A
m

A ÿêùî A x ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ
U

â ³íøîìó âèïàäêó

 µ − −≤ 
µ − µ −

 

Íàâåäåìî äåÿê³ çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíî¿ ôîðìè ïàðè ìàòðèöü. 

6. Ä³àãîíàë³çîâíà ðåäóêö³ÿ ïàð ìàòðèöü ³ ìóëüòèïë³êàòèâí³ âëàñòè-
âîñò³ ¿õ êàíîí³÷íèõ ä³àãîíàëüíèõ ôîðì. Íåõàé ( , , ),   A M m n R B∈ ∈  

( , , )M m k R∈  ³ |B A , òîáòî ,  ( , , )A BC C M k n R= ∈ . Òîä³ ïàðà ìàòðèöü ( , )A B  

º óçàãàëüíåíî åêâ³âàëåíòíîþ äî ïàðè ( , )A B BD T TD= , äå T  – íèæíÿ óí³-

òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Òîìó ç ð³âíîñò³ A BC=  îäåðæóºìî, ùî 1
A BD T C= , äå 

1C  – íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Çâ³äñè â³äðàçó âèïëèâàº â³äîìèé ôàêò, ùî 
B AD D| , òîáòî A BD D= Ψ . Âèíèêàº ïèòàííÿ: êîëè Ψ  º d -ìàòðèöåþ ³ 
CD = Ψ , òîáòî A B CD D D= ?  

Ì. Íüþìåí [71] äîâ³â, ùî, ÿêùî äëÿ íåîñîáëèâèõ ìàòðèöü B  ³ C  íàä 

ê³ëüöåì ãîëîâíèõ ³äåàë³â (det , det ) 1B Ñ = , òî BC B CD D D= . 
Çàäà÷à ïðî ìóëüòèïë³êàòèâí³ñòü êàíîí³÷íèõ ä³àãîíàëüíèõ ôîðì ìàò-

ðèöü ïîâ’ÿçàíà ç ä³àãîíàëüíîþ ðåäóêö³ºþ ïàð ìàòðèöü óçàãàëüíåíî åêâ³âà-
ëåíòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.  
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 ×åðåç A
kD  áóäåìî ïîçíà÷àòè ï³äìàòðèöþ ïîðÿäêó k ìàòðèö³ AD : 

1diag ( , , )A
k kD = µ µ . 

 Òåîðåìà 7. Íåõàé 1( , , ),   ( , , ),   diag ( , ,A
rA M m n R B M m k R D∈ ∈ = µ µ , 

10, ,0),  diag ( , , ,0, , 0),  B
sD s r= ϕ ϕ ≥   , ³ |B A , òîáòî A BC= , äëÿ äåÿ-

êî¿ ìàòðèö³ ( , , )C M k n R∈ . Òîä³ ïàðà ìàòðèöü ( , )A B  ìàº âëàñòèâ³ñòü 
ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿ ó òîìó é ò³ëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ C  

º åêâ³âàëåíòíîþ äî ìàòðèö³ ,rΨ = Ψ ⊕ 0  äå 1( )B A
r r rD D−Ψ = . 

 Òåîðåìà 8. Íåõàé ( , , ),  ( , , )B M m k R C M k n R∈ ∈  ³ A BC= . Òîä³ AD =  
B CD D=  ó òîìó é ò³ëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè ïàðà ìàòðèöü ( , )A B  ìàº 

âëàñòèâ³ñòü ä³àãîíàëüíî¿ ðåäóêö³¿, òîáòî  

 1 2,      A BUAV D UBV D= = , 

 1 2GL( , ),     GL( , ),     GL( , )U m R V n R V k R∈ ∈ ∈ , (4) 

³ äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü 1V  ³ 2V , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4), ìàòðèöÿ 
1

2 1V CV− = Ψ  º d-ìàòðèöåþ. 

 ²ç ïîïåðåäí³õ òåîðåì îòðèìóºìî òàêå òâåðäæåííÿ. 

 Ëåìà 4. Íåõàé ( , ),  ( , , ),  det 0,  rangB M m R C M m n R B C r∈ ∈ ≠ =  ³ 

A BC= , äå 1diag( , , , 0, , 0)A
rD = µ µ  , 1diag( , , )B

mD = ϕ ϕ . ßêùî 

( , ) , 1, ,i m i i rµ ϕ = ϕ =  , òî A B CD D D= . 

 Çàóâàæèìî, ùî â íàñë³äêó 7 ó ðîáîò³ [73] ³ â àíàëîã³÷íîìó íàñë³äêó 5 ó 

[37] äîïóùåíî îïèñêó. Î÷åâèäíî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ çàì³ñòü C
rd  ïîâèííî 

áóòè 
A
r
B
r

d

d
, äå A BC= , ÿê ³ â íàñë³äêó 7 ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (19) ç ðîáîòè [74]. 

Çàçíà÷åí³ íàñë³äêè ç ðîá³ò [37, 73] º ïîøèðåííÿì ðåçóëüòàòó íàñë³äêó 7 ³ç 
[74] äëÿ çàãàëüí³øîãî âèïàäêó. Îòæå, ³ç ëåìè 4 ìàºìî òàêèé íàñë³äîê. 

 Íàñë³äîê 2. Íåõàé ( , ),  ( , , ),  det 0,  rangB M m R C M m n R B C r∈ ∈ ≠ =  ³ 

A BC= . ßêùî det , 1
A
r
B
r

d
B

d

  = 
 

, òî A B CD D D= . 

7. Ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèöü. Íåõàé ( , ),  rangA M n R A r∈ =  ³ 

 ,     , ( , )A BC B C M n R= ∈  (5) 

– äåÿêà ôàêòîðèçàö³ÿ ìàòðèö³ A. Òîä³ ôàêòîðèçàö³¿ (3) ìàòðèö³ A  â³äïîâ³-

äàº ôàêòîðèçàö³ÿ ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè AD : 

 1 1 2diag ( , , ,0, , 0) ,      | | |A
s sD = ΦΨ = ϕ ϕ Ψ ϕ ϕ ϕ   , (6) 

òàêà, ùî BD = Φ , òîáòî ìàòðèöÿ B  åêâ³âàëåíòíà äî ìàòðèö³ Φ . Ìàòðèöÿ 
C  ìîæå áóòè åêâ³âàëåíòíîþ äî Ψ  àáî æ í³. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ôàêòîðè-
çàö³þ (5) ìàòðèö³ A íàçèâàºìî ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàö³¿ (6) ¿¿ êàíîí³÷-

íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè AD  çà àíàëîã³ºþ ³ç ââåäåíèì Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèì 
ïîíÿòòÿì ïàðàëåëüíèõ ðîçêëàä³â ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèö³ äî ðîçêëàä³â ¿¿ 
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà [25].  

Íàãàäàºìî, ùî ôàêòîðèçàö³¿ A BC=  ³ 1 1A B C=  ìàòðèö³ A  íàçèâàþòü 

àñîö³éîâàíèìè, ÿêùî 1
1 1,  B BV C V C−= =  äëÿ äåÿêî¿ ìàòðèö³ GL( , )V n R∈ . 
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Ïîêëàâøè 1 1,  i i i iB U C V− −= Φ = Ψ , äå iU  ³ iV  – ìàòðèö³, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü 

ñï³ââ³äíîøåííÿ (1), îäåðæèìî ôàêòîðèçàö³¿ i iA B C=  ìàòðèö³ A , ïàðàëåëü-

í³ äî ôàêòîðèçàö³¿ (6) ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè AD . Âèíèêàº ïèòàí-
íÿ: ÷è öå áóäóòü óñ³, ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³, ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèö³ A, 

ïàðàëåëüí³ äî ôàêòîðèçàö³¿ (6) ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè AD  ? 

Òåîðåìà 9. Íåõàé ( , ),  rangA M n R A r∈ =  ³ êàíîí³÷íà ä³àãîíàëüíà 

ôîðìà AD  çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ (6), äå sΨ = Ψ ⊕ 0 . Òîä³ êîæíà ôàêòî-

ðèçàö³ÿ ìàòðèö³ A , ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàö³¿ (6) ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³à-

ãîíàëüíî¿ ôîðìè AD , ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ ìàº âèãëÿä i iA B C= , 
1 1,  i i i iB U C V− −= Φ = Ψ , äå iU  ³ iV  – ìàòðèö³, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíî-

øåííÿ (1). 
 Ôàêòîðèçàö³ÿ A BC=  ìàòðèö³ A , ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàö³¿ (6) ¿¿ 

êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè AD , º ºäèíîþ ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ 
òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè Ψ  º d -ìàòðèöåþ, òîáòî 1 2| | | tψ ψ ψ  ³ 

1 2 1 2,   r r n r r n+ + + +ϕ = ϕ = = ϕ ψ = ψ = = ψ  . 

Ç. ². Áîðåâè÷ ñôîðìóëþâàâ óìîâè ºäèíîñò³ ïàðàëåëüíèõ ôàêòîðèçàö³é 
äëÿ íåîñîáëèâèõ ìàòðèöü íàä ê³ëüöåì ãîëîâíèõ ³äåàë³â [2]. Òåîðåìîþ 9 
íàìè âñòàíîâëåíî êðèòåð³é ºäèíîñò³ ïàðàëåëüíèõ ôàêòîðèçàö³é äëÿ äîâ³ëü-
íèõ ìàòðèöü. 

ßê íàñë³äêè ç òåîðåìè 9 îäåðæóºìî êðèòåð³¿ ºäèíîñò³ ä³ëüíèê³â B  ìàò-

ðèö³ A  ³ç çàäàíèìè ¿õ êàíîí³÷íîþ ä³àãîíàëüíîþ ôîðìîþ BD = Φ  ³ âèçíà÷-
íèêîì det B = ϕ . 

Íàñë³äîê 3. Íåõàé 1( , ),    diag ( , , , 0, ,0),    0A
r rA M n R D∈ = µ µ µ ≠  . 

Òîä³: 
à) ë³âèé ä³ëüíèê ( , )B M n R∈  ç êàíîí³÷íîþ ä³àãîíàëüíîþ ôîðìîþ 

1diag ( , , ,0, , 0)B
sD = Φ = ϕ ϕ   ìàòðèö³ A  º ºäèíèì ç òî÷í³ñòþ äî ïðà-

âî¿ àñîö³éîâíîñò³ òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè s n=  àáî s r=  ³ ( , )i sµ ϕ =  

i= ϕ  äëÿ âñ³õ 1, , 1i s= − ; 

á) ä³ëüíèê B  ç det 0B = ϕ ≠  ìàòðèö³ A  ³ñíóº òîä³ é ò³ëüêè òîä³, 

êîëè ϕ  º ä³ëüíèêîì det A , òîáòî det A = ϕψ . Ä³ëüíèê B  ç âèçíà÷íèêîì 

det B = ϕ  ìàòðèö³ A  º ºäèíèì ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ òîä³ é 

ò³ëüêè òîä³, êîëè rang 1A n≥ −  ³ 1(( , ), ) 1A
nd −ϕ ψ = . 

Çàóâàæèìî, ùî ñòðóêòóðó ä³ëüíèê³â ìàòðèöü íàä ê³ëüöÿìè åëåìåíòàð-
íèõ ä³ëüíèê³â ³ ¿õ îïèñ ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³ ðîçãëÿíóòî â [48, 50]. 

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôàêòîðèçàö³¿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü, òîáòî ìàòðèöü 
íàä ê³ëüöåì ìíîãî÷ëåí³â [ ]P x , äå P  – ïîëå, ç ðåãóëÿðíèìè, çîêðåìà, 
óí³òàëüíèìè ìíîæíèêàìè. 

Ï. Ñ. Êàç³ì³ðñüêèé ðîçâ’ÿçàâ [19, 25] ïðîáëåìó âèä³ëåííÿ ðåãóëÿðíîãî 
ìíîæíèêà ³ç ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íàä àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè íóëü, ïðè öüîìó ñóòòºâî âèêîðèñòàâ âñòàíîâëåíó òðèêóòíó 
ôîðìó ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü ùîäî íàï³âñêàëÿðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³. Â³í 
âêàçàâ êðèòåð³é ³ñíóâàííÿ ³ ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ óí³òàëüíèõ ä³ëü-
íèê³â ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Çàóâàæèìî, ùî âêàçàíà ôîðìóëà â çàãàëü-
íîìó íå îõîïëþº óñ³õ óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ç çà-
äàíîþ êàíîí³÷íîþ ä³àãîíàëüíîþ ôîðìîþ. Ó ïðàö³ [24] íàâåäåíî óìîâè, çà 
ÿêèõ öÿ ôîðìóëà îïèñóº âñ³ óí³òàëüí³ ä³ëüíèêè ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ç 
¿õ çàäàíîþ êàíîí³÷íîþ ä³àãîíàëüíîþ ôîðìîþ. ²íøèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçàííÿ 
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çàäà÷ ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèöü íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêèé ´ðóíòó-
ºòüñÿ íà êëàñè÷íèõ ïîíÿòòÿõ âëàñíèõ ³ ïðèºäíàíèõ âåêòîð³â, çàïðîïîíîâàíî 
â [36, 63] òà ³í. 

Çàäà÷à ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â íàä äîâ³ëüíèì ïîëåì ðîç-
â’ÿçàíà ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ. Ó ðîáîò³ [45] âêàçàíî ìåòîä ïîáóäîâè 
óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â íàä äîâ³ëüíèì ïîëåì ó âè-
ïàäêó, êîëè óí³òàëüí³ ä³ëüíèêè ç ¿õ çàäàíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìíîãî-
÷ëåíàìè º ºäèíèìè. Ó ïðàö³ [49] ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàò³â Ï. Ñ. Êàç³-
ì³ðñüêîãî [25] îïèñóþòüñÿ ïåâí³ êëàñè ä³ëüíèê³â ç òî÷í³ñòþ äî àñîö³éîâíîñò³, 
çîêðåìà, óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â íàä äåÿêèìè ïîëÿìè. 
Ôàêòîðèçàö³þ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü íàä ñïåö³àëüíèìè ê³ëüöÿìè ðîçãëÿ-
íóòî â ðîáîò³ [18]. 

Íà îñíîâ³ âñòàíîâëåíî¿ òðèêóòíî¿ ôîðìè ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü ùîäî 
íàï³âñêàëÿðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ âêàæåìî ìåòîä ¿õ ôàêòîðèçàö³¿. 

 Íåõàé ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A AT x UA x V x U x D x= =  – òðèêóòíà ôîðìà âèãëÿäó (3) 
íåîñîáëèâî¿ ìàòðèö³ ( )A x , äå ( )U x  – íèæíÿ óí³òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Î÷åâèä-
íî, ùî ìàòðèöÿ ( )A x  ðîçêëàäàºòüñÿ ó äîáóòîê ðåãóëÿðíèõ, çîêðåìà óí³-
òàëüíèõ, ìíîæíèê³â òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè òàêîþ º ¿¿ òðèêóòíà ôîðìà 

( )AT x  ³ ë³â³ óí³òàëüí³ ä³ëüíèêè ìàòðèöü ( )A x  ³ ( )AT x  º ïîä³áíèìè ç ìàò-
ðèöåþ ïåðåõîäó U . 

 Íåõàé êàíîí³÷íà ä³àãîíàëüíà ôîðìà ( )AD x  ìàòðèö³ ( )A x  çîáðàæóºòü-
ñÿ ó âèãëÿä³ äîáóòêó 

 1 1 2( ) ( ) ( ) diag ( ( ), , ( )) ( ),   | | |A
n nD x x x x x x= Φ Ψ = ϕ ϕ Ψ ϕ ϕ ϕ  , (7) 

³ 
1

deg
n

i
i

sn
=

ϕ =∑ ; ( )K x  – íèæíÿ óí³òðèêóòíà ïàðàìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, îçíà-

÷åíà â [16, 40]. Òîä³ ìàòðèöÿ 1( ( ) ( ))U x K x −  º ë³âîþ ïåðåòâîðþâàëüíîþ ìàò-

ðèöåþ ìàòðèö³ ( )A x  äî ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè ( )AD x . Íàäàþ÷è 
ïàðàìåòðàì ìàòðèö³ ( )K x  çíà÷åíü ³ç ïîëÿ P , îäåðæèìî ìíîæèíó ë³âèõ 
ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü ìàòðèö³ ( )A x . 
 Íà îñíîâ³ òåîðåìè 9 ³ ðåçóëüòàò³â ðîá³ò [16, 40] îäåðæóºìî òåîðåìó. 

 Òåîðåìà 10. Äëÿ ìàòðèö³ ( )A x  ³ñíóº ôàêòîðèçàö³ÿ ( ) ( ) ( )A x B x C x=  ç 
óí³òàëüíîþ ìàòðèöåþ ( )B x , ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàö³¿ (7) ¿¿ êàíîí³÷íî¿ 

ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè ( )AD x , òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ìàòðèöÿ 
( ) ( ) ( )U x K x xΦ  ðåãóëÿðèçóºòüñÿ ñïðàâà ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â 

ìàòðèö³ ( )K x , òîáòî ³ñíóº ìàòðèöÿ ( ) GL( , )V x n P x∈ [ ]  òàêà, ùî 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )U x K x x V x L xΦ =  – ðåãóëÿðíà, çîêðåìà, óí³òàëüíà ìàòðèöÿ. ßêùî 

( )L x  – óí³òàëüíà ìàòðèöÿ, òî 1( ) ( )B x U L x U−=  – ë³âèé óí³òàëüíèé 
ä³ëüíèê ìàòðèö³ ( )A x . 

 Â³äîì³ äåê³ëüêà ìåòîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü. Ó ðîáîò³ 
[44] âêàçàíî äîñèòü ïðîñòèé ñïîñ³á ðåãóëÿðèçàö³¿ ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèö³ òðè-
êóòíîãî âèãëÿäó (3).  
 ²ç òåîðåìè 9 îäåðæóºìî 

 Íàñë³äîê 4. Íåõàé ( ) ( , ),  rang ( )A x M n P x A x r∈ =[ ] . Òîä³ 

à) ôàêòîðèçàö³ÿ ( ) ( ) ( )A x B x C x=  ìàòðèö³ ( )A x  ç óí³òàëüíèì 
ìíîæíèêîì ( )B x , ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàö³¿ (7) ¿¿ êàíîí³÷íî¿ ä³àãî-

íàëüíî¿ ôîðìè ( )AD x , º ºäèíîþ òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ó çîáðàæåíí³ (7) 

( )xΨ  º d -ìàòðèöåþ; 



18 

á) óí³òàëüíèé ä³ëüíèê ( )B x  ç êàíîí³÷íîþ ä³àãîíàëüíîþ ôîðìîþ 

1( ) ( ) diag ( ( ), , ( ))B
nD x x x x= Φ = ϕ ϕ  ìàòðèö³ ( )A x  º ºäèíèì òîä³ é ò³ëü-

êè òîä³, êîëè ( , ) ,  1, , 1A
i n i i rµ ϕ = ϕ = − ; 

â) óí³òàëüíèé ä³ëüíèê ( )B x  ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì 
det ( ) ( )B x x= ϕ  ìàòðèö³ A  º ºäèíèì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè 

rang ( ) 1A x n≥ −  ³ 1(( ( ), ( )), ( )) 1A
nx x d x−ϕ ψ = . 

Äëÿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü íàä àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè 0 óìîâè ºäèíîñò³ óí³òàëüíèõ ä³ëüíèê³â ³ç ¿õ çàäàíèìè õàðàêòåðèñ-
òè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàâåäåíî â [5, 25], à ç êàíîí³÷íèìè ä³àãîíàëüíèìè 
ôîðìàìè – â [17, 24]. 

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷à ïðî íàï³âñêàëÿðíó åêâ³âàëåíò-
í³ñòü ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü ò³ñíî ïîâ’ÿçàíà ç â³äîìîþ ïðîáëåìîþ ïðî ïî-
ä³áí³ñòü ïàð ³ ñê³í÷åííèõ íàáîð³â ÷èñëîâèõ ìàòðèöü [4, 7, 60, 61, 77, 81]. 
Òðèêóòíà ôîðìà âèãëÿäó (3) ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèö³ ùîäî íàï³âñêàëÿðíî¿ 
åêâ³âàëåíòíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ íåîäíîçíà÷íî, à òîìó âîíà íå äàº ïîâíî¿ êëà-
ñèô³êàö³¿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü ùîäî òàêî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³. Öÿ çàäà÷à 
ðîçâ’ÿçàíà ëèøå ïðè ïåâíèõ ³ äîñèòü ñóòòºâèõ îáìåæåííÿõ, ó çàãàëüíîìó 
âèïàäêó íà ñüîãîäí³ íå áà÷èìî øëÿõ³â ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ. Òàê, ó ðîáîòàõ [22, 23] 
íà îñíîâ³ òðèêóòíî¿ ôîðìè (3) ³ çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèö³ íà ñèñòåì³ 
êîðåí³â ìíîãî÷ëåíà âñòàíîâëåíî óìîâè íàï³âñêàëÿðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ ìíî-
ãî÷ëåííèõ ìàòðèöü áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåí³â ³ êðèòåð³é ïîä³á-
íîñò³ â³äïîâ³äíèõ ìàòðè÷íèõ êâàäðàòíèõ òðè÷ëåí³â. Ó ïðàöÿõ [46, 47] âêà-
çàíî êàíîí³÷íó ôîðìó ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷-
íèõ êîðåí³â ùîäî íàï³âñêàëÿðíî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³ òà êàíîí³÷íó ôîðìó 
â³äïîâ³äíèõ íàáîð³â ìàòðèöü ñòîñîâíî ïîä³áíîñò³. 
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ТЕОРЕТИКО-СТРУКТУРНЫЕ СВОЙСТВА МАТРИЦ НАД КОЛЬЦАМИ 
КОНЕЧНО ПОРОЖДЕННЫХ ГЛАВНЫХ ИДЕАЛОВ 
 
Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåííîé îáùåé êîíöåïöèè ýêâèâàëåíòíîñòè ìàòðèö íàä êîëü-
öàìè âûïîëíåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ î ðàçëè÷íûõ òèïàõ ðåäóêöèé ìàòðèö íàä 
êîëüöàìè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãëàâíûõ èäåàëîâ, êîòîðûå ðàçâèâàþò èäåè 
Ï. Ñ. Êàçèìèðñêîãî. Èçó÷àþòñÿ ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ àäåêâàòíûõ ýëåìåíòîâ â 
êîììóòàòèâíûõ êîëüöàõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãëàâíûõ èäåàëîâ, äåëèòåëè íóëÿ 
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà. Îïèñûâàåòñÿ âëèÿíèå ðàçíîòèï-
íûõ îñëàáëåíèé óñëîâèé àäåêâàòíîñòè íà ïðîöåññ äèàãîíàëüíîé ðåäóêöèè ìàòðèö. 
Èññëåäóþòñÿ îáîáùåííàÿ è ïîëóñêàëÿðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ìàòðèö è èõ êîíå÷-
íûõ íàáîðîâ íàä àäåêâàòíûìè îáëàñòÿìè Áåçó è êîëüöàìè ìíîãî÷ëåíîâ. Óñòàíîâ-
ëåíû èõ íàäëåæàùèå ôîðìû îòíîñèòåëüíî òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé è ïðåäëî-
æåíû íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ôîðì. 
 
STRUCTURE-THEORETICAL PROPERTIES OF MATRICES 
OVER FINITELY GENERATED PRINCIPAL IDEAL RINGS 
 
In terms of general concept of the equivalence of matrices over rings the results 
concerning different types of reduction of matrices over finitely generated principal 
ideal rings are obtained. The ideas of P. S. Kazymirskyi, connected with the problem of 
factorization of matrices, are developed. We study the sets of regular adequate elements 
in the commutative rings of finitely generated principal ideal rings with zero divisors 
not belonging to the Jacobson radical. The influence of different weakened versions of 
the conditions of adequacy onto the process of diagonal reduction of matrices is 
described. The generalized and semi-scalar equivalences of matrices and their finite sets 
over the Bezout rings and polynomial rings are investigated. Some forms for these 
equivalences are constructed. We also give some applications of these forms. 
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