
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2003. – 46, ¹ 2. – Ñ. 155-161. 155 

ÓÄÊ 517.957:536.12 
 
В. В. Михаськів 

1
, Л. М. Журавчак 

1,2
, Г. В. Фітель 

1
 

 
ВИКОРИСТАННЯ ГРАНИЧНИХ І ПРИГРАНИЧНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
У ДВОВИМІРНІЙ МОДЕЛІ НЕСТАЦІОНАРНОЇ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
 

Äëÿ äâîâèì³ðíèõ ò³ë ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ ìåòîäàìè ïðèãðàíè÷íèõ ³ ãðàíè÷-
íèõ åëåìåíò³â ðîçâ’ÿçàíî íåñòàö³îíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç ïåðøîþ 
ãðàíè÷íîþ óìîâîþ. Çä³éñíåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç öèõ ìåòîä³â. Íà ïðèêëàä³ 
ïëàñòèíè êâàäðàòíî¿ ôîðìè ïðîâåäåíî ç³ñòàâëåííÿ îòðèìàíèõ ÷èñëîâèõ 
ðåçóëüòàò³â ç â³äîìèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì. 

 
Ìåòîä ïðèãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â (ÌÏÃÅ) ³ ìåòîä ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â 

(ÌÃÅ) ó íåïðÿìîìó ôîðìóëþâàíí³ º ð³çíîâèäíîñòÿìè ìåòîäó ô³êòèâíèõ 
äæåðåë, îñê³ëüêè ââåäåí³ äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ íåâ³äîì³ âåëè÷èíè 
íå ïåðåäáà÷àþòü ¿õ ô³çè÷íîãî òðàêòóâàííÿ. Àíàë³ç òåîðåòè÷íèõ òà îá÷èñ-
ëþâàëüíèõ îñîáëèâîñòåé îáîõ ìåòîä³â ó âèïàäêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ô³çèêè, çîêðåìà, ñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïîòåíö³àëó ³ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³, òà äîñë³äæåííÿ òî÷íîñò³ îòðèìàíèõ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ïðî-
âåäåíî ó [4, 5]. Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ òàêèé àíàë³ç ó ïîºäíàíí³ ç ïîêðîêî-
âîþ ÷àñîâîþ ñõåìîþ «ïîñë³äîâíîñò³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ» [1, 2, 3, 5, 8] ðîçïîâ-
ñþäæåíî íà äâîâèì³ðí³ íåñòàö³îíàðí³ çàäà÷³ òåîð³¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³. 

Ñë³ä â³äì³òèòè, ùî ðîçãëÿíóòà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îïèñóº ô³çè÷í³ 
ïðîöåñè ð³çíîìàí³òíî¿ ïðèðîäè. Ïðè öüîìó ïîíÿòòþ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ 
(òåìïåðàòóðè) òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ (òåïëîâîãî ïîòîêó) ìîæóòü â³äïîâ³äàòè ð³çí³ 
ô³çè÷í³ ôóíêö³¿. Íàïðèêëàä, ïðè îïèñ³ äèôóç³éíèõ ³ ô³ëüòðàö³éíèõ ïîë³â – 
öå êîíöåíòðàö³ÿ ðå÷îâèíè òà òèñê ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì ïîòîêè, åëåêòðîìàãí³òíèõ 
ïîë³â – åëåêòðè÷íèé ïîòåíö³àë ³ ãóñòèíà ñòðóìó, òå÷³¿ ³äåàëüíî¿ ð³äèíè – 
øâèäê³ñòü ïðîò³êàííÿ ð³äèíè ³ ãóñòèíà ïîòîêó ð³äèíè òîùî. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî íåñòàö³îíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ 

äëÿ îäíîð³äíîãî îáìåæåíîãî ò³ëà, ÿêå çàéìàº îáëàñòü 2Ω ⊂   ó äåêàðòîâ³é 
ñèñòåì³ êîîðäèíàò 1 2,  x x . Ââàæàºìî, ùî íà ãðàíèö³ ∂Ω  îáëàñò³ Ω  çàäàíî 

çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ( ,Fo)xΓθ , à âñåðåäèí³ îáëàñò³ Ω  ä³þòü äæå-

ðåëà òåïëà ³íòåíñèâíîñò³ 
0 ( , Fo)g x , ðîçðàõîâàí³ íà îäèíèöþ ïëîù³, äå Fo  – 

÷àñ. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òåìïåðàòóðíèé ðåæèì ó ò³ë³ îïèñóºòüñÿ 
ôóíêö³ºþ 0 ( )xθ . 

Íåñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå ( , Fo)xθ  âèçíà÷àºìî ç ð³âíÿííÿ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³ 

 
 2 2

02 2
1 2

( , Fo),         ( ,Fo)
Fo

g x x T
x x

∂ θ ∂ θ ∂θ+ = − ∈ Ω ×
∂ ∂ ∂

, (1) 

ïî÷àòêîâî¿  

 
0 ( ),        Fo 0,          x xθ = θ = ∈ Ω , (2) 

òà ãðàíè÷íî¿  

  ( ,Fo),        ( ,Fo)x x TΓθ = θ ∈ ∂Ω × , (3) 

óìîâ, äå ôóíêö³¿ 
0 ( ),  ( ,Fo)x xΓθ θ , çàäîâîëüíÿþòü óìîâó óçãîäæåíîñò³ 

 


  
0

Fo 0
lim ( ) lim ( ,Fo),       Fo : 0 Fo

x
x x TΓ→∂Ω →

θ = θ = < ≤ ∞{ } . 

Ïîêðîêîâà ÷àñîâà äèñêðåòèçàö³ÿ çàäà÷³. Îäèí ³ç ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ ïîëÿãàº ó çàñòîñóâàíí³ ìàðøîâîãî àëãîðèòìó 
çì³íè ÷àñîâîãî àðãóìåíòó. Ùîá îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3), áóäåìî 
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âèêîðèñòîâóâàòè ñõåìó «ïîñë³äîâíîñò³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ» [1, 2, 3, 5, 8], êîëè 
íà êîæíîìó k -ìó êðîö³ çà ÷àñîì ââîäèòüñÿ ëîêàëüíèé ÷àñ Fo  òàêèé, ùî 

Fo Fo ( 1) Fok= − − ∆ , äå Fo∆  – âåëè÷èíà ÷àñîâîãî ïðèðîñòó, 

  1

1
0,Fo ( 1) Fo, Fo ( 1) Fo,Fo

k

j
j j k

−

=
= − ∆ ∆ − ∆ [ ] ] ] [ ] , 

 
0

1
( 1) Fo, Fo 0

j
j j

=
− ∆ ∆ = ] ] . (4) 

Íà îñíîâ³ (4) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ 
ôóíêö³é ( , Fo)k xθ , ç ÿêèìè øóêàíà ôóíêö³ÿ ïîâ’ÿçàíà ñï³ââ³äíîøåííÿì 

    
1

( , Fo) ( ,Fo) (Fo),     ,      0 Fo Fo
k

j j
j

x x x k
=

θ = θ χ ∈ Ω ≤ ≤ ∆∑ , 

 


1, ( 1 Fo Fo Fo,
(Fo)

0, Fo ( 1) Fo,     Fo Fo.
j

j ) j

j j

 − ∆ < ≤ ∆χ = 
≤ − ∆ > ∆



  

Òàê, ÿêùî çàäàòè ôóíêö³¿ 0 ( , Fo)kg x , 0 ( )k xθ , ( , Fo)k xΓθ  ó âèãëÿä³ 

 0
0

1

( ), 1,
( )

( , ( 1) Fo), 1,k
k

x k
x

x k k−

θ =
θ =  θ − ∆ >

 

 
0 0( , Fo) ( , ( 1) Fo Fo)kg x g x k= − ∆ + , 

 ( , Fo) ( , ( 1) Fo Fo)k x x kΓ Γθ = θ − ∆ + , 

òî êðàéîâà çàäà÷à äëÿ âèçíà÷åííÿ ( ,Fo)k k xθ = θ  íàáóäå âèãëÿäó 

 
2 2

02 2
1 2

  
( , Fo),       ( , Fo)

Fo
k k k

kg x x T
x x

∂ θ ∂ θ ∂θ
+ = − ∈ Ω × ∆

∂∂ ∂
, (5) 

 0

 
( ),       Fo 0,      k k x xθ = θ = ∈ Ω , (6) 

 
 

( ),       ( ,Fo)k k x x TΓθ = θ ∈ ∂Ω × ∆ , (7) 

äå 0, FoT∆ = ∆] ] . Ùîá îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (5)–(7), çâåðíåìîñü äî 
íåïðÿìèõ ìåòîä³â ïðèãðàíè÷íèõ [5] ³ ãðàíè÷íèõ [1] åëåìåíò³â. 

Ïðîñòîðîâà äèñêðåòèçàö³ÿ çàäà÷³ ÌÏÃÅ ³ ÌÃÅ. Äëÿ âèêîðèñòàííÿ 

ÌÏÃÅ ââîäèìî îáëàñòü 2B ⊂   òàêó, ùî , B BΩ ⊂ ∂Ω ∂ = ∅ . Ïðèãðàíè÷íó 

îáëàñòü \G B∗ = Ω  ðîçáèâàºìî íà N  â³äêðèòèõ ï³äîáëàñòåé iG∗ , ïðè÷îìó 

  
1

    ( ) , , , , 1,
N

i i i j
i

G G G G G i j i j N∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=
∂ = = ∅ ≠ =   . Ãðàíè÷í³ åëåìåíòè iΓ  íà 

∂Ω  ââåäåìî íàñòóïíèì ÷èíîì: ,  1,i iG i N∗Γ = ∂Ω ∂ = . Îá’ºäíàííÿ i iG∗Γ   

ðîçãëÿäàòèìåìî íàäàë³ ÿê ïðèãðàíè÷íèé åëåìåíò iG . Ó âèïàäêó âèêîðèñ-

òàííÿ ÌÏÃÅ ó êîæíîìó ïðèãðàíè÷íîìó åëåìåíò³ iG , à ó âèïàäêó âèêîðèñ-

òàííÿ ÌÃÅ – ó êîæíîìó ãðàíè÷íîìó åëåìåíò³ iΓ  íà k -ìó ÷àñîâîìó êðîö³ 

ââåäåìî «ô³êòèâí³» äæåðåëà òåïëà íåâ³äîìî¿ ñòàëî¿ ³íòåíñèâíîñò³ ,  ikd γ γ ∈  

,G∈ Γ{ } , ðîçðàõîâàí³ íà îäèíèöþ ïëîù³ iG  ÷è äîâæèíè iΓ  â³äïîâ³äíî. Íà-

äàë³ ïðè ïîçíà÷åíí³ ³íäåêñ «G » â³äïîâ³äàº ÌÏÃÅ, ³íäåêñ « Γ » – ÌÃÅ. 
Äëÿ ï³äâèùåííÿ åôåêòèâíîñò³ îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó ÌÏÃÅ 

äîö³ëüíî çàáåçïå÷èòè ìîíîòîííó çì³íó ôóíêö³é 0kθ  ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç 
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ãðàíèöþ ∂Ω . Ç ö³ºþ ìåòîþ ââåäåìî îáëàñòü 2∗Ω ⊂   ( ∗Ω ⊂ Ω ) ³ íåïåðåðâí³ 
ôóíêö³¿ 0 ( )kf x  òàê³, ùî  

 
2

0

1

0, ( \ ) ,
( )

( , ( 1) Fo), ,
k G

k

x
f x

x k x

∗ ∗

−

 ∈ Ω ∂Ω= 
θ − ∆ ∈ Ω ∂Ω






  

à äëÿ 0 \ ( )x ∗∈ Ω = Ω Ω ∂Ω  ôóíêö³þ 0 ( )kf x  âèáèðàºìî ó çðó÷íîìó äëÿ 

³íòåãðóâàííÿ âèãëÿä³. Ïðèãðàíè÷íó îáëàñòü 0Ω  íàäàë³ íàçèâàòèìåìî îáëàñ-

òþ «ïîì’ÿêøåíî¿ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè» [5]. 
Ó öüîìó âèïàäêó çàì³ñòü (6) îòðèìàºìî óìîâó  

 0

 
( ),      Fo 0,        k kf x x ∗θ = = ∈ Ω . (8) 

Äàë³ ïðîâåäåìî äèñêðåòèçàö³þ îáëàñòåé Ω  ³ ∗Ω  êðèâîë³í³éíèìè ÷îòè-

ðèêóòíèìè åëåìåíòàìè Ω  ³ w
∗Ω  òàê, ùîá 

1 1
,   ,   

L W

w
w

∗ ∗

= =
Ω = Ω Ω = Ω Ω   


 

,   ,   , 1, ,   ,   ,   , 1,q w sq q L w s w s W∗ ∗Ω ≠ ∅ ≠ = Ω Ω = ∅ ≠ =   . 

Òîä³ ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçêó äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ (5)–(7) ÷è (5), (8), (7) ìàòèìå âèãëÿä [1, 5] 

 ( ) ( )
1 2 3

1 1 1

( , ,Fo) ( , ,Fo) ( , ,Fo)
N L L

k k
k ik i

i

d x x xΓ Γ Γ Γ

= = =

θ = Φ + Φ + Φ∑ ∑ ∑E E E 
 

, (9) 

 ( ) ( )
1 2 3

1 1 1

( , ,Fo) ( , ,Fo) ( , , Fo)
N L W

G G G k G k
k ik i w

i w

d x x x
= = =

θ = Φ + Φ + Φ∑ ∑ ∑E E E


, (10) 

äå 

 
Fo

1 4 4
0

( , ,Fo) ( , Fo, , ) ( )

i

i ix d x dγ

γ

Φ = ξ ξ ξ γ ξ∫ ∫E E , (11) 

 
Fo

( )
2 4 0 4 4

0

( , , Fo) ( , ) ( , Fo, , ) ( )k
kx d g x d

Ω

Φ = ξ ξ ξ ξ ξ Ω ξ∫ ∫


 E E , (12) 

 ( )
3 0( , ,Fo) ( ) ( , Fo, ,0) ( )k

kx x dΓ

Ω

Φ = θ ξ ξ Ω ξ∫E E


  , (13) 

 ( )
3 0( , ,Fo) ( ) ( , Fo, ,0) ( )

w

G k
w k wx f x d

∗

∗

Ω

Φ = ξ ξ Ω ξ∫E E , (14) 

12 2
4 4 4  ( , Fo, , ) exp /4(Fo ) 4 (Fo ) , ,  s s s s sx r r y y y x

−= ξ ξ = − − ξ π − ξ = = − ξE E { }[ ] , 

2
1 2 4 1 2( , ) ,   ,   ( , , Fo)T x xξ = ξ ξ ∈ ξ ∈ ∆  – êîîðäèíàòè òî÷îê ñïîñòåðåæåííÿ, 

1 2 4( , , )ξ ξ ξ  – êîîðäèíàòè, ÿê³ ñï³âïàäàþòü ç 1 2( , , Fo)x x  ³ ââåäåí³ äëÿ çðó÷-

íîñò³ îïèñó òî÷îê îáëàñò³, ó ÿê³é ì³ñòèòüñÿ äæåðåëî òåïëà. 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ êîíñòàíò ikd γ  çàñòîñóºìî ìåòîä êîëîêàö³é 

[1], çã³äíî ç ÿêèì íà ∂ Ω  ââåäåìî âóçëîâ³ òî÷êè 0
px , ÿê³ âèáåðåìî ïîñåðå-

äèí³ êîæíîãî åëåìåíòà ,  1,p p NΓ = , ³ áóäåìî âèìàãàòè òî÷íîãî âèêîíàííÿ 

ãðàíè÷íèõ óìîâ (7) ó òî÷êàõ 0( , Fo)px ∆ . Ó ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî ñèñòåìó ë³-

í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ikd γ  íà k -ìó êðîö³ çà ÷àñîì: 
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1

N

pi ik pk
i

A d bγ γ γ

=

=∑ , (15) 

äå 

 0 0
1 ( , , Fo),       pi i p p pA x xγ γ= Φ ∆ ∈ ΓE , (16) 

 0 ( ) 0
2

1

( , Fo) ( , , Fo)
L

k
pk k p pb x xΓ

Γ
=

= θ ∆ − Φ ∆ −∑ E


 

 ( ) 0 0
3

1

( , , Fo),       
L

k
p p px xΓ

=

− Φ ∆ ∈ Γ∑ E


, (17) 

 0 ( ) 0
2

1

( , Fo) ( , , Fo)
L

G k
pk k p pb x xΓ

=

= θ ∆ − Φ ∆ −∑ E


 

 ( ) 0 0
3

1

( , , Fo),       
W

G k
w p p p

w

x x
=

− Φ ∆ ∈ Γ∑ E . (18) 

Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó (15), çíà÷åííÿ ikd γ  ï³äñòàâèìî ó ôîðìóëè (9), (10) 

³ çíàéäåìî ó âèáðàíèõ òî÷êàõ ñïîñòåðåæåííÿ ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (5)–

(7) ÷è (5), (8), (7) äëÿ ( 1) Fo Fo Fok k− ∆ < ≤ ∆ . Ïîâòîðþþ÷è öåé ïðîöåñ, òîá-

òî íàðîùóþ÷è ³íäåêñ k , çàáåçïå÷èìî ì³í³ìàëüíèé íàá³ð çíà÷åíü ( , Fo)k xγθ  

äî ìîìåíòó ÷àñó Fo FoK= ∆ , ùî äàº ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè òåìïåðàòóðó ó 

äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó Fo  ç ³íòåðâàëó Fo Fo ( 1) FoK K∆ ≤ ≤ + ∆  ó áóäü-ÿê³é 

òî÷ö³ cx ∈ Ω . 
²íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì ó ôîðìóëàõ (11) ³ (16) ïðîâîäèëè àíàë³òè÷íî íà 

îñíîâ³ âëàñòèâîñòåé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó íåñòàö³îíàðíîãî ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³. Îäåðæàíó ÿê ðåçóëüòàò ³íòåãðàëüíó ïîêàçíèêîâó ôóíê-
ö³þ àïðîêñèìóâàëè ð³çíèìè ñïîñîáàìè çàëåæíî â³ä âåëè÷èíè àðãóìåíòó [7]. 

Ó âèïàäêó, êîëè òî÷êà êîëîêàö³¿ 0
px  ÷è òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ cx  íå íà-

ëåæàòü åëåìåíòó ãðàíèö³, ïî ÿêîìó ïðîâîäèòüñÿ ³íòåãðóâàííÿ, â îáîõ ìåòî-
äàõ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÷èñëîâå ³íòåãðóâàííÿ ïî êðèâîë³í³éíèõ åëåìåíòàõ ó 

ôîðìóëàõ (11)–(14) ³ (17), (18). Ó âèïàäêó, êîëè òî÷êà 0
px  íàëåæèòü âêàçà-

íîìó åëåìåíòó ãðàíèö³, ìàº ì³ñöå ïåðåâàãà ä³àãîíàëüíèõ åëåìåíò³â ó ìàòðè-
öÿõ ÌÃÅ (15), ùî ãàðàíòóº ¿õ äîáðó îáóìîâëåí³ñòü. Ó ðàç³ çàñòîñóâàííÿ 
ÌÏÃÅ ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ â (16) ïðè p i=  ìàº ³íòåãðîâíó â ñåíñ³ Ð³ìà-
íà îñîáëèâ³ñòü, ÿêà íå ïðèâîäèòü äî ÷èñëîâèõ óñêëàäíåíü. 

Ãåîìåòð³þ êðèâîë³í³éíèõ ÷îòèðèêóòíèõ åëåìåíò³â äèñêðåòèçàö³¿ îáëàñ-

òåé ,  ∗Ω Ω  ³ ïðèãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â iG  îïèñóâàëè çà äîïîìîãîþ àíàë³-
òè÷íèõ âèðàç³â ³ç âèêîðèñòàííÿì âîñüìèâóçëîâîãî ³çîïàðàìåòðè÷íîãî â³äîá-
ðàæåííÿ áàçîâîãî êâàäðàòà : 1 1,  1,2j j jη − ≤ η ≤ ={ }  íà ÷îòèðèêóòíèé åëå-

ìåíò [1, 2]. 
Çàóâàæèìî, ùî ÿê ó ÌÏÃÅ, òàê ³ â ÌÃÅ ñèñòåìè (15) ìàþòü îäíàêîâó 

ðîçì³ðí³ñòü ³ çàïîâíåí³ñòü. 

×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Ïîõèáêè, ÿê³ âèíèêàþòü ó ïðîöåñ³ çàñòîñóâàííÿ 
ÌÃÅ ³ ÌÏÃÅ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ñïðè÷èíåí³ àïðîêñèìà-
ö³éíèìè, äèñêðåòèçàö³éíèìè îïåðàö³ÿìè òà ÷èñëîâèì ³ ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì 
³íòåãðóâàííÿì. Ç ìåòîþ ïîð³âíÿííÿ òî÷íîñò³ ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàò³â, îäåð-
æàíèõ ÌÃÅ ³ ÌÏÃÅ, ç â³äîìèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì ðîçãëÿíåìî íåñòà-
ö³îíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ïëàñòèíè êâàäðàòíî¿ ïëàíôîðìè, 
êîåô³ö³ºíò òåìïåðàòóðîïðîâ³äíîñò³ ìàòåð³àëó ÿêî¿ äîð³âíþº îäèíèö³. Ðîç-
ãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïî÷àòêîâà òà ãðàíè÷í³ óìîâè âèáðàí³ íàñòóïíèì ÷è-
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íîì:   
0 1 2 1 2 2 2 2( , ) sin sin ,  (0, ,Fo) 0,  ( ,0,Fo) 0,  ( , , Fo)x x x x x x xΓ Γ Γθ = θ = θ = θ π =  


10,  ( , ,Fo) 0xΓ= θ π = . Àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, îòðèìàíèé ïîºäíàííÿì 

ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñîì ³ ñê³í÷åííîãî ñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà 
ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè, íàâåäåíî ó [6]. 

Çàäà÷ó ðîçâ’ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì 10-òè ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â îäíà-
êîâî¿ äîâæèíè âçäîâæ êîæíî¿ ñòîðîíè êâàäðàòà, íà ÿêèõ çáóäîâàíî ïðÿìî-
êóòí³ òà òðàïåö³ºâèäí³ ïðèãðàíè÷í³ åëåìåíòè âèñîòè h . Îá÷èñëåííÿ ïðîâî-

äèëè ç âèêîðèñòàííÿì êðîêó çà ÷àñîì Fo 0 04.∆ =  ïðè âèáîð³ ÷îòèðè- òà 
äåñÿòèòî÷êîâîãî øàáëîíó ³íòåãðóâàííÿ ó êâàäðàòóðí³é ôîðìóë³ Ãàóññà äëÿ 
ð³çíèõ çíà÷åíü âèñîòè h  ïðèãðàíè÷íî¿ îáëàñò³ òà âèñîòè H  îáëàñò³ «ïî-
ì’ÿêøåíî¿ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè» äëÿ âèïàäêó, êîëè 0 ( ) 0kf x =  ïðè 0x ∈ Ω . 

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ( , Fo)xθ  íà ïðîì³æêó 

1 2 1 2 1 2( , ) : ,  0.5 0.9 ,  0.5 0.9x x x x x x= π ≤ < π π ≤ < π{ } , îá÷èñëåí³ ÌÃÅ, ÌÏÃÅ 

äëÿ 2.5,  0h H= =  òà àíàë³òè÷íî äëÿ Fo 0.04= , òîáòî äëÿ ïåðøîãî êðîêó çà 
÷àñîì. 
 Таблиця 1 

( , Fo)xθ   
x  Àíàë³òè÷íî ÌÃÅ ÌÏÃÅ 

1.57079 0.92311170 0.92303577 0.92303576 
1.63469 0.91934817 0.91927233 0.91927231 
1.69859 0.90811893 0.90804337 0.90804334 
1.76249 0.88960705 0.88953203 0.88953197 
2.57185 0.26860066 0.26867042 0.26910825 
2.63574 0.21673677 0.21686260 0.21758171 
2.69964 0.16886593 0.16906077 0.17014408 
2.76354 0.12576884 0.12603896 0.12752872 
2.82743 0.08814833 0.08849031 0.09033426 

Ç àíàë³çó äàíèõ, íàâåäåíèõ ó òàáëèö³, âèïëèâàº, ùî äëÿ óñ³õ çíà÷åíü 
x  ç ðîçãëÿäóâàíîãî ³íòåðâàëó äîñÿãàºòüñÿ äîñòàòíÿ òî÷í³ñòü ñï³âïàä³ííÿ 
÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ³ç àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì. 
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 Рис. 1  Рис. 2 

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî àíàëîã³÷í³ ðåçóëüòàòè äëÿ ïðîì³æêó 

1 2 1 2 1 2( , ) : ,  0.9 ,  0.9x x x x x x= π ≤ ≤ π π ≤ ≤ π{ } . Êðèâ³ 1–3 â³äïîâ³äàþòü ÌÃÅ, 

ÌÏÃÅ (ïðè 0.05h = , 0H = ) òà àíàë³òè÷íîìó ðîçâ’ÿçêó. ßê áà÷èìî, äëÿ 

1 2 3.05x x= ≥  ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çá³ëüøåííÿ ïîõèáêè îá÷èñëåíü ïðè íàáëè-
æåíí³ äî êóòîâî¿ òî÷êè (ïîÿâëÿþòüñÿ â³ä’ºìí³ çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè, ùî 
ñóïåðå÷èòü ô³çè÷íîìó çì³ñòó çàäà÷³). 
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Îòæå, ó âèïàäêó äîñë³äæåííÿ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ó ïðèïîâåðõíåâèõ 
ä³ëÿíêàõ ò³ëà âèêîðèñòàííÿ ÌÃÅ º ìàëîåôåêòèâíèì. Âîäíî÷àñ ÌÏÃÅ ìîæå 
áóòè âèêîðèñòàíèé ³ â ïðèïîâåðõíåâèõ çîíàõ çàâäÿêè íàÿâíîñò³ äîäàòêîâèõ 
ïàðàìåòð³â, ÿê³ ìîæíà âàð³þâàòè.  

Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî çì³íó òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, îá÷èñëåíîãî ÌÃÅ ³ 
ÌÏÃÅ ïðè ð³çíèõ h  ³ H  íà ÷àñòèí³ ñòîðîíè êâàäðàòà 1 2 1( , ) : /2x x xπ ≤ ≤ π{  

2x = π}  äëÿ Fo 0.04= . Òóò êðèâà 1 â³äïîâ³äàº ÌÃÅ, êðèâà 2 – ÌÏÃÅ ïðè 

2.5h = , 0.095H = , êðèâ³ 3 ³ 3′ – ÌÏÃÅ ïðè 0.5H =  äëÿ 0.015h = (êðèâà 3) 
³ 2.5h =  (êðèâà 3′) (â îáîõ âèïàäêàõ âîíè ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ).  
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 Рис. 3  Рис. 4 
Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî çì³íó òåìïåðàòóðè, îá÷èñëåíî¿ ÌÏÃÅ ïðè 0.5H =  

³ ð³çíèõ h  äëÿ àíàëîã³÷íèõ ïðîñòîðîâèõ ³ ÷àñîâèõ ïàðàìåòð³â (êðèâ³ 1–3 
â³äïîâ³äàþòü 0.015,  0.5, 2.5h = ).  

²ç àíàë³çó ãðàô³ê³â âèïëèâàº, ùî ââåäåííÿ îáëàñò³ «ïîì’ÿêøåíî¿ 
ïî÷àòêîâî¿ óìîâè» äîçâîëÿº îòðèìàòè çíà÷íî òî÷í³ø³ òà ô³çè÷íî 
îá´ðóíòîâàí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Òî÷í³ñòü îá÷èñëåíü á³ëüøå çàëåæèòü â³ä 
âäàëîãî âèáîðó çíà÷åííÿ âèñîòè H  îáëàñò³ 0Ω , í³æ â³ä âèáîðó âèñîòè h  

ïðèãðàíè÷íî¿ îáëàñò³ G∗ , íàòîì³ñòü çì³íà øàáëîíó ³íòåãðóâàííÿ ñóòòºâîãî 
çíà÷åííÿ íå ìàº. Ðåêîìåíäàö³¿ ùîäî âèáîðó ïàðàìåòðà H  ìîæóòü áóòè 
òàêèìè: äëÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷ ç â³äîìèìè àíàë³òè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè âàðòî 
âèõîäèòè ç àïîñòåð³îðíèõ îö³íîê îòðèìàíèõ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â, äëÿ 
³íøèõ – ïîð³âíþâàòè ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü øóêàíèõ ôóíêö³é ó ïåâíèõ 
ä³ëÿíêàõ ãðàíèö³ ç çàäàíèìè íà íèõ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. 

Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü ôóíêö³¿ ( , Fo)xθ  â³ä ÷àñó Fo  ó òî÷ö³ 

(0.97 ,  0.97 )π π  ïðè 2.5,  0h H= = . Êðèâ³ 1–3 â³äïîâ³äàþòü ÌÃÅ, ÌÏÃÅ òà 
àíàë³òè÷íîìó ðîçâ’ÿçêó. Íàâåäåí³ êðèâ³ õàðàêòåðèçóþòü ïîâåä³íêó òåìïå-
ðàòóðíîãî ïîëÿ ó ö³é òî÷ö³ äëÿ 20-òè êðîê³â çà ÷àñîì. ßê áà÷èìî, ç³ çì³íîþ 
÷àñó òî÷í³ñòü ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàò³â íå ïîã³ðøóºòüñÿ, ùî ñâ³ä÷èòü ïðî äî-
ñòàòíþ ñò³éê³ñòü ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ñõåìè. 

Ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ çàñâ³ä÷èëè, ùî ìåòîä ïðèãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â 
ó ïîºäíàíí³ ç ïîêðîêîâîþ ñõåìîþ «ïîñë³äîâíîñò³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ» çàáåçïå-
÷óº âèùó òî÷í³ñòü ðîçðàõóíê³â òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïîð³âíÿíî ç ìåòîäîì 
ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ îäíàêîâî¿ ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â òà 
îäíàêîâîãî ñòóïåíÿ àïðîêñèìàö³¿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é «ô³êòèâíèõ» äæåðåë. 
Öå îá´ðóíòîâóºòüñÿ òèì, ùî ïðèãðàíè÷íà îáëàñòü òà îáëàñòü «ïîì’ÿêøåíî¿ 
ïî÷àòêîâî¿ óìîâè» çãëàäæóþòü âïëèâ óâåäåíèõ ó öèõ îáëàñòÿõ äæåðåë ³ 
ôóíêö³é. 

Çàçíà÷èìî, ùî çàïðîïîíîâàíó ìåòîäèêó íàäàë³ áóäå çàñòîñîâàíî äî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåñòàö³îíàðíèõ íåë³í³éíèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òåð-
ìî÷óòëèâîãî ò³ëà ç ïðîñòîþ íåë³í³éí³ñòþ ó âèïàäêó, êîëè íà éîãî ãðàíèö³ 
çàäàí³ òåìïåðàòóðà òà òåïëîâèé ïîò³ê. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ГРАНИЧНЫХ И ПРИГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В ДВУМЕРНОЙ  
МОДЕЛИ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 
Äëÿ äâóìåðíûõ òåë ñëîæíîé ãåîìåòðèè ìåòîäàìè ïðèãðàíè÷íûõ è ãðàíè÷íûõ 
ýëåìåíòîâ ðåøåíà íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì ïåðâîãî ðîäà. Îñóùåñòâëåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýòèõ ìåòîäîâ. Íà ïðèìå-
ðå ïëàñòèíû êâàäðàòíîé ôîðìû ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ 
ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. 
 
UTILIZATION OF BOUNDARY AND CO-BOUNDARY ELEMENTS IN TWO-DIMENSIONAL 
MODEL OF NONSTATIONARY HEAT CONDUCTION  
 
For two-dimensional solids of complex form, by the co-boundary element method and 
boundary element method, the nonstationary heat conduction problem with the I kind 
boundary condition is solved. Comparative analysis of these methods is carried out. 
Comparison on accuracy of solutions obtained, using BEM and CBEM, with the known 
analytical solution for a rectangular domain has been made. 
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