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МАТЕМАТИЧНІ ПРОБЛЕМИ ТОМОГРАФІЇ ТЕНЗОРНИХ ПОЛІВ 
У ТВЕРДИХ ТІЛАХ ІЗ ЗАЛИШКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ 
 

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ òà âàð³àö³éíèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
îáåðíåíèõ çàäà÷ òîìîãðàô³÷íî¿ ðåêîíñòðóêö³¿ òåíçîðíèõ ïîë³â íàïðóæåíü ³ 
äåôîðìàö³é ó òâåðäèõ ò³ëàõ ³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè. Ïðè ôîðìóëþ-
âàíí³ îáåðíåíèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òðè ñêëàäîâ³ – ìàòåìàòè÷íà ìî-
äåëü íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ë ³ç íåñóì³ñíèìè äåôîðìàö³ÿìè, åêñïåðèìåíòàëü-
í³ äàí³, îòðèìàí³ øëÿõîì çîíäóâàííÿ îá’ºêò³â çîâí³øí³ìè ô³çè÷íèìè ïîëÿ-
ìè, òà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ç ò³-
ëîì. Ï³äõ³ä ïîºäíóº òåîðåòèêî-åêñïåðèìåíòàëüíèé ³ òîìîãðàô³÷íèé ìåòîäè 
íåðóéí³âíîãî âèçíà÷åííÿ ïîë³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é íà îñíîâ³ äàíèõ âèì³-
ðþâàííÿ äåÿêèõ ³íòåãðàëüíèõ ïàðàìåòð³â öèõ ïîë³â.  

 
 1. Ñòàí ïðîáëåìè. Çàäà÷ó âñòàíîâëåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî 
ñòàíó òâåðäèõ ò³ë äîâîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè êîæåí ðàç, êîëè âèíèêàº ïî-
òðåáà âèçíà÷åííÿ ¿õ íåñó÷î¿ çäàòíîñò³, äåôîðìàòèâíîñò³, ì³öíîñò³, ñò³éêîñò³, 
³íøèõ åêñïëóàòàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê. Òàê³ ïðîáëåìè âèíèêàþòü ó íàé-
ð³çíîìàí³òí³øèõ ãàëóçÿõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ³ ïðèêëàäíèõ íàóê, à òàêîæ ó 
òåõí³÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ – â³ä ìàøèíîáóäóâàííÿ é áóä³âíèöòâà äî ì³êðî-
åëåêòðîí³êè é êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é. Äëÿ ï³äâèùåííÿ äîñòîâ³ðíîñò³ 
àïð³îðíèõ îö³íîê õàðàêòåðèñòèê òåõí³÷íèõ îá’ºêò³â, òî÷íîñò³ ïðîãíîçóâàííÿ 
¿õ ïîâåä³íêè çà ð³çíèõ óìîâ åêñïëóàòàö³¿ ³ âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâîãî ðåñóðñó 
âèìàãàºòüñÿ âñå á³ëüøå ³íôîðìàö³¿ ïðî àêòóàëüíèé ñòàí, çîêðåìà – ïðî 
ðîçïîä³ëè êîìïîíåíò òåíçîð³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é ÿê íà ïîâåðõí³, òàê ³ 
â îá’ºì³ ò³ë. 
 Òðàäèö³éíèé øëÿõ âèçíà÷åííÿ ðîçïîä³ë³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é, 
ÿêèé âèêîðèñòîâóºòüñÿ ó ìåõàí³ö³ äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà, – öå àíàë³-
òè÷íå, à ÷àñò³øå ÷èñåëüíå ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ çàäà÷, ñôîðìóëüîâàíèõ ó 
ðàìêàõ â³äïîâ³äíèõ òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé. Ùîá çàñòîñóâàòè öåé òåîðåòèêî-
ðîçðàõóíêîâèé ï³äõ³ä äî ò³ë ³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè, íåîáõ³äí³ ìà-
òåìàòè÷í³ ìîäåë³, ÿê³ âðàõîâóþòü âèíèêíåííÿ é åâîëþö³þ öèõ íàïðóæåíü.  

Çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ â ðåàëüíèõ îá’ºêòàõ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ âèãî-
òîâëåííÿ ìàòåð³àë³â ³ âèðîá³â, ìîíòàæó îêðåìèõ ñêëàäîâèõ ÷àñòèí â ºäèíå 
ö³ëå, à òàêîæ ïðè ¿õ åêñïëóàòàö³¿. Ìåõàí³÷í³, òåïëîâ³, åëåêòðîô³çè÷í³, äè-
ôóç³éí³ òà ³íø³ ô³çè÷í³ ïðîöåñè, ÿê³ ñóïðîâîäæóþòü âèãîòîâëåííÿ òà åêñ-
ïëóàòàö³þ âèðîá³â, ìîæóòü âèêëèêàòè ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿, ô³çè÷íó, 
ñòðóêòóðíó òà ôàçîâó íåîäíîð³äíîñò³, ïîÿâó äåôåêò³â (äèñëîêàö³é, äèñêë³-
íàö³é, ðîçðèâ³â ñóö³ëüíîñò³ òîùî), ùî é ñïðè÷èíÿº çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ. 
Òîìó, ùîá îòðèìàòè çàìêíåíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ îïèñó íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òàêèõ îá’ºêò³â, äî ð³âíÿíü ìåõàí³êè ñë³ä äîëó÷èòè 
ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿê³ îïèñóþòü óñ³ çãàäàí³ ô³çè÷í³ ïðîöåñè, âðàõóâàâøè ¿õ 
âçàºìîä³þ ç ìåõàí³÷íèìè ïðîöåñàìè. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî ìîäåëü ìåõà-
í³êè âçàºìîçâ’ÿçàíèõ ïðîöåñ³â.  
 Öåé íàïðÿì ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà º ïðîäóêòèâíèì, â³í 
³íòåíñèâíî ðîçâèâàºòüñÿ ÷èñëåííèìè íàóêîâèìè øêîëàìè ÿê â Óêðà¿í³, òàê 
³ çà ¿¿ ìåæàìè. Âàæëèâ³ ðåçóëüòàòè òóò îòðèìàíî ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷åì [10] ³ 
ïðåäñòàâíèêàìè íàóêîâî¿ øêîëè, ÿêó â³í çàïî÷àòêóâàâ. Ïðîòå ðåàë³çàö³ÿ 
òàêîãî ï³äõîäó äî äåÿêèõ ðåàëüíèõ îá’ºêò³â, ïðè âèãîòîâëåíí³ ÿêèõ çàñòî-
ñîâóþòüñÿ òåõíîëîã³÷í³ ïðîöåñè ïëàâëåííÿ, êðèñòàë³çàö³¿, çâàðþâàííÿ, 
ìåõàí³÷íîãî ôîðìóâàííÿ, ïðîìåíåâ³, òåðì³÷í³ òà äèôóç³éí³ îáðîáêè òîùî, 
íàøòîâõóºòüñÿ íà ñåðéîçí³ òðóäíîù³.  
 Ïî-ïåðøå, ô³çè÷í³ ïðîöåñè, ÿê³ âèíèêàþòü ó òâåðäèõ ò³ëàõ ïðè âèñîêî-
³íòåíñèâíèõ ñèëîâîìó, ñòðóìîâîìó, åëåêòðîìàãí³òíîìó íàâàíòàæåííÿõ, íå-
îäíîð³äíîìó íàãð³â³, ÿêèì ï³ääàþòüñÿ òàê³ îá’ºêòè ï³ä ÷àñ âèãîòîâëåííÿ òà 
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åêñïëóàòàö³¿, äàëåêî íå çàâæäè âèâ÷åí³ äî ê³íöÿ, òîìó â áàãàòüîõ âèïàäêàõ 
íàâ³òü âñòàíîâëåííÿ àäåêâàòíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ñòàº ïðîáëåìàòè÷íèì.  
 Ïî-äðóãå, äëÿ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ ïðÿìèõ çàäà÷ íåîáõ³äíî çàäàòè ÿê 
ôóíêö³¿ êîîðäèíàò ³ ÷àñó çîâí³øí³ ìåõàí³÷í³ íàâàíòàæåííÿ, òåïëîâ³ ïîòîêè, 
ñòðóìè òà ³íø³ ïàðàìåòðè ô³çè÷íèõ ïîë³â, ç âèêîðèñòàííÿì ÿêèõ çä³éñíþ-
þòüñÿ òåõíîëîã³÷í³ ïðîöåñè ÷è îáðîáêè. Çðîçóì³ëî, ùî ðåàë³çàö³ÿ öüîãî çàâ-
äàííÿ äëÿ òàêèõ ñêëàäíèõ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â º îêðåìîþ íàóêîâî-òåõ-
í³÷íîþ ïðîáëåìîþ, âèð³øåííÿ ÿêî¿ ó êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó âèìà-
ãàº çíà÷íèõ ³íòåëåêòóàëüíèõ ³ ìàòåð³àëüíèõ çàòðàò. 
 Ïî-òðåòº, ùîá çà òàêèì ï³äõîäîì âèçíà÷èòè çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ó 
ò³ë³, íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè ñêëàäíó íåñòàö³îíàðíó íåë³í³éíó çàäà÷ó ìåõàí³êè 
âçàºçâ’ÿçàíèõ ïðîöåñ³â, âèçíà÷àþ÷è ïîïóòíî ïðîñòîðîâ³ ðîçïîä³ëè òåìïå-
ðàòóðè, ð³çíîð³äíèõ ôàç, äîì³øîê ³ äåôåêò³â, ïàðàìåòð³â åëåêòðîìàãí³òíîãî 
ïîëÿ òîùî. Îñê³ëüêè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò òà óí³âåðñàëüí³ ìåòîäè ÷èñëîâî¿ 
ðåàë³çàö³¿ òàêèõ çàäà÷, ÿê ïðàâèëî, ùå îñòàòî÷íî íå ðîçðîáëåíî, òî êîæåí 
ðàç íåîáõ³äíî çä³éñíþâàòè âåðèô³êàö³þ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â. Ç ö³ºþ ìå-
òîþ ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ïðîâîäèòè äîâîë³ ñåðéîçí³ åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³ä-
æåííÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ àäåêâàòíîñò³ çàïðîïîíîâàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé ³ ìåòîä³â é îö³íêè òî÷íîñò³ ðîçðîáëåíèõ íà ¿õ îñíîâ³ àëãîðèòì³â ðîçðà-
õóíêó. Âíàñë³äîê öüîãî ó òàêèõ âèïàäêàõ òåîðåòèêî-ðîçðàõóíêîâèé ï³äõ³ä 
âòðà÷àº ñâîþ ïðèâàáëèâ³ñòü ÿê çàñ³á, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà âèçíà÷àòè 
íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿ òåõí³÷íèõ îá’ºêò³â ó êîðîòê³ òåðì³íè ³ áåç çíà÷-
íèõ ìàòåð³àëüíèõ çàòðàò, ÿê³ íåîáõ³äí³ äëÿ ï³äãîòîâêè òà ïðîâåäåííÿ åêñ-
ïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü, îáðîáêè é àíàë³çó ¿õ ðåçóëüòàò³â. 
 Ó çâ’ÿçêó ç öèì ñòàº çðîçóì³ëèì ïðàãíåííÿ ÷àñòèíè ôàõ³âö³â, ÿê³ çà-
éìàþòüñÿ ïðèêëàäíèìè äîñë³äæåííÿìè òà ¿õ âïðîâàäæåííÿì â ³íæåíåðíó 
ïðàêòèêó, ñòâîðèòè ìåòîäè äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó åëåìåíò³â 
êîíñòðóêö³é ³ ïðèëàä³â, ùî áàçóþòüñÿ íà ô³çè÷íèõ âèì³ðþâàííÿõ, ÿê³ ìîæ-
íà ³íòåðïðåòóâàòè, íå çàëó÷àþ÷è ñêëàäí³ òåîðåòè÷í³ ìîäåë³, ã³ïîòåçè òà ìà-
òåìàòè÷í³ ìåòîäè.  
Îäíàê íàïðóæåííÿ ó òâåðäîìó ò³ë³ º ïàðàìåòðîì, ùî íå ï³ääàºòüñÿ áåç-
ïîñåðåäíüîìó âèì³ðþâàííþ. Òîìó çäåá³ëüøîãî âäàþòüñÿ äî åêñïåðèìåí-
òàëüíîãî âèçíà÷åííÿ ô³çè÷íèõ âåëè÷èí, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç íàïðóæåííÿìè â³-
äîìèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè, íàïðèêëàä, äåôîðìàö³é. Öåé ï³äõ³ä ìîæíà ðåàë³-
çóâàòè, çàñòîñîâóþ÷è, ð³çíîìàí³òí³ ìåòîäè òåíçîìåòð³¿ – ìåõàí³÷íî¿, åëåêò-
ðè÷íî¿, îïòè÷íî¿ òîùî, ÿê³ äîçâîëÿþòü âèì³ðþâàòè äåôîðìàö³¿ íà ïîâåðõí³ 
òâåðäèõ ò³ë. Ïðè öüîìó ïðÿìå âèçíà÷åííÿ íåîäíîð³äíîãî íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíîãî ñòàíó º ìîæëèâèì ëèøå çà óìîâ, êîëè º â³äîìèì õàðàêòåð ðîçïî-
ä³ëó äåôîðìàö³é çà òîâùèííîþ êîîðäèíàòîþ, íàïðèêëàä, ó òîíêîñò³ííèõ 
åëåìåíòàõ.  
 Ìåòîäè ìåõàí³÷íî¿ é åëåêòðè÷íî¿ òåíçîìåòð³¿, ôîòîïðóæíèõ ïîêðèòü 
òà ³íø³ ìåòîäè, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà ðåºñòðàö³¿ çì³í ñòàíó ñïåö³àëüíèõ äàò-
÷èê³â (âèì³ðþâàëüíèõ ïåðåòâîðþâà÷³â), äîçâîëÿþòü âèçíà÷àòè äåôîðìàö³¿ 
îá’ºêòà ñòîñîâíî éîãî ñòàíó íà ìîìåíò âñòàíîâëåííÿ íà íüîìó öèõ âèì³ðþ-
âàëüíèõ ïåðåòâîðþâà÷³â, ÿê³ íàäàë³ äåôîðìóþòüñÿ ðàçîì ç öèì îá’ºêòîì.  
 Îäíàê äëÿ ò³ë ³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿ öåé ìåòîä ó á³ëüøîñò³ 
ïðàêòè÷íèõ âèïàäê³â íåìîæëèâî ðåàë³çóâàòè, íå ïîðóøóþ÷è ö³ë³ñíîñò³ 
îá’ºêòà äîñë³äæåííÿ. Äëÿ òàêèõ ò³ë çàñòîñîâóþòü ðóéí³âí³ àáî ÷àñòêîâîãî 
ðóéí³âí³ ìåòîäè, ÿê³ ðåàë³çóþòü øëÿõîì ðîçä³ëåííÿ ò³ëà íà îêðåì³ ÷àñòèíè, 
âèäàëåííÿ ïîâåðõíåâèõ øàð³â ìàòåð³àëó, óòâîðåííÿ íàñêð³çíèõ àáî ãëóõèõ 
îòâîð³â, çàãëèáèí ð³çíî¿ ôîðìè òîùî. ²íôîðìàòèâíèì ïàðàìåòðîì ïðè öüî-
ìó º äåôîðìàö³¿ îá’ºêòà, ÿê³ âèíèêàþòü âíàñë³äîê âèâ³ëüíåííÿ ÷àñòèíè 
ïðóæíî¿ åíåðã³¿ ïðè óòâîðåíí³ íîâî¿ ïîâåðõí³. Ïðîòå â³äíîâëåííÿ âèõ³äíîãî 
íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ëà íà îñíîâ³ äàíèõ òàêèõ âèì³ðþâàíü âèìàãàº, ó ñâîþ 
÷åðãó, çàñòîñóâàííÿ òèõ ÷è ³íøèõ òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé, ôîðìóëþâàííÿ 
â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè òà ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â 
äëÿ ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ.  
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 Ó äåÿêîìó íàáëèæåíí³ çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü íà 
îñíîâ³ äàíèõ âèì³ðþâàíü, îòðèìàíèõ ðóéí³âíèì ìåòîäîì, ìîæíà ñôîðìóëþ-

âàòè òàê: â îáëàñò³ V  ò³ëà çàäàíî òåíçîðíå ïîëå 0 ( ),   , 1, 2,3ij i jε ∈ =r r V,  

(ïîëå â³ëüíèõ äåôîðìàö³é), ÿêå âèçíà÷àº äåôîðìàö³þ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ç 
êîîðäèíàòîþ ∈r V , ùî âèíèêàº ïðè óÿâíîìó ðîçä³ëåíí³ ò³ëà íà íåçâ’ÿçàí³ 
ô³çè÷íî ìàë³ åëåìåíòè; íåîáõ³äíî âèçíà÷èòè ïîëå çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü 

( ),  ijσ ∈r r V . Ïðè öüîìó ïðèõîäÿòü äî çàäà÷, àíàëîã³÷íèõ çàäà÷àì âèçíà-

÷åííÿ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü, ÿê³ â ìàòåìàòè÷íîìó ïëàí³ ÷àñòî áóâàþòü 
çíà÷íî ïðîñò³øèìè â³ä â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ òåîð³¿ âçàºìîçâ’ÿçàíèõ ïðîöåñ³â. 
 Íåðóéí³âí³ ìåòîäè âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òâåð-
äèõ ò³ë ðåàë³çóþòü øëÿõîì çîíäóâàííÿ ò³ëà çîâí³øí³ì ô³çè÷íèì ïîëåì, 
ÿêå, ïðîíèêàþ÷è â òîâùó îá’ºêòà, çì³íþº ñâî¿ õàðàêòåðèñòèêè âíàñë³äîê 
âçàºìîä³¿ ç ïîëåì íàïðóæåíü (÷è äåôîðìàö³é). Ðåºñòðóþ÷è çì³íè õàðàêòå-
ðèñòèê çîíäóâàëüíîãî ïîëÿ, çóìîâëåí³ âçàºìîä³ºþ ³ç îá’ºêòîì, ó äåÿêèõ 
ïðîñòèõ âèïàäêàõ âäàºòüñÿ âèçíà÷èòè áåçïîñåðåäíüî ç ðåçóëüòàò³â âèì³ðþ-
âàííÿ ÷àñòèíó êîìïîíåíò øóêàíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ àáî äåÿê³ êîìá³íàö³¿ 
öèõ êîìïîíåíò. Òàê, ïðîñâ³÷óþ÷è îá’ºêòè, ùî ïåðåáóâàþòü ó ïëîñêîìó íà-
ïðóæåíîìó ñòàí³, ïîëÿðèçîâàíèì ñâ³òëîì ³ àíàë³çóþ÷è ³íòåðôåðåíö³éí³ 
êàðòèíè ñìóã òà ³çîêë³í, ÿê³ ïðè öüîìó âèíèêàþòü, ìîæíà âèçíà÷èòè â êîæ-
í³é òî÷ö³ äâîâèì³ðíî¿ îáëàñò³ ð³çíèöþ ãîëîâíèõ çíà÷åíü ³ îð³ºíòàö³þ ãîëîâ-
íèõ îñåé ïîëÿ äåôîðìàö³é [2]. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè îïòè÷íî¿ ïîëÿðèìåò-
ð³¿ ³ ñïåö³àëüí³ ñõåìè ïðîñâ³÷óâàííÿ, ìîæíà âèçíà÷èòè îñüîâ³ íàïðóæåííÿ â 
òîíêèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíêàõ [1].  
 Äëÿ â³äíîâëåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ó öèõ âèïàäêàõ çà-
ñòîñîâóþòü òåîðåòèêî-åêñïåðèìåíòàëüíèé ï³äõ³ä, ñóòü ÿêîãî ïîëÿãàº ó òî-
ìó, ùî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ øëÿõîì ô³çè÷íèõ âèì³ðþâàíü, âèêîðèñòîâó-
þòü ðàçîì ³ç â³äïîâ³äíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ, ÿêà îïèñóº íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí. Òàêèé ï³äõ³ä ðåàë³çîâàíî, çîêðåìà, ñòîñîâíî âèçíà÷åí-
íÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó òîíêèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíêàõ ÿê çà îñå-
ñèìåòðè÷íèõ [9], òàê ³ íåîñåñèìåòðè÷íèõ [12, 18] óìîâ. 
 Îñòàíí³ì ÷àñîì ó íàóêîâ³é ë³òåðàòóð³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çíà÷íèé ³íòåðåñ 
äî òîìîãðàô³÷íî¿ ðåêîíñòðóêö³¿ òåíçîðíèõ ïîë³â – íàïðóæåíü, äåôîðìàö³é, 
ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê òîùî [6]. Ö³ äîñë³äæåííÿ çíà÷íîþ ì³ðîþ 
ñòèìóëþþòüñÿ óñï³õàìè òîìîãðàô³¿ ñêàëÿðíèõ ïàðàìåòð³â [3]. Ìåòîäè ïðî-
ìåíåâî¿ òîìîãðàô³¿ ñêàëÿðíèõ ïîë³â ðåàë³çóþòü øëÿõîì ñêàíóâàííÿ ò³ëà 
çîâí³øí³ì âèïðîì³íþâàííÿì (íàïðèêëàä, ðåíòãåí³âñüêèì), ùî ïðîíèêàº â 
ò³ëî ó âèãëÿä³ ïàðàëåëüíîãî ïó÷êà (ïðîìåíÿ). Çì³íó ïàðàìåòð³â çîíäóâàëü-
íîãî ïîëÿ âíàñë³äîê éîãî âçàºìîä³¿ ç ò³ëîì çà ìåõàí³çìàìè ïîãëèíàííÿ ÷è 
ðîçñ³þâàííÿ âèðàæàþòü ÷åðåç ³íòåãðàë â³ä øóêàíîãî ñêàëÿðà âçäîâæ 
ïðîìåíÿ. Âèì³ðþþ÷è ïàðàìåòðè çîíäóâàëüíîãî ïðîìåíÿ ïåðåä âõîäîì ó 
ò³ëî ³ ï³ñëÿ âèõîäó ç íüîãî, âèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ ïðîìåíåâîãî ³íòåãðàëà äëÿ 
êîæíîãî íàïðÿìêó çîíäóâàííÿ. Ñêàíóþ÷è ò³ëî â äîñòàòíüî ïðåäñòàâíèöüê³é 
ìíîæèí³ íàïðÿìê³â ³ âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ðàäîíà ïðî îáåðíåííÿ ïðî-
ìåíåâîãî ïåðåòâîðåííÿ [3], íàáëèæåíî â³äíîâëþþòü øóêàíå ñêàëÿðíå ïîëå. 
 Ó âèïàäêó òåíçîðíèõ ïîë³â â³äíîâëåííþ ï³äëÿãàþòü ïðîñòîðîâ³ ðîçïî-
ä³ëè äåê³ëüêîõ ñêàëÿðíèõ êîìïîíåíò. Òîìó ó öüîìó âèïàäêó îäí³º¿ ìíîæè-
íè ïðîìåíåâèõ ³íòåãðàë³â, î÷åâèäíî, íåäîñòàòíüî é â³äîì³ ìåòîäè òîìîãðàô³¿ 
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íå âäàºòüñÿ áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè äëÿ òåíçîðíèõ 
ïîë³â. Ùîá ðîçðîáèòè ìåòîä òîìîãðàô³÷íî¿ ðåêîíñòðóêö³¿ òåíçîðíèõ ïîë³â, 
ùî áàçóºòüñÿ íà îáåðíåíí³ ïðîìåíåâîãî ïåðåòâîðåííÿ, ïîòð³áíî ñòâîðèòè 
òàêó òåîðåòè÷íó áàçó [20]: 

– îá´ðóíòóâàòè ì³í³ìàëüíó ê³ëüê³ñòü äàíèõ, íåîáõ³äíèõ äëÿ â³äíîâëåí-
íÿ óñ³õ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ó ò³ë³; 

– çâåñòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ 
³ç øóêàíèì òåíçîðíèì ïîëåì äî ñèñòåìè ïðîìåíåâèõ ³íòåãðàë³â â³ä éîãî 
êîìïîíåíò; 
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– ñòâîðèòè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ â³äíîâëåííÿ ïðîñòîðîâîãî ðîçïî-
ä³ëó âñ³õ êîìïîíåíò òåíçîðíîãî ïîëÿ çà ñèñòåìîþ ïðîìåíåâèõ ³íòåãðàë³â, 
çàäàíèõ íà ìíîæèí³ íàïðÿìê³â çîíäóâàííÿ. 

Íèæ÷å ðîçãëÿíåìî ìåòîä íåðóéí³âíîãî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíîãî ñòàíó òâåðäèõ ò³ë ³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè, ó ÿêèé ïîºäíà-
íî òåîðåòèêî-åêñïåðèìåíòàëüíèé ³ òîìîãðàô³÷íèé ï³äõîäè. Ìåòîä áàçóºòüñÿ 
íà òðüîõ ñêëàäîâèõ:  

– ðåçóëüòàòè ô³çè÷íèõ âèì³ðþâàíü çì³í ³íôîðìàòèâíèõ ïàðàìåòð³â 
çîâí³øíüîãî çîíäóâàëüíîãî ïîëÿ, çóìîâëåíèõ éîãî âçàºìîä³ºþ ç äåôîðìîâà-
íèì ò³ëîì, 

– ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ç äå-
ôîðìîâàíèì òâåðäèì ò³ëîì, ÿêà ïîâ’ÿçóº âèì³ðþâàëüí³ ³íôîðìàòèâí³ ïàðà-
ìåòðè ç ôóíêö³îíàëàìè â³ä êîìïîíåíò òåíçîðíîãî ïîëÿ, ÿêå ï³äëÿãàº â³ä-
íîâëåííþ, 

– ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó îá’ºêòà.  

2. Ãåîìåòðè÷íà ìîäåëü çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü. Çàëèøêîâ³ íàïðóæåí-
íÿ ó òâåðäèõ ò³ëàõ çäåá³ëüøîãî ïîâ’ÿçàí³ ç³ ñòðóêòóðíîþ ì³êðîíåîäíîð³ä-
í³ñòþ ìàòåð³àëó, íàáóòîþ îá’ºêòîì ó ïðîöåñ³ éîãî âèãîòîâëåííÿ òà åêñïëóà-
òàö³¿. Ìàêðîñêîï³÷íèì ïðîÿâîì çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü, ÿê çàçíà÷àëîñü, º 
äåôîðìóâàííÿ ò³ëà ï³ñëÿ éîãî ðîçä³ëåííÿ íà îêðåì³ ÷àñòèíè, ÿê³ ïîò³ì íå-
ìîæëèâî ñêëàñòè â ñóö³ëüíå ò³ëî, íå äåôîðìóþ÷è ö³ ÷àñòèíè. Òîáòî äåôîð-
ìàö³¿, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè ðîçä³ëåíí³ òàêîãî ò³ëà, º íåñóì³ñíèìè.  

Öåé ôàêò ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ çà-
ëèøêîâèõ íàïðóæåíü. Ó ïðàöÿõ Êðåíåðà [7] ïðè ïîáóäîâ³ êîíòèíóàëüíî¿ 
òåîð³¿ äèñëîêàö³é ó òâåðäèõ ò³ëàõ çàñòîñîâóºòüñÿ óÿâëåííÿ ïðî íååâêë³äî-
â³ñòü âíóòð³øíüî¿ ìåòðèêè ò³ë ç³ ñòðóêòóðíèìè íåîäíîð³äíîñòÿìè. Ïèòàííÿ 
çàñòîñóâàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ï³äõîä³â äî ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé 
ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà âõîäèëè äî êîëà íàóêîâèõ ³íòåðåñ³â 
ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à. Çîêðåìà, ó ê³íö³ 80-õ ðîê³â íèì áóâ îðãàí³çîâàíèé ñïå-
ö³àëüíèé ïðîáëåìíèé íàóêîâèé ñåì³íàð, íà ÿêîìó æâàâî îáãîâîðþâàëè ö³ 
ïèòàííÿ. Ó÷àñíèêàìè öüîãî ñåì³íàðó áóëè ïðåäñòàâíèêè Ëüâîâà é ³íøèõ 
íàóêîâèõ öåíòð³â. Ïîùàñòèëî áðàòè ó÷àñòü ó ðîáîò³ ñåì³íàðó é àâòîðó ö³º¿ 
ñòàòò³. 

Ðîçãëÿíåìî ³çîòðîïíå ìàêðîñêîï³÷íî îäíîð³äíå òâåðäå ò³ëî B , ÿêå çà 
â³äñóòíîñò³ çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ òà ³íøèõ ô³çè÷íèõ âïëèâ³â 
ïðè íåçì³íí³é òåìïåðàòóð³ T  ïåðåáóâàº ó ñòàí³ òåðìîäèíàì³÷íî¿ é ìåõàí³÷-
íî¿ ð³âíîâàãè. Öåé ñòàí íàçèâàòèìåìî àêòóàëüíèì ñòàíîì ò³ëà. 

Ó êîíòèíóàëüíîìó íàáëèæåíí³ ðîçãëÿäàòèìåìî ò³ëî B  ÿê çâ’ÿçíèé 
ìíîãîâèä ìàòåð³àëüíèõ òî÷îê ∈X B , âêëàäåíèé ó òðèâèì³ðíèé åâêë³äîâèé 

ïðîñò³ð 3 . Ãåîìåòðè÷íèì îáðàçîì ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè X  º òî÷êà òðèâè-

ì³ðíîãî åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó – ì³ñöå, ÿêå çàéìàº â 3  öÿ ìàòåð³àëüíà òî÷-
êà. Ìíîæèíà ì³ñöü óñ³õ ìàòåð³àëüíèõ òî÷îê ò³ëà B  óòâîðþº çâ’ÿçíó îá-

ëàñòü ïðîñòîðó 3⊂V  , ÿêó íàçèâàòèìåìî êîíô³ãóðàö³ºþ ò³ëà ó öüîìó ñòà-

í³. Ââåäåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò ,  1,2,3ix i= =K { } , ÿêà âèçíà÷àº êîîðäèíà-

òè ìàòåð³àëüíèõ òî÷îê ó ïðîñòîð³. Îñê³ëüêè àêòóàëüíà êîíô³ãóðàö³ÿ V  º 
åâêë³äîâîþ, òî ñèñòåìó K  ìîæíà ââåñòè, âèðàçèâøè ðàä³óñ-âåêòîðè r  
ì³ñöü, ÿê³ çàéìàþòü â àêòóàëüí³é êîíô³ãóðàö³¿ ìàòåð³àëüí³ òî÷êè ∈X B , 

÷åðåç êîîðäèíàòè ix  ö³º¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè: 1 2 3( , , )x x x=r r . Â³äîáðàæåí-

íÿ 1 2 3( , , )x x xr  âèáèðàòèìåìî âçàºìíî îäíîçíà÷íèì ³ äîñòàòíüî ãëàäêèì. 
Çîêðåìà, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ãëîáàëüíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, äëÿ 

ÿêî¿ 1 2 3( , , ) i
ix x x x=r e , äå 1 2 3, ,e e e  – îðòîíîðìîâàíèé âåêòîðíèé áàçèñ∗. 

                                           
∗ Òóò ³ íàäàë³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðàâèëî ï³äñóìîâóâàííÿ çà ïàðîþ îäíàêîâèõ ³í-
äåêñ³â. 
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Ó ò³ë³ B  â éîãî àêòóàëüíîìó ñòàí³ ³ñíóþòü âíóòð³øí³ íàïðóæåííÿ. 
Òåíçîð íàïðóæåíü Êîø³ ó ââåäåí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò âèçíà÷àºòüñÿ êîìïî-

íåíòàìè ,  , 1,2,3ij i jσ ∈ { } . Íàÿâí³ñòü íàïðóæåíü ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî ñó-

ñ³äí³ ìàòåð³àëüí³ ÷àñòèíêè 1 2,  ∈X X B , ùî ðîçä³ëåí³ åëåìåíòàðíîþ ïëî-

ùèíêîþ dSn , âçàºìîä³þòü ì³æ ñîáîþ ç ñèëîþ ij
jn dSσ , äå dS  – ïëîùà 

åëåìåíòàðíî¿ ïëîùèíêè, jn=n { }  – ¿¿ íîðìàëü. Ïîëå íàïðóæåíü ( )ijσ r , 

∈r V , íåîäíîð³äíå, îñê³ëüêè íà ïîâåðõí³ ∂V , ùî îáìåæóº îáëàñòü V , ÿêó 

çàéìàº ò³ëî B , âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

 0ij
j ∂

σ ν =
V

, (1) 

äå j= ν{ }  – çîâí³øíÿ íîðìàëü äî ∂V , à â îáëàñò³ V  êîìïîíåíòè òåíçîðà 

íàïðóæåíü Êîø³ ijσ  çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè 

 0ij
j∇ σ = . (2) 

Òóò j∇  – îïåðàòîð êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ çà ëà´ðàíæåâèìè êîîð-

äèíàòàìè jx  â àêòóàëüí³é êîíô³ãóðàö³¿. 
 Ò³ëî ³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè ìàº äåÿêó ïîòåíö³àëüíó (ïðóæíó) 
åíåðã³þ Π , çóìîâëåíó ñèëîâîþ âçàºìîä³ºþ ð³çíèõ éîãî ÷àñòèí. Çà ñâî¿ì ô³-
çè÷íèì çì³ñòîì ïðóæíà åíåðã³ÿ Π  – íåâ³ä’ºìíî îçíà÷åíèé ôóíêö³îíàë â³ä 

ïîëÿ íàïðóæåíü ( )ijσ r  â îáëàñò³ V . Ïîä³ë òàêîãî ò³ëà íà îêðåì³ ÷àñòèíè, 
ùî íå âçàºìîä³þòü, ñïðè÷èíèòü âèâ³ëüíåííÿ äåÿêî¿ ê³ëüêîñò³ ö³º¿ åíåðã³¿. 
Ïðè öüîìó, âíàñë³äîê ïðàãíåííÿ ñèñòåìè çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ óìîâ (1) 
íà íîâîóòâîðåí³é ïîâåðõí³ òà ð³âíÿíü (2) â îá’ºì³ öèõ ÷àñòèí, â³äáóäåòüñÿ 
ïåðåðîçïîä³ë ïîëÿ íàïðóæåíü ó êîæí³é ³ç ÷àñòèí. ×àñòêîâå çíÿòòÿ íàïðó-
æåíü çà íåçì³ííî¿ òåìïåðàòóðè T  ïðè óòâîðåíí³ íîâî¿ â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ 
ïðèçâåäå äî äåôîðìàö³¿ ÷àñòèí ò³ëà, òàê ùî â åâêë³äîâ³é ìåòðèö³ íåìîæëè-
âî áóëî á ñêëàñòè ³ç îêðåìèõ ÷àñòèí ñóö³ëüíå ò³ëî, íå äåôîðìóþ÷è ö³ ÷àñ-
òèíè. Ìîæíà, çâè÷àéíî, ïîáóäóâàòè ìåòðèêó, â ÿê³é ÷àñòèíè ò³ëà áóäóòü 
ù³ëüíî ïðèëÿãàòè îäíà äî îäíî¿, îäíàê ñàì ìåòðè÷íèé òåíçîð áóäå ïðè öüî-
ìó çàëåæíèì â³ä êîîðäèíàò ³ ðîçðèâíèì íà ïîâåðõí³ ïîä³ëó. Ïðîäîâæóþ÷è 
óÿâíî ïðîöåñ ïîä³ëó ò³ëà B  ³ çáåð³ãàþ÷è òåìïåðàòóðó T , ïðèéäåìî äî ñòà-

íó, â ÿêîìó çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ijσ  ïîâí³ñòþ ùåçàþòü, à ïîòåíö³àëüíà 
åíåðã³ÿ ñèñòåìè ìàòåð³àëüíèõ òî÷îê X , ùî ñêëàäàþòü ò³ëî, ïåðåòâîðèòüñÿ 
ó íóëü. Çðîçóì³ëî, ùî ³ â öüîìó ñòàí³ íå ìîæíà ñêëàñòè ³ç îêðåìèõ ÷àñòèí 
ñóö³ëüíå ò³ëî, íå çì³íþþ÷è òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó. Òîáòî ìíîæèíà ìàòåð³-
àëüíèõ òî÷îê X , ç ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ò³ëî B , íå óòâîðþº â öüîìó ñòàí³ 
ñóö³ëüíîãî ò³ëà. Îäíàê ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ³ñíóº ìåòðèêà (íååâêë³äîâà), 
â ÿê³é êîíô³ãóðàö³ÿ ò³ëà B , òîáòî ìíîæèíà ì³ñöü 0V , ùî çàéìàþòü ìàòå-

ð³àëüí³ òî÷êè X  ò³ëà â öüîìó ñòàí³, óòâîðþº çâ’ÿçàíèé, äîñòàòíüî ãëàäêèé 
ìíîãîâèä. Ìåòðèêó ö³º¿ êîíô³ãóðàö³¿ íàçâåìî âíóòð³øíüîþ ìåòðèêîþ ò³ëà ³ç 
çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè. Ïîáóäóºìî ð³âíÿííÿ, ÿê³ âèçíà÷àþòü çàëèø-
êîâ³ íàïðóæåííÿ â ò³ë³, âèõîäÿ÷è ³ç éîãî âíóòð³øíüî¿ ìåòðèêè. 
 Óâåäåìî êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ ( ),  ijε ∈r r V , ÿê³ âèçíà÷àþòü ïåðåõ³ä 

ò³ëà ³ç â³äë³êîâî¿ 0V  â àêòóàëüíó V  êîíô³ãóðàö³þ: 

 0( ) / 2ij ij ijg gε = − . (3) 

Òóò ijg  ³ 0
ijg  – åëåìåíòè áàçèñíèõ ìàòðèöü ââåäåíî¿ ìàòåð³àëüíî¿ ñèñòåìè 

êîîðäèíàò ó êîíô³ãóðàö³ÿõ V  ³ 0V  â³äïîâ³äíî, ÿê³ º êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷-
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íèõ òåíçîð³â g  ³ 0g  êîíô³ãóðàö³é V  ³ 0V  ñòîñîâíî ëîêàëüíèõ áàçèñ³â ìà-

òåð³àëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó öèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ. Îñê³ëüêè ìåòðèêà àêòó-
àëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ º åâêë³äîâîþ, ¿¿ ìåòðè÷íèé òåíçîð º îäèíè÷íèì òåíçî-
ðîì äðóãîãî ðàíãó, à òåíçîð êðèâèíè òîòîæíî äîð³âíþº íóëåâ³. Íàòîì³ñòü 
ìåòðèêà 0g  º íååâêë³äîâîþ, ùî ïðèâîäèòü äî ñï³ââ³äíîøåííÿ [2] 

 0 0

 
( ) =gR R . (4) 

Òóò 0

 
( )gR  – òåíçîð êðèâèíè Ð³ìàíà – Êð³ñòîôôåëÿ äëÿ ìåòðè÷íîãî òåíçî-

ðà 0 0;  g R  – òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãó, êîìïîíåíòè 0
ijklR  ÿêîãî íå äîð³âíþ-

þòü òîòîæíî íóëåâ³ â îáëàñò³ 0V . Êîìïîíåíòè ijklR  òåíçîðà êðèâèíè R  âè-

ðàæàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà äðóãîãî 
ïîðÿäêó ÷åðåç êîìïîíåíòè â³äïîâ³äíîãî ìåòðè÷íîãî òåíçîðà [4]. Òîìó íàäàë³ 

ââàæàòèìåìî, ùî êîìïîíåíòè 0
ijg  âíóòð³øíüîãî ìåòðè÷íîãî òåíçîðà 0g  ò³ëà 

³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè º ïðèíàéìí³ äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíèìè ôóíê-

ö³ÿìè ëà´ðàíæåâèõ êîîðäèíàò ix . 
 Òåíçîð êðèâèíè R  ìàº ëèøå ø³ñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò, çàì³ñòü 

íüîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè òåíçîð êðèâèíè Ð³÷³ 
 

R  – ñèìåòðè÷íèé òåíçîð 
äðóãîãî ðàíãó, êîìïîíåíòè klR  ÿêîãî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè òåí-

çîðà Ð³ìàíà – Êð³ñòîôôåëÿ R  òàêèì ÷èíîì [4]: 

 .
i

kl kliR R= . (5) 

Ïðè öüîìó ç ôîðìóëè (4) âèïëèâàº, ùî  

 0 0

  
( ) 2=R g R . (6) 

Òóò 0

 
R  – äåÿêèé ñèìåòðè÷íèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó, êîìïîíåíòè 0

ijR  ÿêîãî 

íå äîð³âíþþòü òîòîæíî íóëåâ³ â îáëàñò³ 0V  ³ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåí-

òè 0
ijklR  òåíçîðà 0R  ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 0 0
0

1
2

kl
ij kijlR g R= , (7) 

äå 0
klg  – êîíòðàâàð³àíòí³ êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà â³äë³êîâî¿ êîíô³-

ãóðàö³¿, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê åëåìåíòè ìàòðèö³, îáåðíåíî¿ äî ìàòðèö³ êîâà-

ð³àíòíèõ êîìïîíåíò 0
ijg . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (3)–(7) ³ ôîðìóëè, ÿê³ âèðàæàþòü êîì-
ïîíåíòè òåíçîð³â êðèâèíè â³äë³êîâî¿ ³ àêòóàëüíî¿ êîíô³ãóðàö³é ÷åðåç êîì-
ïîíåíòè ìåòðè÷íèõ òåíçîð³â öèõ êîíô³ãóðàö³é [4], îòðèìàºìî íåë³í³éí³ äè-
ôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ, ùî ïîâ’ÿçóþòü êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ ijε  ç êðèâè-

íîþ â³äë³êîâî¿ êîíô³ãóðàö³¿. Ó âèïàäêó, êîëè ëà´ðàíæåâà ñèñòåìà êîîðäè-
íàò àêòóàëüíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ º äåêàðòîâîþ, ö³ ð³âíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä 

 
2 22 2

0
0 . .

ji jkkl m mlk li
ji mlk jk mli iji j k l i l k j

g R
x x x x x x x x

∂ ε ∂ ε∂ ε ∂ ε + − − + Γ Γ − Γ Γ = − 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (8) 

Òóò âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ 

 
1

0 0, ,     2.
i ij ijlk ikil

ikl kl jkl kl klk i l
g g

x x x

−∂ε ∂ε∂ε Γ = − + − Γ = Γ = δ − ε 
 ∂ ∂ ∂

, 

äå ñèìâîëîì   ïîçíà÷åíî ìàòðèö³ â³äïîâ³äíèõ êîìïîíåíò. 
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 Äëÿ ìàëèõ äåôîðìàö³é ijε , ë³íåàðèçóþ÷è (8), îòðèìóºìî 

 
2 22 2

0ji jkkk ki
iji j k k i k k j

R
x x x x x x x x

∂ ε ∂ ε∂ ε ∂ ε
+ − − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. (9) 

 Ïðè â³äñóòíîñò³ çîâí³øí³õ ïîë³â ³ ô³êñîâàí³é òåìïåðàòóð³ T  òåíçîð 

íàïðóæåíü ijσ  îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ ijε  

ô³çè÷íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè  

 ( )ij ij
klσ = σ ε ,  (10) 

ÿê³ âèðàæàþòü âëàñòèâ³ñòü ïðóæíîñò³ òâåðäîãî ò³ëà. Ó ë³í³éíîìó íàáëè-
æåíí³ ö³ ð³âíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä 

 2,       ( )
1 2

ij ijkl ijkl ij kl ik jl il jk
kl

GC C Gνσ = ε = δ δ + δ δ + δ δ
− ν

, (11) 

äå ijklC  – òåíçîð ìîäóë³â ïðóæíîñò³ ³çîòðîïíîãî ò³ëà; G  – ìîäóëü çñóâó; 
ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 
 Ôîðìóëè (1), (2), (8), (10) óòâîðþþòü ñèñòåìó ñï³ââ³äíîøåíü íåë³í³éíî¿ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ò³ëà 

³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè. ßêùî êîìïîíåíòè òåíçîðà êðèâèíè 0
ijR  çà-

äàíî ÿê ôóíêö³¿ êîîðäèíàò, òî âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü çâîäèòü-
ñÿ äî ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü (2), (8) ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (10) òà 
óìîâè (1).  
 Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè (2) ðàçîì ³ç ë³íåàðèçîâàíèìè ñï³â-
â³äíîøåííÿìè (9), (11), îòðèìóºìî ë³í³éíó íåîäíîð³äíó ñèñòåìó ð³âíÿíü ñòî-

ñîâíî äåêàðòîâèõ êîìïîíåíò ijσ  òåíçîðà çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü 

 
2

0 01 12
1 1

kl
ij ij klkl

ij kli j
G R R

x x

∂ δ σ  ∆σ + = − δ δ + ν − ν ∂ ∂
, (12) 

ïðàâ³ ÷àñòèíè ÿêèõ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êðèâèíó ïðîñòîðó â³äë³êîâî¿ êîí-
ô³ãóðàö³¿. Ó öüîìó íàáëèæåíí³ çíàõîäæåííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü 
ïîëÿãàº ó ðîçâ’ÿçóâàíí³ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (12), (1) ïðè çàäàíèõ ôóíêö³ÿõ 

0 0 1 2 3( , , )ij ijR R x x x= . 

Êîëè â³äë³êîâà êîíô³ãóðàö³ÿ 0V  º åâêë³äîâîþ, òî 0 0ijR ≡  ³ ñèñòåìà (12) 

ñòàº îäíîð³äíîþ, òîìó çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ó ò³ë³ â öüîìó âèïàäêó òî-
òîæíî äîð³âíþþòü íóëåâ³, îñê³ëüêè ãðàíè÷í³ óìîâè (1) îäíîð³äí³.  
 Äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð ó ë³â³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (9) º îïåðàòîðîì 
íåñóì³ñíîñò³ Ink â³ä êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàö³é [4]. Îòæå, ³ ïðàâó 
÷àñòèíó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òåíçîð íåñóì³ñíîñò³ â³ä äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî 
òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó: 

 0 0

  
Ink=R ε . (13) 

²ç ð³âíÿíü (9), (13) âèïëèâàº, ùî ³ñíóº ñóì³ñíèé òåíçîð äåôîðìàö³¿  

 0
ij ij ije = ε + ε . (14) 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) ïðèéìàºòüñÿ çà âèõ³äíèé ïîñòóëàò ó ìîäåë³ çàëèøêî-
âèõ íàïðóæåíü, ÿêà áàçóºòüñÿ íà êîíöåïö³¿ â³ëüíèõ äåôîðìàö³é (äèñòîðñ³é) 

[8, 9]. Ó ö³é ìîäåë³ ije  íàçèâàþòü ïîâíèìè, à ijε  òà 0
ijε  – ïðóæíèìè òà â³ëü-

íèìè äåôîðìàö³ÿìè â³äïîâ³äíî. 
Ïîâí³ äåôîðìàö³¿ ije  âèçíà÷àþòü àêòóàëüíèé äåôîðìîâàíèé ñòàí ò³ëà 

ñòîñîâíî äåÿêî¿ éîãî íåíàïðóæåíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ′V , ÿêà, íà â³äì³íó â³ä 
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0V , º åâêë³äîâîþ. Òîìó ³ñíóº âåêòîð ïåðåì³ùåíü 1 2 3, ,u u u=u { }  ³ç ′V  ó 

V  òàêèé, ùî 

 ( ) /2ij i j j ie u u= ∇ + ∇ . (15) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè (2), à òàêîæ ñï³ââ³äíîøåííÿ (11), 
(14), (15), ìîæíà çàïèñàòè ë³í³éíó ñèñòåìó ð³âíÿíü ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ çà-
ëèøêîâèõ íàïðóæåíü ñòîñîâíî êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåì³ùåíü iu . Ïðàâ³ 
÷àñòèíè ð³âíÿíü ö³º¿ ñèñòåìè âèðàæàòèìóòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè òåíçîðà 
â³ëüíèõ äåôîðìàö³é. 

3. Îáåðíåí³ çàäà÷³ òîìîãðàô³¿ òåíçîðíîãî ïîëÿ ³ âàð³àö³éíèé ìåòîä 
¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ïåðåéäåìî äî ôîðìóëþâàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ òîìîãðà-
ô³¿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü. Ìåòîäè íåðóéí³âíîãî âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òâåðäîãî ò³ëà ðåàë³çóþòü, çîíäóþ÷è ò³ëî 
çîâí³øí³ì ô³çè÷íèì ïîëåì. Çîíäóâàëüíå ïîëå, ïðîíèêàþ÷è ó ò³ëî, çì³íþº 
ñâî¿ õàðàêòåðèñòèêè. Ðåºñòðóþ÷è ö³ çì³íè, âèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ äåÿêîãî 
³íôîðìàòèâíîãî ïàðàìåòðà J , ÿêå çàëåæèòü â³ä ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü ³/àáî 
äåôîðìàö³é â îáëàñò³ ⊂ Vv  ïðîíèêíåííÿ çîíäóâàëüíîãî ïîëÿ â ò³ëî. Âèõî-
äÿ÷è ³ç ô³çè÷íèõ óÿâëåíü ùîäî âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ç 
äåôîðìîâàíèì òâåðäèì ò³ëîì, âèì³ðþâàëüíèé ïàðàìåòð J  ìîæíà ïîâ’ÿçàòè 
â ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ ç ðîçïîä³ëîì íàïðóæåíü ÷è äåôîðìàö³é â îáëàñò³ v . 
Äëÿ çàäà÷ òîìîãðàô³¿ çðó÷íî ïîäàâàòè öþ ìîäåëü ó âèãëÿä³ ôóíêö³îíàëà, 
ÿêèé âèçíà÷àº âèì³ðþâàëüíèé ³íôîðìàòèâíèé ïàðàìåòð J : 

 ( , ) ( ( ))ij ijJ L d= Φ σ = σ∫ r r
v

v . (16) 

Òóò ( )L ⋅  – äèôåðåíö³àëüíèé ÷è ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð (ó ÷àñò-
êîâîìó âèïàäêó – ôóíêö³ÿ). Çðîçóì³ëî, ùî êîíêðåòíèé âèãëÿä îïåðàòîðà 

( )L ⋅  çàëåæàòèìå â³ä ïðèðîäè çîíäóâàëüíîãî ïîëÿ, âèáîðó ³íôîðìàòèâíîãî 

ïàðàìåòðà J  öüîãî ïîëÿ, îáðàíîãî ñïîñîáó âèì³ðþâàííÿ, ãåîìåòð³¿ âèì³ðþ-
âàëüíî¿ ñèñòåìè, ïðèéíÿòîãî íàáëèæåííÿ òîùî. Çâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìî-
äåë³ âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ç äåôîðìîâàíèì òâåðäèì ò³-
ëîì äî ³íòåãðàëüíîãî âèãëÿäó (16) çäåá³ëüøîãî º íåòðèâ³àëüíîþ çàäà÷åþ 
â³äïîâ³äíèõ ô³çè÷íèõ ìåòîä³â íåðóéí³âíîãî â³äáîðó äàíèõ ïðî íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí. Ñêàíóþ÷è ò³ëî çîíäóâàëüíèì ïîëåì, îòðèìóþòü ìíî-
æèíó çíà÷åíü âèì³ðþâàëüíîãî ïàðàìåòðà J  äëÿ äåÿêî¿ ìíîæèíè îáëàñòåé 
çîíäóâàííÿ =D { }v , ùî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ â³äíîøåíü J→v . Îñ-
ê³ëüêè ïðè ô³çè÷íèõ âèì³ðþâàííÿõ íåìèíó÷³ ïîõèáêè, òî, âèçíà÷àþ÷è çà 
íåçì³ííèõ óìîâ âèì³ðþâàííÿ ³íôîðìàòèâíèé ïàðàìåòð J  äëÿ îäí³º¿ ³ ò³º¿ æ 
îáëàñò³ v  äåê³ëüêà ðàç³â íåçàëåæíî, ùîðàç îòðèìóâàòèìåìî ð³çí³ çíà÷åííÿ 

J 〈λ〉 . Äèñïåðñ³ÿ âèì³ðÿíèõ çíà÷åíü ³íôîðìàòèâíîãî ïàðàìåòðà çàëåæèòü â³ä 
òî÷íîñò³ àïàðàòóðè é âèïàäêîâèõ ÷èííèê³â. Âñòàíîâèòè, êîòðå ç âèì³ðÿíèõ 
çíà÷åíü º íàéòî÷í³øèì, àïð³îð³ íåìîæëèâî, òîìó äîö³ëüíî áðàòè äî óâàãè 

ïðè ôîðìóëþâàíí³ îáåðíåíèõ çàäà÷ óñ³ âèì³ðÿí³ çíà÷åííÿ J 〈λ〉 . Ç îãëÿäó íà 
öå ðåçóëüòàòè íåðóéí³âíîãî â³äáîðó äàíèõ ïðî íàïðóæåíèé ñòàí îá’ºêòà 

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ äåê³ëüêîõ ðåàë³çàö³é ( )J 〈λ〉 v  âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ 

( )J v , âèçíà÷åíî¿ íà ìíîæèí³ îáëàñòåé çîíäóâàííÿ D : 

 ( ),       ,       1, ,J J N〈λ〉= ∈ λ ∈D  vv v . (17) 

Òóò λ  – ³íäåêñ, ÿêèé âêàçóº íà ðåàë³çàö³þ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( );  J Nvv  – 

ê³ëüê³ñòü íåçàëåæíèõ âèì³ðþâàíü ïàðàìåòðà J  ïðè çîíäóâàíí³ ò³ëà â îá-
ëàñò³ ⊂ Vv . 
 Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë (16) òà åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³ (17) ðàçîì ³ç 
ð³âíÿííÿì (12) òà óìîâàìè (1), ÿê³ âèçíà÷àþòü ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü íàïðó-
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æåíîãî ñòàíó ò³ëà. Îáåðíåíó çàäà÷ó òîìîãðàô³¿ òåíçîðà íàïðóæåíü ó ò³ë³ 
B  ñôîðìóëþºìî òàê: çíàéòè â îáëàñò³ V  ò³ëà ðîçïîä³ë íàïðóæåíü 

( )ijσ r , ÿêèé º ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³ (12), (1) ³ óçãîäæóºòüñÿ ó ïåâíîìó 
ñìèñë³ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ðåçóëüòàòàìè, ïîäàíèìè ó âèãëÿä³ çàëåæ-
íîñòåé (17), ³ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ (16), ùî îïèñóº âçàºìîä³þ çîíäó-
âàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ³ç ïîëåì íàïðóæåíü ó äåôîðìîâàíîìó ò³ë³. 

Ó ö³é çàäà÷³ ìàºìî ñïðàâó ç ôóíêö³ÿìè ð³çíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ïðèðîäè: 

íàïðóæåííÿ ijσ  º äåòåðì³íîâàíèìè ôóíêö³ÿìè êîîðäèíàò, ÿê³ çàäîâîëüíÿ-
þòü â îáëàñò³ V  ïåâí³ óìîâè ãëàäêîñò³, íàòîì³ñòü åêñïåðèìåíòàëüí³ çàëåæ-

íîñò³ ( )J 〈λ〉 v  º ðåàë³çàö³ÿìè äåÿêèõ âèïàäêîâèõ ôóíêö³é. Òîìó íåîáõ³äíî 
ââåñòè êðèòåð³é äëÿ êîðåêòíîãî óçãîäæåííÿ äåòåðì³íîâàíîãî ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. 

 ßêùî êîìïîíåíòè òåíçîðà êðèâèíè 0 ( )ijR r  â³äîì³ â îáëàñò³ V , òî ïðè 

ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà ö³ ôóíêö³¿ ³ íà ãåîìåòð³þ ïîâåðõí³ ∂V  ðîçâ’ÿçîê 
ïðÿìî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (12), (1) ³ñíóº ³ º ºäèíèì. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ’ÿçîê 

îáåðíåíî¿ çàäà÷³ ó êëàñ³ ôóíêö³é 0 ( )ijR r , äëÿ ÿêèõ ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ 

(12), (1) ³ñíóº ³ º ºäèíèì. Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ îáåð-
íåíî¿ çàäà÷³ çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ òàêîãî ðîçïîä³ëó êîìïîíåíò òåíçîðà 

êðèâèíè 0 ( )ijR r , äëÿ ÿêîãî ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ (12), (1) íàéêðàùå óçãîä-

æóºòüñÿ ³ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè (17) ³ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ âçàº-
ìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ³ç äåôîðìîâàíèì ò³ëîì (16).  
 Ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ (12), (1) ïîäàìî ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ñêëàäîâèõ: 
÷àñòêîâîãî ðîçâ’ÿçêó íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ  

 0
0 ( ) ( , ) ( ) ( )ij ijkl

klG R dV′ ′ ′σ ⋅∫r r r r r
V

= , (18) 

äå ( , )ijklG ′r r  – ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (12), ³ ðîçâ’ÿçêó ijσ  
â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿííþ (12) îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ, ùî çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷íó 
óìîâó 

 
1/2

2
0

1

1( ) ( , ) ( )
( )

N
ij ijF J

V N
〈λ〉

λ =

 = Φ σ + σ − 
 

∑ [ ]
v

v
v v vv . (19) 

Ðîçâ’ÿçîê ijσ  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 0( ) ( , ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( ),   ij ij k k kl
lkG g dS g n

∂

′ ′ ′σ = = − σ ∈ ∂∫r r r r r r r r r
V

V , (20) 

äå ( , )ij
kG ′r r  – ôóíêö³ÿ Ãð³íà â³äïîâ³äíî¿ îäíîð³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. 

Ïðèïóñòèìî, ùî 0 ( ),ijR ∈r r V , – îäèí ³ç äîïóñòèìèõ ðîçïîä³ë³â êîìïî-

íåíò òåíçîpà êpèâèíè â îáëàñò³ ò³ëà, ÿêèé çàáåçïå÷óº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê 

ïðÿìî¿ çàäà÷³, ³ íåõàé 0( )ij ij ijσ = σ + σr   – ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ (12), (1) 

äëÿ öüîãî ðîçïîä³ëó. Òîä³, îá÷èñëþþ÷è çà ôîðìóëîþ (16) çíà÷åííÿ ôóíêö³-

îíàëà ( , )ijΦ σ v , ìîæåìî îá÷èñëèòè äëÿ áóäü-ÿêî¿ îáëàñò³ v  éîãî ñåðåä-
íüîêâàäðàòè÷íå â³äõèëåííÿ â³ä âèì³ðÿíèõ íà ö³é îáëàñò³ çíà÷åíü ³íôîðìà-

òèâíîãî ïàðàìåòðà ( )J 〈λ〉 v : 

 
1/2

2
0

1

1( ) ( , ) ( )
( )

N
ij ijF J

V N
〈λ〉

λ =

 = Φ σ + σ − 
 

∑ [ ]
v

v
v v vv . (21) 

Òóò ( )V v  – îá’ºì îáëàñò³ v .  
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 Ôóíêö³îíàë  

 
1/2

2
0

1( )

1 ( , ) ( )
( )

N
ij ijF J d

V N
〈λ〉

λ =

 
= Φ σ + σ − 

 
∑∫D

D


v

vv
v v vv [ ]  

ïðèéìåìî çà ì³ðó â³äõèëåííÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ ( ),  ijσ ∈r r V , â³ä ³ñòèííîãî 
ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü ó ò³ë³, çàïèñàíîãî ÷åðåç åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³ ó âè-

ãëÿä³ (17). ²ç ôîðìóë (18), (20) âèïëèâàº, ùî FD  º ôóíêö³îíàëîì â³ä 0 ( )ijR r , 

∈r V . Íåõàé 0 ( )ijR r  – ôóíêö³ÿ, ùî çàáåçïå÷óº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà FD . 

Òîä³, îá÷èñëèâøè çà ôîðìóëàìè (18), (20) ôóíêö³¿ 0 ( )ijσ r  ³ ( )ijσ r , çíàéäåìî 

ðîçïîä³ë íàïðóæåíü 0( ) ( ) ( )ij ij ijσ ≡ σ + σr r r , ÿêèé çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåí-

íÿ (12), (1) ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ íàïðóæåíîãî ñòàíó òà óçãîäæóºòüñÿ â 
ñìèñë³ íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç ðåçóëüòàòàìè (17) åêñïåðèìåíòàëüíîãî âè-
çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ëà ³ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ (16) 
âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ç ò³ëîì, òîáòî çíàéäåíà â òàêèé 

ñïîñ³á ôóíêö³ÿ ( )ijσ r  º ðîçâ’ÿçêîì ñôîðìóëüîâàíî¿ îáåðíåíî¿ çàäà÷³. 

4. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äëÿ ïîëÿðèçàö³éíî-îïòè÷íî¿ òîìîãðàô³¿ òåí-
çîðíîãî ïîëÿ. Ó ìåòîä³ ôîòîïðóæíîñò³ çîíäóâàëüíèì âèïðîì³íþâàííÿì º 
ìîíîõðîìàòè÷íå ïîëÿðèçîâàíå ñâ³òëî. Ïðîõîäÿ÷è ÷åðåç ñåðåäîâèùå, ñâ³òëî 
çì³íþº ñâ³é ñòàí ïîëÿðèçàö³¿ â³äïîâ³äíî äî ðîçïîä³ëó êîìïîíåíò òåíçîðà 
ä³åëåêòðè÷íî¿ ïðîíèêíîñò³. Îòæå, öåé ìåòîä ÷óòëèâèé äî âñ³õ çîâí³øí³õ 
âïëèâ³â, ÿê³ çì³íþþòü âíóòð³øíþ ñèìåòð³þ ò³ëà, çîêðåìà, – äî äåôîðìàö³¿.  

Ç’ÿñóºìî ìíîæèíó ïîëÿðèçàö³éíî-îïòè÷íèõ ïàðàìåòð³â J  ò³ëà B , ìà-
òåð³àë ÿêîãî çà â³äñóòíîñò³ äåôîðìàö³¿ ³ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ââàæàòè-
ìåìî îïòè÷íî îäíîð³äíèì òà ³çîòðîïíèì. Îïòè÷í³ íåîäíîð³äí³ñòü òà àí³çî-
òðîï³ÿ ò³ëà, ÿê³ ³íäóêîâàí³ äåôîðìàö³ºþ, º ñëàáêèìè, òîìó (â äåÿêîìó íà-
áëèæåíí³) ìîæíà ââàæàòè, ùî ñâ³òëî ïîøèðþºòüñÿ ó ò³ë³ ïðÿìîë³í³éíî. Ïðè 
öüîìó îáëàñòþ ïðîíèêíåííÿ çîíäóâàëüíîãî âèïpîì³íþâàííÿ v  º â³äp³çîê 
òðàºêòîð³¿ ñâ³òëîâîãî ïðîìåíÿ s  â³ä òî÷êè éîãî âõîäó â îá’ºêò äî òî÷êè éîãî 
âèõîäó. Ñòàí ïîëÿpèçàö³¿ ïëîñêî¿ ìîíîõðîìàòè÷íî¿ åëåêòpîìàãí³òíî¿ õâèë³, 
ùî pîçïîâñþäæóºòüñÿ ó íàïpÿìêó s , âèçíà÷àºòüñÿ [1, 2] êîìïëåêñíèì âåê-

òîpîì 1 2,E E=E { }s s . Òóò 1 2,E Es s  – êîìïîíåíòè êîìïëåêñíî¿ àìïë³òóäè âåê-
òîpà íàïpóæåíîñò³ åëåêòpè÷íîãî ïîëÿ ó äåêàpòîâîìó áàçèñ³ òàêîìó, ùî â³ñü 

3x  íàïpÿìëåíà âçäîâæ s , à îñ³ 1x , 2x  óòâîpþþòü ïëîùèíó, ïàðàëåëüíó äî 

ôpîíòó õâèë³. Íåõàé 0Es  òà hEs  – âåêòîðè, ùî âèçíà÷àþòü ñòàíè ïîëÿðè-
çàö³¿ íà âõîä³ òà âèõîä³ ç îá’ºêòà íà íàïpÿìêó s . Òîä³ ä³ÿ îá’ºêòà íà ïîëÿ-

pèçàö³þ ñâ³òëà âèçíà÷àºòüñÿ â³äîápàæåííÿì 0 h→E Es s . Òàêå â³äîáðàæåííÿ 

êîìïëåêñíèõ âåêòîð³â çàäàºòüñÿ äåÿêîþ óí³òàpíîþ ìàòpèöåþ Js  [1] 

 0h = ⋅E J Es s s . (22) 

Âèêîpèñòàºìî öå ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùîá âèçíà÷èòè ìàòpèö³ Js  äëÿ òèõ 
íàïpÿìê³â s , äëÿ ÿêèõ øëÿõîì âèì³ðþâàíü âñòàíîâëåíî ïîëÿpèçàö³þ ñâ³ò-
ëà íà âõîä³ â ò³ëî òà âèõîä³ ³ç íüîãî. Ìàòðèöÿ Js  çàëåæèòü â³ä ðîçïîä³ëó 

êîìïîíåíò øóêàíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ íà ïðîìåí³ s . Òîìó, âèçíà÷àþ÷è Js , 
îòðèìóºìî äåÿêó ³íôîðìàö³þ ïðî øóêàíå òåíçîðíå ïîëå. 

Ðîçãëÿíåìî óí³òàpíó ìàòpèöþ 

 exp ( ),i= − θJ J s s s  (23) 

äå 1 2 1 1 2 2( )/ 2,   Arg ( ),   Arg ( )θ = ϕ + ϕ ϕ = λ ϕ = λs s s s s s s , äå 1 2,λ λs s  – âëàñí³ 

çíà÷åííÿ ìàòðèö³ Js . 
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Ìàòpèöÿ J s  ìàº âëàñòèâ³ñòü: det ( ) 1=J s , ¿¿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè º 

exp ( )iϕs  ³ exp ( )i− ϕs , äå 1 2( )/ 2ϕ = ϕ − ϕs s s . Ëîãàðèôì ö³º¿ ìàòðèö³, òîáòî 

ìàòpèöÿ ln ( )i =L Js s  òàêà, ùî exp ( )i=J L v s , º ÷èñòî óÿâíîþ ìàòpèöåþ ³ 
âèçíà÷àºòüñÿ ÿê [11] 

 1

cos ( )
( 2 )

sin ( )
k

− ϕ
= ϕ + π

ϕ
J I

L
 s ss s ss

. (24) 

Òóò I  – îäèíè÷íà (2 2)× -ìàòðèöÿ, 1 0, 1, 2,k = ± ± s . 
Òàêèì ÷èíîì, çà âèì³ðþâàí³ ïîëÿðèçàö³éíî-îïòè÷í³ ïàðàìåòðè òåíçîð-

íîãî ïîëÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ìàòðèöþ Js  àáî ïîõ³äíó â³ä íå¿ ìàòðèöþ 

J s  ÷è ¿¿ ëîãàðèôì L s  ðàçîì ³ç ä³éñíèì ïàðàìåòðîì θs .  
Âñòàíîâèìî òåïåð ôóíêö³îíàëè (16) äëÿ öüîãî ñïîñîáó â³äáîðó äàíèõ 

ïðî íàïðóæåíèé ñòàí îá’ºêòà.  
Äåôîðìàö³ÿ çì³íþº âíóòð³øíþ ñèìåòð³þ ò³ëà, òîìó ä³åëåêòðè÷íèé òåí-

çîð ñòàº çàëåæíèì â³ä äåôîðìàö³¿. Åâîëþö³ÿ ñòàíó ïîëÿðèçàö³¿ ñâ³òëà 
âçäîâæ íàïðÿìêó éîãî ïîøèðåííÿ ∈ Ds  ó òàêîìó ò³ë³ âñòàíîâëþºòüñÿ ð³â-
íÿííÿìè ìàêðîñêîï³÷íî¿ åëåêòðîäèíàì³êè. Ó íàáëèæåíí³ ïëîñêî¿ ìîíîõðî-
ìàòè÷íî¿ õâèë³ ñòàí ïîëÿðèçàö³¿ âèçíà÷àºòüñÿ ë³í³éíîþ ñèñòåìîþ äâîõ çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ñòîñîâíî êîìïëåêñíèõ 

àìïë³òóä 1 2,  E Es s . Ó òåîð³¿ ³íòåãðàëüíî¿ ôîòîïðóæíîñò³ [1, 2], âðàõîâóþ÷è 
ñëàáêó îïòè÷íó íåîäíîð³äí³ñòü òà àí³çîòðîï³þ, âèõ³äíó ñèñòåìó çâîäÿòü äî 
ñèñòåìè ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó 

 11 22 12

21 22 11

2
,         

24

d i
dt c

−ω= − ⋅ =
−

B
K B K

s s ss s s s s s ss
æ æ æ
æ æ ææ

. (25) 

Òóò ts  – ñêàëÿðíèé ïàðàìåòð, ÿêèé âèçíà÷àº ðàä³óñ-âåêòîð r  òî÷êè íà 

íàïðÿìêó ;  , ,m t n t t=r { }s s ss s ss  , äå ,  ,  m ns s s  – íàïðÿìí³ êîñèíóñè 

öüîãî íàïðÿìêó â ãëîáàëüí³é äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò; 0 ,  ht ts s  – çíà-
÷åííÿ öüîãî ïàðàìåòðà, ùî â³äïîâ³äàþòü òî÷êàì âõîäó òà âèõîäó ïðîìåíÿ; 

ij
sæ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà æ  ä³åëåêòðè÷íî¿ ïðîíèêíîñò³ â äåêàðòîâ³é ñèñ-

òåì³ êîîðäèíàò, ïîâ’ÿçàí³é ³ç íàïðÿìêîì ;  s æ  – ä³åëåêòðè÷íà ïðîíèêí³ñòü 

ñåðåäîâèùà â íåíàïðóæåíîìó ñòàí³. Êîìïëåêñíèé âåêòîð Bs  âèçíà÷àº òîé 

ñàìèé ñòàí ïîëÿðèçàö³¿, ùî é âåêòîð Es , îñê³ëüêè ö³ äâà âåêòîðè ïîâ’ÿçàí³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 11 22exp ( ),          ( )
2

i dt
c
ω= θ θ = +∫E B s ss s s s sæ æ

æ
, (26) 

äå ω  – êðóãîâà ÷àñòîòà åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³; c  – øâèäê³ñòü ñâ³òëà.  

Äëÿ ñåðåäîâèù, ³çîòðîïíèõ ó âèõ³äíîìó íåäåôîðìîâàíîìó ñòàí³, çà-
ëåæí³ñòü ì³æ êîìïîíåíòàìè òåíçîð³â ä³åëåêòðè÷íî¿ ïðîíèêíîñò³ òà ïîâíî¿ 
äåôîðìàö³¿ ije  ó ë³í³éíîìó íàáëèæåíí³ ìàòèìå âèãëÿä  

 ( )ij ij ijkl klp e= δ −æ æ . (27) 

Òóò ijklp  – òåíçîð áåçðîçì³ðíèõ êîåô³ö³ºíò³â ôîòîïðóæíîñò³, ÿê³ âðàõîâó-

þòü çì³íó ä³åëåêòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ò³ëà ïðè äåôîðìàö³¿. Äëÿ ³çîòðîïíî-
ãî ò³ëà âñ³ êîìïîíåíòè ijklp  âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç äâ³ áåçðîçì³ðí³ ìàòåð³àëüí³ 

êîíñòàíòè p  ³ 1p : 

 1 ( )ijkl ij kl ik jl il jkp p p= δ δ + δ δ + δ δ . (28) 
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Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (11), (27), (28) çâ’ÿçîê ì³æ êîìïîíåíòàìè òåíçîð³â 
ä³åëåêòðè÷íî¿ ïðîíèêíîñò³ òà íàïðóæåíü ó ë³í³éíîìó íàáëèæåíí³ ìàº 
âèãëÿä 

 0( )ij ij ijkl kl ijkl klP p= δ − σ − εæ æ , (29) 

äå 1 ( );   ijkl ijkl mnkl ij kl ik jl il jk ijklP p S P P S= = δ δ + δ δ + δ δ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà 

ïðóæíî¿ ïîäàòëèâîñò³ ò³ëà; 1,P P  – ï’ºçîîïòè÷í³ êîíñòàíòè. 
Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (29) ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (25) ó âèãëÿä³ 

 
2

d i
dt c

ω= − ⋅
B

S Bs s ss æ
, (30) 

äå  

 
0 0 0

11 22 11 22 12 12

0 0 0
21 21 11 22 11 22

( ) ( )

( ) ( )

P p P p

P p P p

σ − σ + ε − ε σ + ε
=

σ + ε − σ − σ − ε − ε
S

s s s s s s
s s s s s s s . (31) 

Ð³âíÿííÿ (31) âñòàíîâëþþòü ôóíêö³îíàëüíèé çâ’ÿçîê ì³æ ñòàíàìè ïî-
ëÿðèçàö³¿ ñâ³òëà âçäîâæ ë³í³¿ éîãî ïîøèðåííÿ â ñåðåäîâèù³, ç îäíîãî áîêó, 
òà ðîçïîä³ëîì êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü íà ö³é ë³í³¿, ç ³íøîãî áîêó. 

Çîêðåìà, çâ’ÿçîê ì³æ âõ³äíèì 0Es  ³ âèõ³äíèì hEs  ñòàíàìè ïîëÿðèçàö³¿ ñâ³òëà 
íà íàïðÿìêó s  âèðàçèòüñÿ çã³äíî ç ôîðìóëàìè (26)–(31) ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 
0

0exp ( 2 )
2

ht
h

t

i dt
c

 ω= − θ ⋅  
 

∫E S I E
s

s
s s s sæ

. (32) 

Ç³ñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (22) ³ (32), îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå ïîâ’ÿ-
çóº ðîçïîä³ë íàïðóæåíü âçäîâæ íàïðÿìêó s  ³ç ìàòðèöåþ Js , ÿêà âèçíà÷àº 
çì³íó ïîëÿðèçàö³¿ ñâ³òëà íà öüîìó íàïðÿì³: 

 
0

( , ) exp ( 2 )
2

ht
ij

t

i dt
c

 ωσ = − θ  
 

∫J S I
s

s
s s ss

æ
. (33) 

Äëÿ ìàòðèö³ J s  ³ ¿¿ ëîãàðèôìà L s  ìàºìî â³äïîâ³äíî 

 
0

( , ) exp
2

ht
ij

t

i dt
c

 ωσ =   
 

∫J S
s

s
s s ss

æ
, 

 
0

1( , ) 2
2

ht
ij

t

dt k
c
ωσ = + π∫L S I

s

s
s s ss

æ
. (34) 

Àáñîëþòíèé ïðèð³ñò ôàçè θs  õâèë³ íà íàïðÿì³ s  âèðàæàºòüñÿ ïðè öüîìó 
÷åðåç ðîçïîä³ë íàïðóæåíü òàêèì ÷èíîì: 

 
0

0
11 22 33 1 11( , ) ( ) (

ht
ij

t

P P p
c

ωθ σ = σ + σ + σ + ε +∫ [
s

s

s s s ss s æ  

 0 0
22 33 2) 2p dt k+ ε + ε + π]s s s s . (35) 

Ó ôîðìóëàõ (34), (35) 1 2, 0, 1, 2,k k = ± ± s s . 
Ñï³ââ³äíîøåííÿ (33)–(35) âñòàíîâëþþòü âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ ³íòåãðàëàìè 

â³ä êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü óçäîâæ íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ ñâ³òëîâîãî 
ïðîìåíÿ òà âèì³ðþâàíèìè ³íôîðìàòèâíèìè ïàðàìåòðàìè. 
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 5. Îáåðíåíà çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ãàðòóâàëüíèõ íàïðóæåíü ó ëèñòîâîìó 
ñêë³. Ðîçãëÿíåìî ãàðòîâàíèé ïðÿìîêóòíèé ëèñò 0 ,  1 1x a y≤ ≤ − ≤ ≤ , 

b z b− ≤ ≤ , òîâùèíà 2h  ÿêîãî º íàáàãàòî ìåíøîþ í³æ ðîçì³ðè ah  i 2bh  ó 

äâîõ ³íøèõ íàïðÿìêàõ (òîáòî 1,  1a b  ). Òóò , ,x y z  – ïðÿìîêóòí³ äåêàð-

òîâ³ êîîðäèíàòè, â³äíåñåí³ äî ï³âòîâùèíè h . Ïðè ãàðòóâàíí³ òàêèõ âèðîá³â 
çâè÷àéíî íàìàãàþòüñÿ çàáåçïå÷èòè îäíîð³äí³ òåõíîëîã³÷í³ óìîâè ïî âñ³é 
ïîâåðõí³ ëèñòà. Òîìó, ðîçãëÿäàþ÷è âèïàäîê îäíîð³äíîãî òà ³çîòðîïíîãî â 

ïëîùèí³ ëèñòà ãàðòóâàííÿ, ââàæàòèìåìî, ùî òåíçîð 0
ijR  º ôóíêö³ºþ ëèøå 

òîâùèííî¿ êîîðäèíàòè y , òîáòî 0 0 ( )ij ijR R y= . Ïðè öüîìó, âèõîäÿ÷è ³ç ì³ð-

êóâàíü ñèìåòð³¿ ³ áåðó÷è äî óâàãè (13), çíàõîäèìî, ùî ëèøå äâ³ êîìïîíåíòè 
0
xxR  ³ 0

zzR  òåíçîðà 0

 
R  º â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ, ïðè÷îìó 0 0

0 ( )xx zzR R R y= ≡ .  

 Ó íîðìàëüíèõ äî ïîâåðõí³ ëèñòà ïåðåòèíàõ constz = , â³ääàëåíèõ â³ä 
êðà¿â ,  z b z b= − =  íà â³äñòàí³, ùî ïåðåâèùóþòü äåê³ëüêà òîâùèí, ðåàë³çó-
þòüñÿ óìîâè ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿, çà ÿêèõ ñèñòåìà ð³âíÿíü (12) íàáóâàº 
âèãëÿäó 

 
2

02

 1 1( ) 2 ( )
1 1xx xx yy zz G R y

x
∂ + ν∆σ + σ + σ + σ = −

+ ν − ν∂
, 

 
2

02

 1 4( ) ( )
1 1yy xx yy zz

G R y
y
∂∆σ + σ + σ + σ =

+ ν − ν∂
, 

 0

 12 ( )
1zz G R y+ ν∆σ = −

− ν
, 

 
2 1 ( ) 0

1xy xx yy zzx y
∂∆σ + σ + σ + σ =

+ ν ∂ ∂
. (36) 

Òóò 
 

∆  – äâîâèì³ðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ ,x y . 
 Çà ÷àñòêîâèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (36) âèáåðåìî  

 0 0 0 0( ),           0xx zz yy xyyσ = σ ≡ σ σ = σ = , 

 
1 1

0 0 0
1 1

1 3 1( ) 2 ( ) ( ) ( )
1 2 2

y G y y y y dy y dy
− −

 + νσ ≡ − ε + ε + ε − ν  ∫ ∫ , 

 0 0
0 0

( ) ( )
y y

y dy R y dyε ≡ ∫ ∫ . (37) 

 Ðîçâ’ÿçîê (37) çàäîâîëüíÿº îäíîð³äí³ óìîâè íà ñòîðîíàõ 1y = ± , òîìó 
äëÿ çàáåçïå÷åííÿ óìîâ íåíàâàíòàæåíîñò³ íà êîíòóð³ ñìóãè çàãàëüíèé ðîç-
â’ÿçîê îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè  

 
2 2

2 2

  
( ) 0,           ( ) 0xx xx yy yy xx yy

x y
∂ ∂∆σ + σ + σ = ∆σ + σ + σ =

∂ ∂
      , 

 
2 

( ) 0xy xx yyx y
∂∆σ + σ + σ =

∂ ∂
    (38) 

ñë³ä ï³äïîðÿäêóâàòè óìîâàì 

 
0, 0 1 1

( ),    0,     0xx xy yy xyx a x y y
y

= = =± =±
σ = − σ σ = σ = σ =    . (39) 



146 

 Îòæå, â ö³é ìîäåë³ äëÿ âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü íåîáõ³äíî 
âñòàíîâèòè íåâ³äîìó ôóíêö³þ ( )yσ , ùî âõîäèòü ó ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ êðà-
éîâî¿ çàäà÷³ (38), (39). Ïðè öüîìó ìîæíà îáìåæèòèñü ïðîñâ³÷óâàííÿì ë³í³é-
íî-ïîëÿðèçîâàíèì ñâ³òëîì ó íàïðÿìêàõ îñ³ y  íà ð³çíèõ â³ääàëÿõ x  â³ä 

êðàþ ñìóãè 0x = . Íàïðÿì ïîëÿðèçàö³¿ ñâ³òëà ïðè öüîìó ëåæèòü ó ïëîùèí³ 
0y = . Íà âèõîä³ ³ç ò³ëà ñâ³òëî ñòàº åë³ïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíèì. ßêùî ñêåðî-

âóâàòè íàïðÿì ïîëÿðèçàö³¿ ñâ³òëà íà âõîä³ â îá’ºêò óçäîâæ á³ñåêòðèñè ïðÿ-
ìîãî êóòà ì³æ îñÿìè x  i z , òî çðó÷íî ïðèéíÿòè çà ³íôîðìàòèâíèé ïàðà-
ìåòð ð³çíèöþ ôàç δ  åë³ïòè÷íî ïîëÿðèçîâàíîãî ñâ³òëà, îñê³ëüêè öåé ïàðà-
ìåòð, ÿê âèïëèâàº ³ç ôîðìóë (24), (34) ³ ñèìåòð³¿ çàäà÷³, ïîâ’ÿçàíèé ³ç ðîç-
ïîä³ëîì íàïðóæåíü óçäîâæ ïðîìåíÿ ïðîñòèì ³íòåãðàëüíèì ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 
1

1

( )xx zzhP dy
−

δ = σ − σ∫ . (40) 

Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ º ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âè-
ïðîì³íþâàííÿ ç ò³ëîì.  
 Äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðà δ  ìîæíà çàñòîñóâàòè 
â³äîì³ ñïîñîáè âèì³ðþâàííÿ åë³ïòè÷íîñò³ ñâ³òëà, íàïðèêëàä, ìåòîä êîìïåí-
ñàòîðà Ñàíàðìîíà [1, 2]. Âèì³ðþþ÷è çíà÷åííÿ ð³çíèö³ ôàç δ  ïðè ïðîñâ³÷ó-
âàíí³ íà ð³çíèõ â³ääàëÿõ x  â³ä êðàþ ñìóãè, îòðèìàºìî åêñïåðèìåíòàëüí³ 
çàëåæíîñò³ ( )xδ . 
 Ó ñòàòò³ [13] ðåàë³çîâàíî âàð³àö³éíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàíí³ ö³º¿ îáåð-
íåíî¿ çàäà÷³, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà ïîäàíí³ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ïðÿìî¿ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ ðîçâèíåííÿ çà ñèñòåìîþ îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
Ïàïêîâè÷à. Êîåô³ö³ºíòè öüîãî ðîçâèíåííÿ çíàõîäèëè ³ç óìîâè ì³í³ìóìó 
ôóíêö³îíàëà òèïó FD . Ïðîâåäåíî øèðîêèé êîìïëåêñ ÷èñëîâèõ äîñë³äæåíü 

ö³º¿ çàäà÷³. Íà îñíîâ³ îòðèìàíèõ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàò³â çàïðîïîíîâàíî 
íåðóéí³âíèé ñïîñ³á âèçíà÷åííÿ ãàðòóâàëüíèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ ëèñòî-
âèõ ñêëîâèðîá³â [5], ÿêèé ïðîéøîâ åêñïåðèìåíòàëüíó àïðîáàö³þ. 

 6. Âèñíîâêè. Çàïðîïîíîâàíî âàð³àö³éíèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
îáåðíåíèõ çàäà÷ òîìîãðàô³÷íî¿ ðåêîíñòðóêö³¿ ïîë³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìà-
ö³é ó òâåðäèõ ò³ëàõ ³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè [14, 16]. Ï³äõ³ä ïîºäíóº 
òåîðåòèêî-åêñïåðèìåíòàëüíèé ³ òîìîãðàô³÷íèé ìåòîäè íåðóéí³âíîãî âèçíà-
÷åííÿ òåíçîðíèõ ïîë³â ³ áàçóºòüñÿ íà òðüîõ ñêëàäîâèõ – ìàòåìàòè÷í³é ìî-
äåë³ íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ë ³ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè, åêñïåðèìåí-
òàëüíèõ äàíèõ, îòðèìàíèõ øëÿõîì çîíäóâàííÿ îá’ºêò³â çîâí³øí³ìè ô³çè÷-
íèìè ïîëÿìè, òà ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþ-
âàííÿ ç ò³ëîì. Çà ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çàäà÷³ ïðèéìàºòüñÿ òàêèé ðîçïîä³ë 
íàïðóæåíü, ÿêèé çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íà-
ïðóæåíîãî ñòàíó òà âçàºìîä³¿ çîíäóâàëüíîãî âèïðîì³íþâàííÿ ç ò³ëîì ³ çà-
áåçïå÷óº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà, ÿêèé º ì³ðîþ ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íîãî â³ä-
õèëåííÿ ïàðàìåòð³â ðîçðàõîâàíîãî ïîëÿ íàïðóæåíü â³ä ¿õ çíà÷åíü, âèçíà-
÷åíèõ åêñïåðèìåíòàëüíî. Äëÿ óñï³øíî¿ ðåàë³çàö³¿ ðîçãëÿíóòîãî ï³äõîäó íå-
îáõ³äíî, ùîá îá’ºì åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ áóâ äîñòàòíüî ïðåäñòàâíèöü-
êèì. Óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà FD , î÷åâèäíî, çàëå-

æàòü â³ä éîãî âèãëÿäó, à, îòæå, – â³ä ïðèðîäè çîíäóâàëüíîãî ïîëÿ, âèáðàíî¿ 
ìíîæèíè ³íôîðìàòèâíèõ ïàðàìåòð³â, ñïîñîáó ñêàíóâàííÿ ò³ëà, ãåîìåòð³¿ 
ò³ëà, ïàðàìåòð³â âèì³ðþâàëüíî¿ ñèñòåìè òîùî. Âñòàíîâëåííÿ öèõ óìîâ º 
ìàòåìàòè÷íîþ ïðîáëåìîþ, ÿêó íåîáõ³äíî âèð³øóâàòè îêðåìî äëÿ êîæíîãî 
ñïîñîáó â³äáîðó äàíèõ ïðî íàïðóæåíèé ñòàí. 
 Äëÿ âèïàäêó çîíäóâàííÿ ò³ëà ïîëÿðèçîâàíèì ñâ³òëîì âñòàíîâëåíî ìíî-
æèíó ³íôîðìàòèâíèõ ïàðàìåòð³â, ÿê³ ëåãêî âèçíà÷àòè ç âèêîðèñòàííÿì â³-
äîìèõ ìåòîä³â îïòè÷íî¿ ïîëÿðèìåòð³¿, à òàêîæ ³íòåãðàëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, 
ÿê³ ïîâ’ÿçóþòü ö³ ïàðàìåòðè ç ðîçïîä³ëàìè êîìïîíåíò íàïðóæåíü óçäîâæ 
òðàºêòîð³¿ ñâ³òëîâîãî ïðîìåíÿ. Àíàëîã³÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ îòðèìàíî òàêîæ 
äëÿ âèïàäêó çîíäóâàííÿ òâåðäèõ ò³ë ³ìïóëüñàìè óëüòðàçâóêó [19–22]. 
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 Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîä³â ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó ïðîâåäåíî äîñë³ä-
æåííÿ åôåêòèâíîñò³ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ äâîâèì³ð-
íèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ òîìîãðàô³¿ íàïðóæåíü ó òâåðäèõ ò³ëàõ [13, 14]. Çîêðå-
ìà, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ñòàòèñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, äîñë³äæåíî âïëèâ 
ïîõèáîê âèì³ðþâàííÿ íà òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçê³â îáåðíåíèõ çàäà÷ [13]. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ТОМОГРАФИИ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ 
В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ С ОСТАТОЧНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ 
 
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ 
îáðàòíûõ çàäà÷ òîìîãðàôè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè òåíçîðíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé 
è äåôîðìàöèé â òâåðäûõ òåëàõ ñ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè. Ïðè ôîðìóëèðî-
âàíèè îáðàòíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ òðè ñîñòàâëÿþùèå — ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåë ñ íåñîâìåñòíûìè äåôîðìàöèÿìè, ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå ïóòåì çîíäèðîâàíèÿ îáúåêòà âíåøíèìè ôèçè÷åñêè-
ìè ïîëÿìè, è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ çîíäèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ ñ 
òåëîì. Ïîäõîä îáúåäèíÿåò òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûé è òîìîãðàôè÷åñêèé 
ìåòîäû íåðàçðóøàþùåãî îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íà îñíîâå 
äàííûõ èçìåðåíèÿ íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ýòèõ ïîëåé. 
 
MATHEMATICAL РROBLEMS OF TENSOR FIELDS TOMOGRAРHY 
IN SOLIDS WITH RESIDUAL STRESSES 
 
Mathematical models and variational aððroach to solving the inverse ðroblems of 
tomograðhical reconstruction of stress and strain tensor fields in solids with residual 
stresses are considered. To formulate the inverse ðroblems, three comðonents are used – 
the mathematical model of stressed-strained state for solids with non-comðatible 
strains, the exðerimental data obtained by sounding the object with ðhysical fields, and 
the mathematical model of interaction between sounding irradiation and the object. 
Such aððroach integrates both the theoretical-exðerimental and tomograðhical methods 
of nondestructive determination of stress and strain fields on the base of measured 
integral ðarameters of these fields.  
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