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ЗАСТОСУВАННЯ БАГАТОВИМІРНОГО АНАЛОГУ ТЕОРЕМИ ВОРПІЦЬКОГО 
ДО ДОСЛІДЖЕННЯ ЗБІЖНОСТІ РОЗВИНЕНЬ ГІПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ 
ФУНКЦІЙ ЛАУРІЧЕЛЛИ У ГІЛЛЯСТІ ЛАНЦЮГОВІ ДРОБИ 
 

Ðîçãëÿíóòî ðîçâèíåííÿ â³äíîøåíü ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é Ëàóð³÷åëëè DF  

ó ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ äðîáè òèïó Íüîðëóíäà ³ ¥àóññà. Ç âèêîðèñòàííÿì 
áàãàòîâèì³ðíîãî àíàëîãó òåîðåìè Âîðï³öüêîãî äîñë³äæåíî îáëàñò³ çá³æíîñò³ 
öèõ ðîçâèíåíü ó âèïàäêó äîâ³ëüíèõ êîìïëåêñíèõ ïàðàìåòð³â ôóíêö³¿ DF . 

 
Âïåðøå ôóíêö³¿ Ëàóð³÷åëëè ,  ,  ,  A B C DF F F F  áóëè îçíà÷åí³ â ðîáîò³ [9] 

÷åðåç êðàòí³ ñòåïåíåâ³ ðÿäè, çîêðåìà, 
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äå 1,  , , ,  Na b b c  – êîìïëåêñí³ ÷èñëà, ïðè÷îìó 10 , 1, 2 , ;  , , Nc z z≠ − −    

– êîìïëåêñí³ çì³íí³; ( ) ( 1) ( 1)k kα = α α + α + −  – ñèìâîë Ïîõãàììåðà, 

0( ) 1α = . Ðÿä (1) çá³ãàºòüñÿ â îáëàñò³ 1( , , ) : 1,  1,N
N iz z z i N= ∈ < =z  { } . 

Â îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó âñ³ ÷îòèðè ôóíêö³¿ Ëàóð³÷åëëè çá³ãàþòüñÿ ç 
ã³ïåðãåîìåòðè÷íîþ ôóíêö³ºþ ¥àóññà ( , ; ; )F a b c z . Ïîáóäîâàíî ðîçâèíåííÿ 
â³äíîøåíü ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ¥àóññà ó íåïåðåðâí³ äðîáè, äîñë³ä-
æåíî îáëàñò³ çá³æíîñò³ öèõ ðîçâèíåíü [8, 10]. Äëÿ â³äíîøåííÿ ã³ïåðãåîìåò-
ðè÷íèõ ôóíêö³é Ëàóð³÷åëëè ïîáóäîâàíî ðîçâèíåííÿ ó ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ 
äðîáè (ÃËÄ), ÿê³ ïðè 1N =  çá³ãàþòüñÿ ç â³äîìèìè ðîçâèíåííÿìè ó íåïå-
ðåðâí³ äðîáè ¥àóññà ³ Íüîðëóíäà äëÿ â³äïîâ³äíèõ â³äíîøåíü ã³ïåðãåîìåò-
ðè÷íèõ ôóíêö³é ¥àóññà [4]. Ïðè äîñë³äæåíí³ çá³æíîñò³ ðîçâèíåííÿ ó ÃËÄ 
òèïó Íüîðëóíäà [3] áóëî âèêîðèñòàíî òåîðåìó Ñëºøèíñüêîãî – Ïð³í´ñãåéìà 
ç ïåâíèìè îáìåæåííÿìè íà ïàðàìåòðè ôóíêö³¿: 1,  , ,Na b b c  – ä³éñí³ ÷èñ-

ëà òàê³, ùî 
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ÃËÄ òèïó Íüîðëóíäà º â³äì³ííîþ â³ä îáëàñò³ çá³æíîñò³ ñòåïåíåâîãî ðÿäó (1). 
Ìåòîþ ðîáîòè º âñòàíîâëåííÿ îáëàñòåé çá³æíîñò³ ÃËÄ òèïó Íüîðëóíäà 

òà ¥àóññà áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà ïàðàìåòðè ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ ôóíê-
ö³¿ DF . Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóºòüñÿ áàãàòîâèì³ðíèé àíàëîã òåîðåìè Âîð-
ï³öüêîãî [2]. Öÿ òåîðåìà çàñòîñîâóâàëàñü ïðè äîñë³äæåíí³ îáëàñòåé çá³æíîñ-
ò³ äâîâèì³ðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â ó ðîáîòàõ Õ. É. Êó÷ì³íñüêî¿ [5], W. Sie-
maszko [11], Î. Ì. Ñóñü [4, 6], ³íòåãðàëüíèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â – ó ìîíîãðà-
ô³¿ Ì. Ñ. Ñÿâàâêà [7], ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â – ó ðîáîò³ H. Waade-
land’à [9], Î. ª. Áàðàí [1]. 

1. Çá³æí³ñòü ÃËÄ òèïó Íüîðëóíäà. Â³äíîøåííÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ 
ôóíêö³é Ëàóð³÷åëëè  

 1( 1, ; 1; )
( , ; ; )

D

D

F a c
F a c
+ + +b e z

b z
 



45 

ðîçâèâàºòüñÿ ó ÃËÄ òèïó Íüîðëóíäà 
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1 2( ) ni n i i i=   – ìóëüòè³íäåêñ, 1, ,  1, ,  1,2,pi N p n n= = =  . 

Çàóâàæåííÿ 1. Åëåìåíòè ( )i np , ùî âõîäÿòü ó âèðàç äëÿ êîåô³ö³ºíò³â 
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Òåîðåìà 1. ÃËÄ (2), êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (3), 
(4), äå 1, , , ,Na b b c  – äîâ³ëüí³ êîìïëåêñí³ ÷èñëà, ïðè÷îìó 0, 1, 2,c ≠ − −  , 
ð³âíîì³ðíî òà àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ â îáëàñò³ 
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³ ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ 
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äå ( )nf z  – n -é ï³äõ³äíèé äð³á ÃËÄ (2), ( )f z  – çíà÷åííÿ öüîãî ÃËÄ. 

Ä î â å ä å í í ÿ .  Âèêîðèñòîâóþ÷è åêâ³âàëåíòí³ ïåðåòâîðåííÿ [1], çâîäè-
ìî ÃËÄ (2) äî ã³ëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ç ÷àñòèííèìè çíàìåííèêàìè, 
ùî äîð³âíþþòü îäèíèö³: 
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Ïîêàæåìî, ùî äëÿ D∈z  
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî êîåô³ö³ºíòè ( ) ( )i nc z  çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (11). 

Îòæå, çà áàãàòîâèì³ðíèì àíàëîãîì îçíàêè çá³æíîñò³ Âîðï³öüêîãî [2] ÃËÄ (2) 
ð³âíîì³ðíî òà àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ â îáëàñò³ D  ³ ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ (9). 

2. Çá³æí³ñòü ðîçâèíåííÿ â³äíîøåííÿ ôóíêö³é DF  ó ã³ëëÿñòèé ëàíöþ-
ãîâèé äð³á òèïó ¥àóññà. Ó ðîáîò³ [3] äëÿ â³äíîøåííÿ ôóíêö³é Ëàóð³÷åëëè 
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Âèêîðèñòîâóþ÷è áàãàòîâèì³ðíèé àíàëîã òåîðåìè Âîðï³öüêîãî, âñòàíî-
âèìî îçíàêó çá³æíîñò³ ôóíêö³îíàëüíîãî ÃËÄ. 

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé åëåìåíòàìè ( ) ( )i kd z  ÃËÄ  
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Òîä³ ÃËÄ (6) ð³âíîì³ðíî òà àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ â îáëàñò³ 1D  ³ 
ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ 
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äå ( )nf z  – àïðîêñèìàíòè ÃËÄ (16), ( ) lim ( )n
n

f f
→∞

=z z  . 

Ä î â å ä å í í ÿ  ïðîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî, ÿê ³ â áàãàòîâèì³ðíîìó àíàëî-
ç³ òåîðåìè Âîðï³öüêîãî [1]. Ð³âíîì³ðíà çá³æí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ àïðîêñèìàíò 

( )nf z  âèïëèâàº ç òîãî, ùî ìàæîðàíòîþ ôóíêö³îíàëüíîãî ÃËÄ (16) ïðè óìîâ³ 

(17) íà êîåô³ö³ºíòè º ÷èñëîâèé íåïåðåðâíèé äð³á 

 
(1 ) (1 )1

1 1 1
t t t t− −

− − − − −  . (20) 

Îö³íêè øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ (18), (19) îäåðæóºìî ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì 

ïðè m → ∞  ç îö³íîê ( ) ( )m n m nf f g g− ≤ −z z    , äå ng  – àïðîêñèìàíòà íå-

ïåðåðâíîãî äðîáó (20). ◊ 

Äîñë³äèìî îáëàñòü çá³æíîñò³ ÃËÄ òèïó ¥àóññà (12), íå íàêëàäàþ÷è äî-
äàòêîâèõ îáìåæåíü íà ïàðàìåòðè ôóíêö³¿ DF . 

Òåîðåìà 2. Íåõàé ïàðàìåòðè 1,  ,  ,  ,  Na b b c  ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ 

ôóíêö³¿ DF  º êîìïëåêñíèìè ñòàëèìè, ïðè÷îìó 0, 1, 2,c ≠ − −  . 

Òîä³ ã³ëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äð³á òèïó ¥àóññà (12), êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî 
îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (13)–(15), ð³âíîì³ðíî òà àáñîëþòíî çá³ãà-
ºòüñÿ â îáëàñò³ 
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( ) ( ) ( ) ( 1) 0( ) ( ) ( ) ( ),   1,   1i n i n i n i nc u v v n v∗ − −

−= ≥ =z z z z , îäåðæóºòüñÿ åêâ³âàëåíò-

íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ç ÃËÄ (12). Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (13)–(15) äëÿ 
êîåô³ö³ºíò³â ( ) ( )( ),  ( )i n i nu vz z  ³ ïîçíà÷åííÿ (22)–(25), äëÿ äîâ³ëüíèõ íàáîð³â 

ìóëüòè³íäåêñ³â îö³íèìî ( )
1

( )
n

N
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i
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=
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Äëÿ G∈z  îäåðæèìî îö³íêó 

 ( )
1

( ) (1 )
n

N

i n
i

c t t∗

=

≤ −∑ z . 

²ç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâàº, ùî ÃËÄ (12) ð³âíîì³ðíî òà àáñîëþòíî çá³-
ãàºòüñÿ â îáëàñò³ G  ³ ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè (26), (27). ◊ 
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ПРИМЕНЕНИЕ МНОГОМЕРНОГО АНАЛОГА ТЕОРЕМЫ ВОРПИЦКОГО 
К ИССЛЕДОВАНИЮ СХОДИМОСТИ РАЗЛОЖЕНИЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
ЛАУРИЧЕЛЛЫ В ВЕТВЯЩИЕСЯ ЦЕПНЫЕ ДРОБИ 
 
Ðàññìîòðåíû ðàçëîæåíèÿ îòíîøåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ëàóðè÷åëëû 

DF  â âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè òèïà Íüîðëóíäà è Ãàóññà. Èñïîëüçóÿ ìíîãîìåðíûé 

àíàëîã òåîðåìû Âîðïèöêîãî, èññëåäîâàíû îáëàñòè ñõîäèìîñòè ýòèõ ðàçëîæåíèé â 
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè DF . 
 
APPLICATION OF MULTIDIMENSIONAL ANALOGUE OF WORPITZKY THEOREM  
TO INVESTIGATION OF CONVERGENCE OF HYPERGEOMETRIC LAURICELLA FUNCTIONS 
EXPANSION IN BRANCHED CONTINUED FRACTIONS 
 
Expansions of ratios of Lauricella hypergeometric functions DF  into branched conti-

nued fractions of Nörlund and Gauss type are considered. With use of multidimensional 
analogue of Worpitzky theorem, the expansions convergence regions are established for 
complex range parameters of function DF . 
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