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ОЗНАКИ ЗБІЖНОСТІ МАТРИЧНИХ ГІЛЛЯСТИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБІВ 
 

Äëÿ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè äîâåäåíî äîñòàòí³ 
îçíàêè çá³æíîñò³, ÿê³ º óçàãàëüíåííÿì êðèòåð³¿â çá³æíîñò³ Ñëºøèíñüêîãî, 
Ìàðêîâà òà Ïð³í´ñãåéìà äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîá³â. 

 
 Îñòàíí³ì ÷àñîì äëÿ áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ îäåðæàíî ïåðñïåêòèâí³ 
ùîäî ê³ëüêîñò³ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é àáî çà ³íøèìè êðèòåð³ÿìè ôîð-
ìàëüí³ àëãîðèòìè, ÿê³ ïîäàþòü ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ ã³ëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî 
äðîáó ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè [4]. Ðåàëüíå ¿õ çàñòîñóâàííÿ, ïðîòå, íå-
ìîæëèâå áåç ðåòåëüíîãî àíàë³çó çá³æíîñò³, îá÷èñëþâàëüíî¿ ñò³éêîñò³ òà 
³íøèõ õàðàêòåðèñòèê.  
 Ó ìîíîãðàô³ÿõ [1, 5, 7] âñòàíîâëåíî ðÿä îçíàê çá³æíîñò³ ã³ëëÿñòèõ ëàí-
öþãîâèõ äðîá³â (ÃËÄ) ³ç ÷èñëîâèìè òà ôóíêö³îíàëüíèìè åëåìåíòàìè. Ïðè 
âñòàíîâëåíí³ îçíàê çá³æíîñò³ òèïó Ïð³í´ñãåéìà äëÿ ÃËÄ [2, 3] àâòîðîì áóëî 
ðîçðîáëåíî ïåâí³ ñõåìè äîâåäåííÿ çá³æíîñò³ ÃËÄ ³ç êîìïëåêñíèìè êîìïî-
íåíòàìè. ²íòó¿òèâíî â³ä÷óâàëîñÿ, ùî é ó âèïàäêó ìàòðè÷íèõ ÃËÄ ìîæóòü 
ìàòè ì³ñöå ïîä³áí³ ïðîñò³ òà åôåêòèâí³ îçíàêè çá³æíîñò³. Ïðîòå ñêðóïóëüîç-
í³ äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî ³ çà ôîðìîþ çàïèñó, ³ çà çì³ñòîì º ñóòòºâ³ 
â³äì³ííîñò³ äëÿ îçíàê çá³æíîñò³ ÷èñëîâèõ ³ ìàòðè÷íèõ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãî-
âèõ äðîá³â (ÌÃËÄ). 
 Íåõàé X  – áàíàõîâà àëãåáðà êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó p  íàä ïî-

ëåì  . Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ïîçíà÷åííÿ 
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äå 1 2( ) ik i k k k=   – ñêîðî÷åí³ ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìóëüòè³íäåêñ³â;  ( ) ( ),k s k sa b X∈  

– êâàäðàòí³ íåâèðîäæåí³ ( )p p× -ìàòðèö³. 

 Îçíà÷åííÿ 1. Ñê³í÷åííèé äð³á ,  1,2,mD m =  , íàçèâàþòü m -ì ï³äõ³ä-

íèì äðîáîì íåñê³í÷åííîãî ÌÃËÄ 
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Ïåðåä òèì, ÿê ðîçãëÿíóòè îçíàêè çá³æíîñò³ äëÿ ÌÃËÄ, äîâåäåìî îäíå 
íåîáõ³äíå íàäàë³ òâåðäæåííÿ. 
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Ëåìà 1. ßêùî äëÿ ÌÃËÄ âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ),det ( ) 0,      1,2, , ,    1,2, ,    , 1,k s m sD k n s m s s≠ = = = +   , (3) 

òî äëÿ âñ³õ 1,2, , ,   1,2, , 1,   , 1, ,   1,2,sk n s m m s s= = − = + =    , ìàº 
ì³ñöå ð³âí³ñòü 
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 Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîêàæåìî â³ðí³ñòü ëåìè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ çà ,  1, 2, ,1s s m m= − −  . Äëÿ 1s m= − , î÷åâèäíî, ìîæå-
ìî çàïèñàòè 
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 Íåõàé òåïåð òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíóºòüñÿ äëÿ äåÿêîãî s i= . Òîä³ äëÿ 
1s i  = −  ç îãëÿäó íà óìîâè (3) ëåìè îäåðæèìî 
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 Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 

 Íàñë³äîê 1. ßêùî äëÿ ÌÃËÄ (1) âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3), òî 
äëÿ 1,2, ,   1, 2,m = =   ð³çíèöþ ì³æ éîãî ï³äõ³äíèìè äðîáàìè ìîæíà 
îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ 
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 Íàñë³äîê 2. ßêùî äëÿ ÌÃËÄ (1) âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4), òî 
çàëèøêîâèé ÷ëåí ,  1,2,mR m =  , ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ 
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äå ( ),k jD ∞  – çàëèøêè íåñê³í÷åííîãî ÌÃËÄ (1). 

 Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ôîðìóëè (5) ³ (6) çà ôîðìîþ â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä 
ñâî¿õ ÷èñëîâèõ àíàëîã³â, îäåðæàíèõ ó [2, 3], õî÷à îñòàíí³ ìîæíà ç íèõ 
îäåðæàòè.  

 Îçíà÷åííÿ 2. ÌÃËÄ íàçèâàºòüñÿ àáñîëþòíî çá³æíèì, ÿêùî çá³ãàºòüñÿ 
íàñòóïíèé ðÿä, ñêëàäåíèé ç ï³äõ³äíèõ äðîá³â: 

 1
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Îçíà÷åííÿ 3. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îäèí ÌÃËÄ G  ìàæîðóº ³íøèé 
ÌÃËÄ D , ÿêùî ³ñíóº òàêå íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî 0n  ³ äåÿêà äîäàòíà ñòàëà 

M , ùî äëÿ âñ³õ ö³ëèõ n  ³ m  òàêèõ, ùî 0n n≥  ³ 0m n≥  âèêîíóºòüñÿ 

ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 n m n mD D M G G− ≤ − , 

äå ,  i iD G  – ï³äõ³äí³ äðîáè íåñê³í÷åííèõ ÌÃËÄ D  ³ G  â³äïîâ³äíî. 

 Ëåìà 2 [5]. ßêùî ìàòðèöÿ ,  1F X F∈ ≤ , à I  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, 

òî ìàòðèöÿ A I F= −  ìàº îáåðíåíó ³ ïðè öüîìó 
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 Íàñë³äîê 3 [5]. ßêùî ìàòðèöÿ A  – íåâèðîäæåíà, à ìàòðèöÿ H  – ¿¿ 

çáóðåííÿ òàêå, ùî 1 1A H− < , òî 

 (³) ìàòðèöÿ A H+  – íåâèðîäæåíà;  
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 Òåîðåìà 1 (Îçíàêà ìàæîðàö³¿). ßêùî äëÿ ÌÃËÄ (1) âèêîíóºòüñÿ 
óìîâà (3) òà ³ñíóº àáñîëþòíî çá³æíèé ÷èñëîâèé ã³ëëÿñòèé äð³á 
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ç³ çíàêîñòàëèìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè òàêèé, ùî 

 1 1
( ), ( ), ( ) ( )0,          k s m k s m k s k sD D a a− −≥ > ≤  , (9) 

äå 1 ,   1,2, ,   1, 2,sk n s m s s≤ ≤ = = + +  , òî ÌÃËÄ (1) òàêîæ º àáñî-
ëþòíî çá³æíèì. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ ð³çíèö³ ì³æ äâîìà ï³äõ³äíè-
ìè äðîáàìè ïîðÿäêó m  i 1m + , çàïèøåìî 
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Çâ³äñè ç óðàõóâàííÿì óìîâ òåîðåìè îäåðæèìî 
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−∑    º çá³æíèì. Îòæå, ðÿä 1
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D D
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òàêîæ çá³ãàºòüñÿ, òîáòî ÌÃËÄ çá³ãàºòüñÿ àáñîëþòíî, ùî é òðåáà áóëî 
äîâåñòè. ◊ 

 Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé M  – äåÿêà ï³äìíîæèíà áàíàõîâîãî ïðîñòîðó 
.X X×  Áóäåìî íàçèâàòè M  îáëàñòþ çá³æíîñò³ ã³ëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî 

äðîáó (1) ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè, ÿêùî äëÿ âñ³õ ( )k sa M∈  òà ( )k sb M∈  

öåé ÃËÄ çá³ãàºòüñÿ. 

Îçíà÷åííÿ 5. Çàìêíåíà ï³äìíîæèíà ë³í³éíîãî ïðîñòîðó X , êîòð³é 
íàëåæàòü çíà÷åííÿ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â, à òàêîæ çíà÷åííÿ óñ³õ 
ï³äõ³äíèõ äðîá³â ÌÃËÄ (1) çà óìîâè, ùî âñ³ ( ) ( )( ,  )k s k sa b M∈ , íàçèâàºòüñÿ 

îáëàñòþ çíà÷åíü äðîáó (1). 

 Òåïåð ðîçãëÿíåìî îçíàêó çá³æíîñò³, ÿêà äëÿ çâè÷àéíèõ ëàíöþãîâèõ 
äðîá³â ðîçãëÿäàëàñü Ñëºøèíñüêèì, Ìàðêîâèì ³ Ïð³í´ñãåéìîì [1, 4, 8]. 

Òåîðåìà 2. ÌÃËÄ (1) ç åëåìåíòàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 

 1
( )

( )

1 ,         1 ,      1,2,k s s
k s

b k n s
a n

− ≤ ≤ ≤ =
+

 , (10) 

àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ, à ìíîæèíîþ éîãî çíà÷åíü º îáëàñòü 

 :z X z n∈ ≤{ } . (11) 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ÃËÄ ç ä³éñíèìè åëåìåíòàìè 
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 Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ äîâåäåìî òàê³ íåð³âíîñò³: 
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ äåÿêîãî 
1s i= + . Òîä³ íà îñíîâ³ íåð³âíîñò³ (10), íàñë³äêó 3 ³ ïðèïóùåííÿ ³íäóêö³¿ 
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 Òàêèì ÷èíîì, ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) äîâåäåíî.  
Íà îñíîâ³ ëåìè 1 çàïèøåìî íàñòóïí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 
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Îòæå, 

 m m m mD D D D+ +− ≤ − 
  . (15) 

 ²ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâàº, ùî 

 
1 1 1 1

1 1

1 1
,

1 1

,           
n n

k k k m k
k k

b a n D a n− −

= =

≤ ≤∑ ∑  . 

 Îòæå, íåâàæíî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî 

 1 1 1
1 1

( ) lim 2m
m

D D D D D D n
∞ ∞

ν + ν ν + ν →∞ν = ν =

− ≤ − = − ≤∑ ∑     . (16) 

 Íåð³âíîñò³ (15) ³ (16) çàê³í÷óþòü äîâåäåííÿ îáèäâîõ ÷àñòèí òåîðåìè. ◊ 

 ²ç âñòàíîâëåíî¿ òåîðåìè, çîêðåìà, âèïëèâàº îçíàêà çá³æíîñò³ ÃËÄ ç 
êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè, äîâåäåíà â [2]. 
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 Òåîðåìà 3. ÌÃËÄ (1) ç åëåìåíòàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó  
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àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ, à éîãî ìíîæèíîþ çíà÷åíü º îáëàñòü 
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 Ä î â å ä å í í ÿ. ßê ó ïîïåðåäí³é òåîðåì³, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ìàæîðó-
þ÷èé ã³ëëÿñòèé äð³á (12) ç åëåìåíòàìè 
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Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ çà s  äîâåäåìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íå-
ð³âíîñò³ 

 1 1
( ), ( ), 1k s m k s mD D− −≤ < . (20) 

Ä³éñíî, äëÿ s m=  çã³äíî ç óìîâàìè òåîðåìè îäåðæèìî  
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 Ïðèïóñòèâøè, ùî íåð³âí³ñòü (20) ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ äîâ³ëüíîãî 
1s i= + , äîâåäåìî, âðàõîâóþ÷è íåð³âí³ñòü  
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 Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ óìîâè ìàæîðàö³¿. Çà ñõåìîþ, ðîçãëÿíóòîþ ó 
ïîïåðåäí³é òåîðåì³, ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî çà óìîâ ö³º¿ òåîðåìè âèêîíóºòüñÿ 
ð³âí³ñòü (15). Îòæå, 

 1

1

1 11

1 0 1
1 1 1,

lim lim
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k
m k

m m k kk m

a
D D b D a

D

∞

ν + ν +→∞ →∞ν = = =

− ≤ − ≤ ≤∑ ∑ ∑ , 

³ ã³ëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äð³á àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ. Îñê³ëüêè â³äïîâ³äíî äî 
íåð³âíîñò³ (20)  
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ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. ◊ 

 Îáèäâ³ çàïðîïîíîâàí³ äîñòàòí³ îçíàêè º ïðîñòèìè òà çðó÷íèìè ó çàñòî-
ñóâàíí³. Âîíè ìîæóòü çíàéòè ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ, çîêðåìà, â ñèñòåìàõ 
êîìï’þòåðíî¿ àëãåáðè, à òàêîæ ïîñëóæèòè îñíîâîþ äëÿ îäåðæàííÿ ³íøèõ 
äîñòàòí³õ îçíàê äëÿ ÌÃËÄ.  
 
 1. Áîäíàð Ä. È. Âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1986. – 176 ñ. 
 2. Íåäàøêîâñêèé Í. À. Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ 

äðîáåé // Ìàò. ìåòîäû è ôèç.-ìåõ. ïîëÿ. – 1984. – Âûï. 19. – Ñ. 29–33. 
 3. Íåäàøêîâñêèé Í. À. Î ñõîäèìîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè âåòâÿùèõñÿ 

öåïíûõ äðîáåé íåêîòîðûõ òèïîâ // Ìàò. ìåòîäû è ôèç.-ìåõ. ïîëÿ. – 1984. – 
Âûï. 20. – Ñ. 27–31. 

 4. Íåäàøêîâñüêèé Ì. Î. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ð³âíÿíü ã³ëëÿñòèìè ëàíöþãîâè-
ìè äðîáàìè // Êîìï’þòåðíà ìàòåìàòèêà. Îïòèì³çàö³ÿ îá÷èñëåíü: Çá. íàóê. 
ïðàöü. – Ê.: ²í-ò ê³áåðíåòèêè ³ì. Â. Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè, 2001. – Ò. 1. – 
Ñ. 318–319. 

 5. Ñêîðîáîãàòüêî Â. ß. Òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðîáåé è åå ïðèìåíåíèå â âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. – Ì.: Íàóêà, 1983. – 312 ñ. 

 6. Òûðòûøíèêîâ Å. Å. Êðàòêèé êóðñ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. – Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1994. – 
220 ñ. 

 7. Jones W. B., Thron W. J. Continued fractions: Analytic theory and applications. – 
Massachusetts: Addison-Wesley Publ. Co., 1980. – 428 p. 

 8. Lorentzen L., Waadeland H. Continued fractions with applications. – Amsterdam: 
Elsevier, 1992. – 606 p. 

 
ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ МАТРИЧНЫХ ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 
 
Äëÿ âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðîáåé ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè äîêàçàíû äîñòàòî÷-
íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè Ñëå-
øèíñêîãî, Ìàðêîâà è Ïðèíãñãåéìà äëÿ íåïðåðûâíûõ äðîáåé. 
 
CONVERGENCE CRITERIA OF MATRIX BRANCHED CONTINUED FRACTIONS 
 
The criteria of convergence are established for branched continued fractions with 
matrix elements. This criteria were obtained from the generalizations of Sleszyńsky, 
Markov and Pringsheim convergence criteria for continued fractions. 
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