
114 ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2003. – 46, ¹ 4. – Ñ. 114-119. 

ÓÄÊ 539.30: 512.972 
 
І. Б. Прокопович  
 
ПРО ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ЗА ЗВ’ЯЗАНИМ ТЕНЗОРНИМ АРГУМЕНТОМ  
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðÿìîãî, áåçêîìïîíåíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ òåíçîðíèõ 
ôóíêö³é äîâ³ëüíîãî ðàíãó, ùî çàëåæàòü â³ä òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó, íå âñ³ êîì-
ïîíåíòè ÿêîãî º íåçàëåæíèìè àáî çì³ííèìè, òîáòî çâ’ÿçàíîãî òåíçîðà. Îç-
íà÷åííÿ ïîõ³äíî¿ çà òåíçîðíèì àðãóìåíòîì óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê çâ’ÿçàíî-
ãî àðãóìåíòó. Â³äïîâ³äíî äî öüîãî óçàãàëüíåííÿ îçíà÷åíî âëàñíó ïîõ³äíó çâ’ÿ-
çàíîãî òåíçîðà, çà äîïîìîãîþ ÿêî¿ ïîõ³äíà çà çâ’ÿçàíèì àðãóìåíòîì âèðàæà-
ºòüñÿ ÷åðåç ïîõ³äíó çà íèì æå ÿê íåçâ’ÿçàíèì. Âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñò³ 
âëàñíèõ ïîõ³äíèõ ³ äåÿê³ ï³äõîäè äî ¿õ âèçíà÷åííÿ. Ïîáóäîâàíî âèðàçè äëÿ 
âëàñíèõ ïîõ³äíèõ çâ’ÿçàíèõ òåíçîð³â, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ â íåë³í³éí³é ìåõà-
í³ö³ äåôîðìóâàííÿ. 

 
 Ó íåë³í³éí³é (çàãàëüí³é) ìåõàí³ö³ äåôîðìóâàííÿ, çîêðåìà â íåë³í³éí³é 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ïîðó÷ ç òðàäèö³éíèì, íàéá³ëüø ïîøèðåíèì, êîìïîíåíò-
íèì (³íäåêñíèì) çàïèñîì òåíçîðíèõ ôîðìóë âèêîðèñòîâóþòü ïðÿìèé (áåç-
ïîñåðåäí³é) çàïèñ, ùî äîçâîëÿº îá³éòèñÿ áåç íàãðîìàäæåíü ³íäåêñíèõ 
«äåðåâ», çà ÿêèìè âåëüìè âàæêî ðîçãëåä³òè òåíçîðíèé «ë³ñ». Àíàë³ç â³ä-
ïîâ³äíî¿ ë³òåðàòóðè äîçâîëÿº çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òðè ð³âí³ çàñòîñóâàííÿ 
ïðÿìîãî çàïèñó. Ïåðøèé, íàéá³ëüø ïðîñòèé – âèêîðèñòàííÿ ïðÿìèõ òåí-
çîðíèõ ïîçíà÷åíü çàäëÿ ñòèñëîñò³ òà íàî÷íîñò³ ôîðìóë, áåç çàñòîñóâàííÿ 
¿õ ó âèêëàäêàõ. Äðóãèé ð³âåíü – çàñòîñóâàííÿ ó ìåæàõ òåíçîðíî¿ àëãåáðè. 
², íàðåøò³, òðåò³é ð³âåíü – ó äèôåðåíö³þâàíí³ ôóíêö³¿ òåíçîðíîãî àðãóìåí-
òó, ùî ³ñòîòíî ñïðîùóº òåîðåòè÷íå äîñë³äæåííÿ ð³âíÿíü ñòàíó äåôîðì³âíèõ 
ìàòåð³àë³â (çà ³íøîþ òåðì³íîëîã³ºþ – âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ìàòåð³àë³â àáî 
é ïðîñòî – ð³âíÿíü ìàòåð³àë³â). Â³äðàçó æ òðåáà çàçíà÷èòè, ùî äèôåðåíö³-
þâàííÿ ôóíêö³é òåíçîðíîãî àðãóìåíòó íå º ÷àñòèíîþ êëàñè÷íîãî òåíçîð-
íîãî àíàë³çó. Îñòàíí³é ïðàâèëüíî á íàçâàòè àíàë³çîì òåíçîðíîãî ïîëÿ (ïðî-
ñòîðîâîãî ðîçïîä³ëó òåíçîðà), òîìó ùî éîãî ïðåäìåò – çâ’ÿçîê ì³æ çíà÷åí-
íÿìè îäíîãî é òîãî æ òåíçîðà â ð³çíèõ òî÷êàõ. À ôóíêö³ÿ òåíçîðíîãî 
àðãóìåíòó îïèñóº çâ’ÿçîê ì³æ ð³çíèìè òåíçîðíèìè âåëè÷èíàìè â îäí³é ³ ò³é 
ñàì³é òî÷ö³. 
 Âêàçàí³ ð³âí³ íàî÷íî â³äîáðàæàþòü ïðîáëåìè âïðîâàäæåííÿ ïðÿìî¿ 
òåíçîðíî¿ ìàòåìàòèêè â ïðèêëàäí³ äîñë³äæåííÿ. Òàê, ïåðåõ³ä â³ä ïåðøîãî 
ð³âíÿ äî äðóãîãî íåìîæëèâèé áåç çðó÷íî¿ ñèñòåìè ïîçíà÷åíü àëãåáðè÷íèõ 
òåíçîðíèõ îïåðàö³é (âëàñíå êàæó÷è – ñèñòåìè). Òóò ïðèðîäíå ³ äîñèòü ïî-
øèðåíå çàñòîñóâàííÿ òðàäèö³éíèõ ïîçíà÷åíü îïåðàö³é ìàòðè÷íî¿ àëãåáðè 
ñï³ëüíî ç ïîçíà÷åííÿìè âåêòîðíî¿ àëãåáðè íå äàº áàæàíîãî ðåçóëüòàòó. 
Íàâïàêè, â³äìîâà â³ä ôîðìàëüíî¿ àíàëîã³¿ ì³æ ìàòðèöåþ ³ òåíçîðîì (àäæå 
òåíçîð – öå íå ìàòðèöÿ) ³ éîãî îçíà÷åííÿ ÿê ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ âåêòîðíèõ 
ïîë³àä (òåíçîð – öå ïîë³âåêòîð, áàãàòîêðàòíèé âåêòîð) àâòîìàòè÷íî çâîäèòü 
òåíçîðí³ àëãåáðè÷í³ îïåðàö³¿ äî áàãàòîêðàòíèõ âåêòîðíèõ îïåðàö³é ³ òàêèì 
÷èíîì âèð³øóº ïðîáëåìó çðó÷íî¿ ñèñòåìè ¿õ ïîçíà÷åíü. Ó ñâîþ ÷åðãó, áåç 
íàëåæíîãî ðîçâèòêó òåíçîðíî¿ àëãåáðè º íåìîæëèâèì ïåðåõ³ä íà òðåò³é ð³-
âåíü. 
 Î÷åâèäíî, ïåðâèííà ³ çàãàëîì âè÷åðïíà ðîçðîáêà òåîð³¿ äèôåðåíö³þ-
âàííÿ ôóíêö³é â³ä òåíçîðíîãî àðãóìåíòó äðóãîãî ðàíãó ç ìåòîþ ¿¿ çàñòîñó-
âàííÿ ó çàãàëüí³é òåîð³¿ ïðóæíîñò³ íàëåæèòü À. ². Ëóð’º [1, 2]. Îäíàê ó í³é 
íå âðàõîâàíî îñîáëèâîñòåé, çóìîâëåíèõ çâ’ÿçàíèìè òåíçîðàìè, çîêðåìà ìå-
õàí³÷íèìè, ÿê îò – ñèìåòðè÷íèé ³ êîñîñèìåòðè÷íèé òåíçîðè, êóëüîâèé òåí-
çîð ³ äåâ³àòîð, îðòîãîíàëüíèé òåíçîð (òåíçîð ïîâîðîòó). Çàïîâíåííÿ ö³º¿ 
ïðîãàëèíè ïðîïîíóºòüñÿ íèæ÷å.  
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 Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ïîõ³äíî¿ çà òåíçîðíèì àðãóìåíòîì. Íåõàé  

 ( )=F F P  

 – òåíçîðíà ôóíêö³ÿ F  â³ä òåíçîðíîãî àðãóìåíòó P . Ôóíêö³þ F  ââàæàòè-
ìåìî òåíçîðîì äîâ³ëüíîãî ðàíãó, çîêðåìà – íóëüîâîãî (ñêàëÿð) ³ ïåðøîãî 
(âåêòîð), à ¿¿ àðãóìåíò P  – òåíçîðîì äðóãîãî ðàíãó. Âèõîäèòèìåìî ç îçíà-
÷åííÿ ïîõ³äíî¿, ïðèéíÿòîãî â ðîáîò³ [2] (ìîæëèâ³ ôîðìàëüíî ð³çí³ îçíà÷åí-
íÿ, ð³âí³ ì³æ ñîáîþ ç òî÷í³ñòþ äî ïåâíîãî òðàíñïîíóâàííÿ). À ñàìå, òàêîþ 
ïîõ³äíîþ ôóíêö³¿ F  ïðèéìàºòüñÿ òåíçîð , ( )PF P , äâîêðàòíà çãîðòêà ÿêîãî ç 

òðàíñïîíîâàíèì ïðèðîñòîì òåíçîðà P  äîð³âíþº ïðèðîñòó òåíçîðà F : 

 ,( ) ( ) :d d= PF P F P P . (1) 

Òóò äâîêðàïêà îçíà÷àº äâîêðàòíó çãîðòêó òåíçîð³â (ïîäâ³éíèé ñêàëÿðíèé 
äîáóòîê), âåðõí³é ³íäåêñ «  » – ñèìâîë îïåðàö³¿ òðàíñïîíóâàííÿ; ,  d dF P  – 

ïðèðîñòè (íåñê³í÷åííî ìàë³) â³äïîâ³äíî òåíçîð³â F  ³ P . Çàçíà÷èìî òàêîæ, 
ùî ðàíã ïîõ³äíî¿ äîð³âíþº ñóì³ ðàíã³â ôóíêö³¿ òà àðãóìåíòó.  
 Âêàçàíå îçíà÷åííÿ ïîòðåáóº óòî÷íåííÿ, ÿêùî àðãóìåíò ôóíêö³¿ F  º 
íå äîâ³ëüíèì, à çâ’ÿçàíèì òåíçîðîì Q , çíà÷åííÿ ÿêîãî ï³äëÿãàþòü ïåâí³é 
â’ÿç³:  

 ( ) ,        ( )= ≠U Q 0 U P 0 , (2) 

äå U  – òåíçîð, ðàíã ÿêîãî ìîæå áóòè äîâ³ëüíèì.  
 Îñê³ëüêè  

 ( ) ( ) :d d= ,PF Q F Q Q , (3) 

òî çã³äíî ç îçíà÷åííÿì (1) òåíçîð ( ),PF Q  – ïîõ³äíà â³ä ôóíêö³¿ çâ’ÿçàíîãî 

òåíçîðíîãî àðãóìåíòó. Àëå ïðèð³ñò òåíçîðà Q  º íå äîâ³ëüíèì òåíçîðîì, à 
çâ’ÿçàíèì ³ ï³äëÿãàº äèôåðåíö³àëüí³é â’ÿç³, ùî âèïëèâàº ç óìîâè (2):  

 ( ) ( ) : ,        ( )d d= = ≠,P ,PU Q U Q Q 0 U Q 0 . (4) 

Òîìó ð³âí³ñòü (3) çàäîâîëüíÿº äîâ³ëüíèé òåíçîð  

 ˆ ( ) ( ) ( )= + ∗,P ,P ,PF Q F Q C U Q , 

äå C  – äîâ³ëüíèé ñòàëèé òåíçîð; ñèìâîëîì «∗ » ïîçíà÷åíî òåíçîðíèé äîáó-
òîê (çîâí³øí³é (äåêàðòîâèé), âåêòîðíèé ÷è ñêàëÿðíèé â³äïîâ³äíî¿ êðàòíîñò³) 
òàêèé, ùî ðàíã F  äîð³âíþº ðàíãó ∗C U . 
 Òàêèì ÷èíîì, ð³âí³ñòü (1) íå îçíà÷óº ïîõ³äíó â ðàç³ çâ’ÿçàíîãî òåíçîð-
íîãî àðãóìåíòó, à òîìó íå º ïðèäàòíîþ ÿê çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ïîõ³äíî¿. Öÿ 
ïðîáëåìà âèð³øóºòüñÿ ïðîñòî, ÿêùî çâåðíóòèñÿ äî ïðàâèëà êîìïîíåíòíîãî 
îá÷èñëåííÿ òàêî¿ ïîõ³äíî¿ [2]. Âîíî íå äîïóñêàº íåîäíîçíà÷íîñò³ â ¿¿ îçíà-
÷åíí³. Òîìó é òåíçîðíå îçíà÷åííÿ òàêîæ ïîâèííå áóòè îäíîçíà÷íèì. Öå 
ìîæëèâå ëèøå òîä³, êîëè ïîõ³äíîþ ââàæàòè òåíçîð, ùî çàäîâîëüíÿº ð³â-
íÿííÿ (1) çà äîâ³ëüíîãî íåçâ’ÿçàíîãî ïðèðîñòó δQ  àðãóìåíòó Q :  

 ( ) ( ) :d = δ,QF Q F Q Q . (5) 

Òàêå îçíà÷åííÿ º çàãàëüíèì, îñê³ëüêè ñòîñóºòüñÿ é íåçâ’ÿçàíîãî òåíçîðíîãî 
àðãóìåíòó ÿê âèðîäæåíîãî âèïàäêó çâ’ÿçàíîãî, êîëè ôóíêö³ÿ â’ÿç³ (2) òî-
òîæíî äîð³âíþº íóëåâ³. Òîä³ ä³éñíèé ïðèð³ñò º äîâ³ëüíèì:  

 ( ) ,     ( )         d≡ ≡ ⇒ ≡ δ,PU P 0 U P 0 P P . (6) 

 Âëàñíà ïîõ³äíà òåíçîðà. Òåíçîðíó ôóíêö³þ, ùî âèçíà÷àº ä³éñíèé ïðè-
ð³ñò òåíçîðà ÷åðåç éîãî äîâ³ëüíèé ïðèð³ñò, íàçèâàòèìåìî âëàñíîþ ïîõ³äíîþ 
òåíçîðà:  

 ( ) :                ( ) ( )d ′= δ ⇒ ≡,Q ,QQ Q Q Q Q Q Q Q . (7) 
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Äëÿ íåçâ’ÿçàíîãî òåíçîðà âëàñíà ïîõ³äíà äîð³âíþº ³çîòðîïíîìó òåíçîðó 
÷åòâåðòîãî ðàíãó [2]: 

 2
′ =P I , (8) 

ùî òðàíñïîíóº äîâ³ëüíèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó çà äâîêðàòíî¿ çãîðòêè: 

 2 2: := =P I P P I . (9) 

Òîìó òåíçîð 2I  ïðèðîäíî íàçâàòè ³íâåðòîðîì (÷åòâåðòîãî ðàíãó). (Òóò âàðòî 
çàçíà÷èòè, ùî ïîíÿòòÿ òåíçîðà-³íâåðòîðà ëåãêî óçàãàëüíþºòüñÿ é íà âèù³ 
ïàðí³ ðàíãè, à çàñòîñóâàííÿ òàêèõ òåíçîð³â äîçâîëÿº íå âäàâàòèñÿ äî ³íäåê-
ñíîãî çàïèñó îïåðàö³¿ ïåðåñòàíîâêè ³íäåêñ³â ó òåíçîðàõ äîâ³ëüíîãî ðàíãó 
(çîêðåìà, îïåðàö³¿ òðàíñïîíóâàííÿ) ³, òàêèì ÷èíîì, óñóâàº ³ñòîòíèé íåäîë³ê 
ïðÿìî¿ òåíçîðíî¿ àëãåáðè). Â ³íøîìó êðàéíüîìó âèïàäêó, êîëè òåíçîð Q  º 
ñòàëèì (òàêèé òåíçîð ìîæíà íàçâàòè ïîâí³ñòþ çâ’ÿçàíèì), òî éîãî âëàñíà 
ïîõ³äíà òîòîæíî äîð³âíþº íóëåâ³ (÷åòâåðòîãî ðàíãó).  
 Âëàñíà ïîõ³äíà ïîâ’ÿçóº ïîõ³äíó çà çâ’ÿçàíèì àðãóìåíòîì ÷åðåç íå-
îáóìîâëåíó ïîõ³äíó, îòðèìàíó â ïðèïóùåíí³, ùî àðãóìåíò íå º çâ’ÿçàíèì:  

 2( ) : : : ( ) :     ′ δ = δ ⇔,P ,QF Q I Q P F Q P   

 2    ( ) ( ) : : ′⇔ =,Q ,PF Q F Q I Q . (10) 

ßêùî F  – òåæ çâ’ÿçàíèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó, òî  

 2 2( ) : : ( ) : :′ ′=,Q ,PF Q F I F Q I Q , (11) 

äå ïîõ³äíà ( ),PF Q  âèçíà÷àºòüñÿ áåç óðàõóâàííÿ â’ÿçåé, íàêëàäåíèõ ÿê íà 

çíà÷åííÿ ôóíêö³¿, òàê ³ íà çíà÷åííÿ àðãóìåíòó. 
Ç ð³âíîñò³ (4) ³ îçíà÷åííÿ âëàñíî¿ ïîõ³äíî¿ âèïëèâàº óìîâà, ÿê³é ï³ä-

ëÿãàº âëàñíà ïîõ³äíà:  

 2( ) : : ( )′ = ≡,P ,QU Q I Q U Q 0 . (12) 

Âðàõîâóþ÷è, ùî  

 ( ) :d d= ,QQ Q Q Q , 

³ âèðàæàþ÷è òóò ä³éñíèé ïðèð³ñò ÷åðåç äîâ³ëüíèé çà ð³âí³ñòþ (7), îòðèìàº-
ìî ùå îäíó óìîâó, çàãàëüíó äëÿ âñ³õ âëàñíèõ ïîõ³äíèõ:  

 2 2 2 2: :             ( : ) : ( : ) :′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =Q I Q Q Q I Q I Q I . (13) 

ßê áà÷èìî, âëàñíà ïîõ³äíà ç òî÷í³ñòþ äî òðàíñïîíóâàííÿ º îäèíè÷íèì òåí-
çîðîì ÷åòâåðòîãî ðàíãó äëÿ ñàìî¿ ñåáå. Òîìó óìîâó (13) ïðèðîäíî íàçâàòè 
íîðìóâàëüíîþ.  

 Âèçíà÷àëüíå ïîäàííÿ çâ’ÿçàíîãî òåíçîðà òà éîãî â’ÿç³. Ôîðìóëè (10) 
³ (11) ñêëàäàþòü àïàðàò ïîáóäîâè ïîõ³äíèõ çà çâ’ÿçàíèì òåíçîðíèì àðãó-
ìåíòîì ³ç çàñòîñóâàííÿì ïîíÿòòÿ âëàñíî¿ ïîõ³äíî¿ çâ’ÿçàíîãî òåíçîðà. Àëå 
çàãàëîì, óìîâè (12), (13) íå âèçíà÷àþòü îäíîçíà÷íî âëàñíó ïîõ³äíó òåíçîðà, 
à íàâ³òü ÿêùî âèçíà÷àþòü, òî íå âêàçóþòü ÿâíî. Ïîáóäîâà âëàñíî¿ ïîõ³äíî¿ 
³ñòîòíî ñïðîùóºòüñÿ, ÿêùî âäàºòüñÿ âèðàçèòè çâ’ÿçàíèé òåíçîð ÷åðåç äî-
â³ëüíèé òàê, ùî  

 ( ),            ( )= ≡Q Q P Q Q Q  . (14) 

Ôóíêö³þ (14) ïðèðîäíî íàçâàòè âèçíà÷àëüíèì ïîäàííÿì çâ’ÿçàíîãî 
òåíçîðà.  
 Ç òîòîæíîñò³ (14) ìàºìî, ùî  

               d= ⇒ = δP Q P Q . (15) 

Òîìó 
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 ( )′ = ,PQ Q Q . (16) 

Ç ï³äñòàíîâêîþ ôóíêö³¿ (14) (ÿê ³ áóäü-ÿêî¿ ³íøî¿ ôóíêö³¿, ùî âèðàæàº 
çâ’ÿçàíèé òåíçîð ÷åðåç íåçâ’ÿçàíèé) ó â’ÿçü (2) âîíà çà ôîðìóëîþ (6) ïåðå-
òâîðþºòüñÿ â òîòîæí³ñòü 

 ( ( )) ≡U Q P 0 . 

À òàêà æ ï³äñòàíîâêà ó ôóíêö³þ ( )F Q  ïðèâîäèòü äî çàëåæíî¿ â³ä íåçâ’ÿçà-
íîãî òåíçîðà ôóíêö³¿ 

 ( ) ( ( ))=G P F Q P , 

ÿêà ç îãëÿäó íà ð³âí³ñòü (15) ïîðîäæóº øóêàíó ïîõ³äíó â³ä ôóíêö³¿ ( )F Q : 

 ( ) ( )=,Q ,PF Q G Q . 

 Çà äîïîìîãîþ âèçíà÷àëüíîãî ïîäàííÿ çâ’ÿçàíîãî òåíçîðà îòðèìóºìî 
â³äïîâ³äíó âèçíà÷àëüíó â’ÿçü:  

 ( ) ( )             ( )= − ⇒ =U P P Q P U Q 0  . (17) 

Ðàíã ö³º¿ â’ÿç³ äîð³âíþº ðàíãó çâ’ÿçàíîãî òåíçîðà. Â³äïîâ³äíó äèôåðåíö³-
àëüíó â’ÿçü îòðèìóºìî øëÿõîì äèôåðåíö³þâàííÿ ð³âíîñò³ (17): 

 ( ) ( ) :d d= =P,U Q U Q Q 0   . 

Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (16) ³ (17) âèïëèâàº ôîðìóëà çâ’ÿçêó ì³æ âëàñíîþ ïîõ³ä-
íîþ çâ’ÿçàíîãî òåíçîðà ³ éîãî âèçíà÷àëüíîþ äèôåðåíö³àëüíîþ â’ÿççþ:  

 2( ) ′= −,PU Q I Q . (18) 

Çâ³äñè, ó ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâàº, ùî ïîõ³äíà â³ä âèçíà÷àëüíî¿ â’ÿç³ òåæ 
ï³äëÿãàº íîðìóâàëüí³é óìîâ³ (13):  

 2( ) : : ( ) ( )=,P ,P ,PU Q I U Q U Q   . (19) 

Òàêèì ÷èíîì, âëàñíó ïîõ³äíó ìîæíà ïîáóäóâàòè, âèõîäÿ÷è ç âèçíà÷àëüíîãî 
ïîäàííÿ çâ’ÿçàíîãî òåíçîðà àáî éîãî â’ÿç³.  

 Âëàñí³ ïîõ³äí³ â³ä äåÿêèõ çâ’ÿçàíèõ òåíçîð³â. Òåïåð çàñòîñóºìî îò-
ðèìàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äî ïîáóäîâè âëàñíèõ ïîõ³äíèõ â³ä â³äîìèõ ó 
ìåõàí³ö³ ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà çâ’ÿçàíèõ òåíçîð³â äðóãîãî ðàíãó.  
 Âèçíà÷àëüíèìè ïîäàííÿìè ñèìåòðè÷íîãî, êîñîñèìåòðè÷íîãî (àíòèñè-
ìåòðè÷íîãî), êóëüîâîãî òåíçîð³â ³ äåâ³àòîðà ñëóãóþòü â³äîì³ îçíà÷åííÿ â³ä-
ïîâ³äíèõ ÷àñòèí äîâ³ëüíîãî òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó [2]:  

 2 2
1 1              ( ) ( ) ( ) :
2 2

= ⇒ = + = +Q Q Q P P P J I P  , (20) 

 2 2
1 1            ( ) ( ) ( ) :
2 2

= − ⇒ = − = −Q Q Q P P P J I P  , (21) 

 1                ( ) :
3

q= ⇒ =Q I Q P II P , (22) 

 2
1 1:              : :
3 3

 = ⇒ = − = − 
 

I Q 0 Q(P) P II P J II P . (23) 

Òóò q  – ñêàëÿðíà çì³ííà, I  – îäèíè÷íèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó (òåíçîð 

÷åòâåðòîãî ðàíãó II ,  ùî äîð³âíþº çîâí³øíüîìó (äåêàðòîâîìó) äîáóòêó äâîõ 
îäèíè÷íèõ òåíçîð³â äðóãîãî ðàíãó, º òåæ ³çîòðîïíèì òåíçîðîì [2]), à  

 2 2 2:=J I I  (24) 

– ùå îäèí ³çîòðîïíèé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãó [2]. Éîãî ïðèðîäíî íàçâàòè 
îäèíèöåþ ÷åòâåðòîãî ðàíãó, îñê³ëüêè äâîêðàòíà çãîðòêà ç íèì áóäü-ÿêîãî 
òåíçîðà (íå íèæ÷å äðóãîãî ðàíãó) íå çì³íþº îñòàííüîãî. (Ïðèíàã³äíî çàçíà-
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÷èìî, ùî îäèíè÷íèé òåíçîð I  äðóãîãî ðàíãó îäíî÷àñíî º ³íâåðòîðîì, îñ-
ê³ëüêè ³íâåðñ³ÿ (òðàíñïîíóâàííÿ) âåêòîð³â íå çì³íþº ¿õ. À çâè÷àéíà îäèíè-
öÿ º îäíî÷àñíî ³íâåðòîðîì íóëüîâîãî ðàíãó). 
 Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (20)–(23) âî÷åâèäü (ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñò³ (8) ³ î÷å-
âèäíèõ âëàñòèâîñòåé ³çîòðîïíèõ òåíçîð³â, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿìè (9) ³ (24)) âèïëèâàþòü âèðàçè äëÿ â³äïîâ³äíèõ âëàñíèõ ïîõ³äíèõ:  

 2 2
1              ( )
2

′= ⇒ = +Q Q Q I J , (25) 

 2 2
1            ( )
2

′= − ⇒ = −Q Q Q I J , (26) 

 1                
3

q ′= ⇒ =Q I Q II , (27) 

 2
1:               
3

′= ⇒ = −I Q 0 Q I II . (28) 

Âèðàç äëÿ âëàñíî¿ ïîõ³äíî¿ ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà (25) íàâåäåíî â ìîíîãðà-
ô³¿ [2] ÿê òàêèé, ùî âî÷åâèäü îòðèìóºòüñÿ øëÿõîì êîìïîíåíòíîãî äèôåðåí-
ö³þâàííÿ.  
 Íàñòóïíèé ïðèêëàä á³ëüø ö³êàâèé, áî ïîêàçóº, ùî âëàñíà ïîõ³äíà íå 
çàâæäè º ñòàëîþ. Òàê, äëÿ òåíçîðà ç îäèíè÷íèì òðåò³ì (êóá³÷íèì) ³íâàð³àí-
òîì – äåòåðì³íàíòîì ìàòðèö³ êîìïîíåíò òåíçîðà, ìàºìî òàêå î÷åâèäíå âè-
çíà÷àëüíå ïîäàííÿ:  

 1det 1            ( ) (det )−= ⇒ =Q Q P P P . 

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ïîõ³äíî¿ â³ä âêàçàíîãî äåòåðì³íàíòà íåâèðîäæå-
íîãî òåíçîðà [2]  

 1det detd
d

−=P P P
P

, 

ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî øóêàíèé âèðàç äëÿ âëàñíî¿ ïî-
õ³äíî¿:  

 2 2
11det 1      :

3
− ′= ⇒ = − = 

 
Q Q J QQ I  

 1
2 2

1 :
3

−  = ⋅ − ⋅    
Q J II Q I . 

 ², íàðåøò³, îñòàíí³é ïðèêëàä – îðòîãîíàëüíèé òåíçîð (ùî º îêðåìèì 
âèïàäêîì ïîïåðåäíüîãî). Âèçíà÷àëüíå ïîäàííÿ öüîãî òåíçîðà çàïèñóºòüñÿ 
çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿, ÿêó ìîæíà íàçâàòè êîðåíåì êâàäðàòíèì òåíçîðà [2]:  

 
1

1       ( )
−

−  = ⇒ = ⋅ ⋅ 
 

Q Q Q P P P P  , 

äå òåíçîð P  – íåâèðîäæåíèé. Àëå îñê³ëüêè ïîáóäóâàòè ïîõ³äíó â³ä êîðåíÿ 
êâàäðàòíîãî òåíçîðà ñêëàäíî, òî çðó÷í³øå âñòàíîâèòè äèôåðåíö³àëüíó âè-
çíà÷àëüíó â’ÿçü îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà, âèõîäÿ÷è ç â’ÿç³ â³äïîâ³äíîãî (òóò 
– äðóãîãî) ðàíãó. Òàêîþ º óìîâà, çàïèñàíà âèùå çë³âà â³ä çíàêó ³ìïë³êàö³¿:  

 1 1( )− −= ⇒ = −Q Q U P P P( )  . 

Äèôåðåíö³þþ÷è ¿¿ ç óðàõóâàííÿì âèðàçó äëÿ ïîõ³äíî¿ â³ä òåíçîðà, îáåðíå-
íîãî äî íåâèðîäæåíîãî [2],  

 
1

1 1
2( ) :d

d

−
− −= − ⋅P P I P

P
( ) , 
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çà äîïîìîãîþ íîðìóâàëüíî¿ óìîâè (19) îòðèìàºìî øóêàíèé âèðàç äëÿ âè-
çíà÷àëüíî¿ äèôåðåíö³àëüíî¿ â’ÿç³:  

 1 1      ( ) ( )
2

− = ⇒ = =,P ,PQ Q U Q U Q  

 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1( ) : ( ) :
2 2

− −= + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅J Q I Q I Q J I Q I[ ] . 

² âæå çâ³äñè îòðèìóºìî çà ôîðìóëîþ (18) âëàñíó ïîõ³äíó îðòîãîíàëüíîãî 
òåíçîðà  

 1 1
2 2 2

1 :
2

− −′= ⇒ = − ⋅ ⋅ =Q Q Q J Q I Q I( )  

 1
2 2 2

1 ( ) :
2

−= ⋅ − ⋅Q J I Q I[ ] . 

 Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ìîæíà äîñòàòíüî î÷åâèäíèì øëÿõîì 
ïîøèðèòè íàâåäåíó òåõí³êó òåíçîðíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ íà àðãóìåíòè ³í-
øîãî ðàíãó (â³äì³ííîãî â³ä äðóãîãî) ³ íà âèïàäîê äåê³ëüêîõ â’ÿçåé, íàêëàäå-
íèõ íà àðãóìåíò.  
 
 1. Ëóðüå À. È. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî òåíçîðíîìó àðãóìåíòó // Âîïðîñû ìàò. 

ôèçèêè. – Ë.: Íàóêà, 1976. – Ñ. 48–57. 
 2. Ëóðüå À. È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. – Ì.: Íàóêà, 1980. – 512 ñ. 
 
О ДИФФЕРЕНЦИИРОВАНИИ ПО СВЯЗАННОМУ ТЕНЗОРНОМУ АРГУМЕНТУ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðÿìîãî, áåçêîìïîíåíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðíûõ 
ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà, çàâèñÿùèõ îò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, íå âñå êîìïî-
íåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè èëè ïåðåìåííûìè, ò.å. ñâÿçàííîãî òåí-
çîðà. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ïî òåíçîðíîìó àðãóìåíòó îáîáùåíî íà ñëó÷àé ñâÿçàí-
íîãî àðãóìåíòà. Ñîãëàñíî ýòîìó îáîáùåíèþ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñîáñòâåííîé ïðî-
èçâîäíîé ñâÿçàííîãî òåíçîðà, ïðè ïîìîùè êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ïî ñâÿçàííîìó 
àðãóìåíòó âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ïî íåìó æå êàê íåñâÿçàííîìó. Óñòà-
íîâëåíû ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ è íåêîòîðûå ïîäõîäû ê èõ îïðåäåëå-
íèþ. Ïîñòðîåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñâÿçàííûõ òåíçîðîâ, 
óïîòðåáëÿåìûõ â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå äåôîðìèðîâàíèÿ.  
 
ON DIFFERENTIATION WITH RESPECT TO BOUND TENSOR ARGUMENT 
 
The problem of direct (component-free) differentiation for any rank tensor functions, 
depending on the second rank tensor, some components of which are not independent or 
variable, is studied. The tensor argument derivative definition is generalized on the 
bound argument. Accordingly, the bound tensor own derivative, which is the method to 
express the bound tensor derivative if it is the unbound one, is determined. The own 
derivative properties and some approaches to their determination are established. The 
expressions of own derivative for bound tensors, most used in nonlinear mechanics of 
deformable solids, are constructed.  
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