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РЕШЕНИЕ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ

ДЛЯ НЕОДНОРОДНОй СИЛЬНОЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

в ряде работ [1, 2, 5, 6, 8, 9, 11-13] доказана разрешимостьграничных

задач для эллиптических уравнений и систем в различных пространствах

обобщенныхфункций, а в отдельных работах получено представлениереше­

ний рассматриваемых задач в некоторых функциональных пространствах

с помощью фундаментальных решений, функций или матриц Грина [1, 2,
5,6,8,9, 13]. в данной работе развит подход к граничным задачам для эллип­

тических уравнений и систем в пространствах обобщенных функций в смыс­

ле работ [2, 5, 6, 13] и удалось доказать единственность и получить представ­

ления решений внутренней и внешней задач Дирихле для несднородной

сильноэллиптической системы второго порядка вариационного типа

д n д2u

А (дХ )и:= ~ Аы дХkдх/ = F (1)
k ,/=l

(Ан = A/k = A~/ - действительные постоянные квадратные матрицы по­
рядка р , штрих означает транспонирование) в достаточно широких клас­

сах обобщенных функций. Классические граничные задачи для этой систе­

мы исследованы в работах [3, 4].
Пусть Q - область в Rn

, n ~ 3, ограниченная замкнутой п - l-мерной

поверхностью S класса С
ОО

; [D (Q)]P, ГD (S)]P - пространства бесконечно

дифференцируемых (основных) вектор-функций <р в Q = Q U S и на S
соответственно; ЮО (Q)]P - пространство бесконечно дифференцируемых

вектор-функций в Q, обращающихся в нуль на поверхности S; Ш' (Q)]P,
[D' (S)]P, [D~ (Q)]P - пространства линейных непрерывных функционалов

(обобщенных вектор-функций) над [D (Q)]P, [D (S)]P, [Do (Q)]P соответ­

ственно; (ф, Р) - действие обобщенной вектор-функции F Е Ю' (Q)]P
(Р Е Ю~ (Q)]P) на основную вектор-функцию <р Е [D (Q)]P (<р Е [D o (Q)]P);
«р, Р> - действие F Е [D' (S)]P на <р Е [D (S)]P.

Постановка задачи. Пусть F Е [D~ (Q)]P, В Е [D' (S)]P. Найти реше­
ние u (х) системы (1) в области Q, которое удовлетворяетусловию

u = В (2)

на поверхности S.
Вектор-функцию u Е Ю' (й)IР называем решением задачи (1), (2),

если

(А ( :х )'!' (х), и) - (1\J, F) = -{-<C(V) (х, :х) 1\J (х), в> (3)

для каждой 'РЕ [Do(Q)IP. Здесь с» (У' :Х) = - 2 ±A~/v/(y) д~k -гра-
k,/=l

ничный оператор типа Неймана [3]; матрицы Ak/ = fi;k определяются единст­
венным образом матрицами Ak/ ; v/ (У) - компоненты единичного вектора

v (У) внутренней нормали к S в точке у.
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Лемма 1, Решение задачи (1), (2) в смысле (3) единственно.

Действительно, предполагая, что существуют два решения И1 (х) и

И2 (х) задачи, для вектор-функции и (х) = U 1 (х) - И2 (х) из формулы (3)
получаем

(4)

Из работы [4] следует существование единственного решенияф (х)

уравнения А (:х ) 'ф (х) = <р (х), удовлетвор яющего условию 'Ф Is = о,

дЛЯ каждой <р Е [D (Q)J P
, Можно показать, используя методы работы (7J,

что 1р Е [D o (i2)JP. Тогда из выражения (4) получаем (<р, и) = О для каждой

<р Е Ш (Q)]P, т . е . и = О в Ш ' (Q)] P.
Будем говорить, что определенная в области Q вектор-функция и (х)

принимает на поверхности S обобщенные граничные значения В Е [D' (S)J P,

если

lim ~ <р' (Хе) и (хе) d5e = ( ер , В) V ер Е [D (5)JP, (5)
е -э- О Se

Здесь 5е - параллельная к 5 поверхность; <р (хе) = <р (Х), если Хе =
= Х + ev (х), х Е 5, Хе Е 58'

Лемма 2. Пусть F = О. Если вектор-функция U (х) удовлетворяет систе­

ме (1) в области Q, принимает на 5 обобщенные граничные значения В Е

Е [D' (5)]Р, то она является также решением задач и (1), (2) в смысле (3), т . е.

удовлетворяет соотношению

(А ( :х )'Ф (х), и) = -+<C(V) (х, :х )'Ф (х), В> v 'Ф Е [Da(Q)]P. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае F = О вектор-функция u (х),

удовлетворяющая однородной системе (1) и условию (5), является решением

внутренней обобщенной задачи Дирихле, изученной в работе [2], Ее решение

имеет вид

и (х) = <С (х,'у) , Р), х Е Q, (7)
n

где G (х, у) = - 2 ~ дшJ;: у) AklVI (у) - ядро потенциала задачи Дирихле
k, l=l

для системы (1) [3]; (u (х, у) - фундаментальная матрица системы (1); Р-
обобщенная вектор-функция из [D' (5)]Р, определяемая формулами (8),
(9) из работы [2] . При этом

(ер, В) = <ер (у) +iC (V) (у, :у) со (у, х) ер (х) d5, Р) V ер Е [D (5)]Р. (8)

Преобразуем левую часть равенства (6) с учетом гладкости вектор­

функции и (х) внутри Q, ее представления (7) и свойств матрицы G (Х, у).

Получим

<~ C(V) (у, :у) со (у, х) А ( :х )'Ф (х) dx , Р) =

- _1 /C(v) ( _д_) () В"" \-/ Е [D (71) Р (9)- 2 "" х, дх 'Ф х, / v 1р а ~~ ] . .

Из формулы Грина [3, 1О] дЛЯ системы (1) получаем представление в 06­
ласти Q вектор-функции 'Ф Е Ша (Q)]P :

'ф (г) = Jсо (г, х) А ( :х )'Ф (г) dx - +i(u (г, х) C(V) (х, :х) 'ф (х) вз, г Е с,

(10)



Применяем к равенству (l О) оператор c(v) (у, :г ) , у Е S, 2 Е &"2, а затем

п ереходим к пределу, когда 2 -+ у . Используя известные [3] формулы пре­

дельных значений потенциалов для системы (1), находим

+c(v) (у , :у ) 1j) (y) = ~ C (V) (у , :у )ffi(Y , х) А( :х )1J'(X)dX-

-+~ c(v) (у, :у )w(y,x)c(v)(x, :х )1J'(X)dS, YES.

Отсюда и из формулы (8) при замене в ней q> (у) на C (V) (у, :у) 1J' (у)
получаем формулу (9), что и требовалось доказать .

Пусть Г (х, у) - матрица Грина задач и Дирихле для системы (1) в об­

ласти &"2, построенная в работе [4]. Справедлива следующая теорема .

Теорема 1. Вектор-функция и, определенная равенством

(ер , и) = (l г (у, х) ер (х) dx, Р) + +<А C (V) (у, :у ) г (у, х) ер (х) dx, в> (11)

для каждой ер Е [D (Q)]P, является решением задачи (1), (2) в смысле (3).
Д о к а з а т е л ь с Т В о. Используя основные свойства матрицы Гри-

на и методы работы [7], можно показать, что для каждой ер Е [D (Q)1P

.\ г (у, х) ер (х) dx Е [Do (Q)]p, Sс» (у , + )г (у, х) ер (х) dx Е [D (S)]p,
Q Q У

(13)

(12)

Из формулы Грина для дифференциального оператора А

для каждой 'Ф Е ЮО (Q)]P получаем

SГ (2, х)А ( :х )-'Ф (х) dx = 'Р (2) , 2 Е Q,
Q

так что правая часть равенства (11) имеет смысл для каждой F Е Ю~ (Q)Y'
и каждой В Е [D' (S)]P. Равенство (11) определяет однозначно обобщенную

вектор-функцию и Е [D' (Q)] P. Остается по казать сп р аведливость равен­
ства (3), т. е. показать, что

(~ Г (у, х) А ( :х )1j) (х) dx, Р) +

++<~ C (V) (у , :у) г (у, х) А ( :х )1J'(x)dx, В) =

_ Р) 1 / c (v) ( д) ( '" 'rJ D п Р- (1j), + 2"" "" ,у , дУ 'Ф у), в/ v 1J' Е [ о (I>~)] .

( д ) [3, 10!
дх

а также

~ c(v) (у , :у) г (у, х) А ( :х )'Ф (х) dx = c(v) (у , :у) 'Ф (у), у Е S. (14)

Из формул (13), (14) следует равенство (12). Так же решается внешняя обоб­

щенная задача Дирихле.

Пусть &"2 е = Р" "" Q, [D (Qe)]P - пространство бесконечно дифферен­

цируемых вектор -фу нкций ер в Qe' стремящихся к нулю на бесконечности,

для которых существует Sw (х, у) <р (у) dy, х Е Rn;[Do (Qe)JP - простран-
Qe

ство бесконечно дифференцируемых вектор-функций в Qe' равных нулю
на S и имеющих на бесконечности порядок нормальной фундаментальной

матрицы; Ю' (Qe)]P, [D~ (Qe)]P - пространства линейных непрерывных

функционалов над [D (Qe)]P и ЮО (Qe)]P соответственно .



Постановка внешней задачи Дирихле. Пусть

Е Ш' (S)]P. Найти вектор-функцию и Е [D' (QJ]P,
условию

F Е [D ~ (Qe)]P, в Е

удовлетво ряющую

(А (:х ) ЧJ (Х) , и ) = (<jJ, F)_+ (C(V) (х , :х ) <jJ(X), В) (15)

для каждой <jJ Е ШО (Qe)]P'
Справедлива следующая теорем а.

Теорема 2. Решение внешней задачи Дирихле для системы (1) существу­
ет , единствен но и определяется по формуле

!.ер, и ) = (I Ге (У, Х) ер (Х) dx, Р) - +<IC(V) (У , ~ ) Ге (У , х) ер (х) dx, В)
Qe Qe

\i ер Е [D (Qe)]p,

где Ге (х , у) - матрица Грина внешней задач и Дирихле дл я системы (1).
Если F = О, u (х) - решение системы дифференциальных ур авнений в 06­
лвсти Ог ' имеющее на бесконеч ности порядок нормальной фундаменталь-

ной матр и цы и удовлетвор яющее гр а ничному условию .

П гп I ер' (х- е) и (х-е) гз.; = ( ер , В ) \i ер Е [D (5 ) ]Р
8-, 0 S- e

(5_е - по вер х ность в Ог ' пар аллельна я 5; х-е = х - ev (х) , есл и х-е Е

Е 5_е , х Е S; ер (х-е) = ер (х», то и (х) явл яется решением внешней задач и

Дир ихле в смысле (15).
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