
мажорантного р яда для функционального ряда (20) и рядов, полученных из

него почленным дифференцированием по t и х до порядка 2n. Для вся кого

v Е V справедлива оценка

II P" [и (t, х)] - ио (t , х) Ilc(2n.2n )(D )~ б + If-L Iвм = к,

откуда следует , что Р" переводит S в себя . Из неравенства

11 Р" [U 1] - Р" [U z] Ilc(2n .2n )(D ) ~ I fll LB 11ч, - U z llc(2n. 2n )(D )

вытекает, что Р" - оператор сжатия, если I ~~ I < 1/BL. Н епрерывность

оператора Р" по v очевидна . Поэтому, выбр ав flo < miп (R/BM , 1/BL),
согласно принципу сжимающих отображений [2] получаем доказательство

теоремы.

Теорема 6. Пусть выполн яются услов и я теоремы 5, к роме условия Лип-

шица на функцию F (t, у, и). Тогда для всех fl E (- R/ BM , R/BM) су­

ществует решение задачи (1) - (3) и (t, х) Е s [ ио, RJ .
Доказательство этой теоремы базируется на п р и н ци ле Шаудера [2].
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П . И. Штабалюк

О ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ОДНОГО АБСТРАКТНОГО

ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Получено 02 .11.83

Рассмотрим урав нение

и" (t) + Аи и) + си и) = g и) , ( )
где А - линейный (вообще гово ря , неограниченны й ) о п ер атор , действующий

из Н в Н; Н - гильбертово простр анство ; с - вещественная постоянная .

В работах [3, 4] изучались периодические и квазипериодические

решения уравнения (1) , когда функция g (t) п ериодическая или квазиперно­

дическая. В данной работе исследуется вопрос о существовани и почти

пер иодическ их по Бору решений уравнения (1) для подкласса почти пер ио­

дических функций g (t), более широкого, чем пер иодические и кваэиперио­

дические . Разрешимость этой задачи связана с проблемой малых знамена ­

телей . П р и доказательстве оценок снизу для малых знаменателей приме­

няется метрический подход .

Введем следующие обозначения :
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Предположим, что спектральные значен и я функции g (t) представля­

ются в в иде
т

~Lk = ~ d(Vk. . (2)
;= 1 /

Здесь k Е tzm, Vk; ' d; Е [R (j = 1, т) и при некоторых положительных

С 1 ;, С2 ;, а; выполняются оценки

(3)

(5)

(4!

Заметим , что выделенный таким образом класс функций не содержит всех

почти пе риодических функций . Сюда, нап ример , не входит функция

2: *cos (t /k ).
kE N

Пусть опер атор А : D (А ) с Н -+ Н самосопр яженный и положитель ­

но оп ределенный , т. е . 3 С > О такое, что

(Au,u»C lluI12 , u ED(A) ,

и пусть А-
1
в полне непрерывны й. Через ( лn ) ~1 обозна ч им неубывающую

(положительную) последовательность собственных значений опер ато ра А,

а через (Vn ) I~ 1 - соответствующую систему собственных векторов , обра ­

зующих в Н пол ный о ртоно р м и рован ны й баз ис. В D (А $) - области оп р е­

делен ия оп ер ато р а А$ - введем норму

Постав и м в соответствие почти периодическо й функци и v (t) с ч ас ­

тотным базисом (2) почти пер иодическую функцию от т переменных и * (х) =
= и * (Х1 , • . . , хm) , такую, что v (t) = и * (d1t , ..., dmt) .

Для г ильбертового пространства Х и целого г > О через Р' (11\"' , Н)
обозначим замыкан ие по норме соболевекого пространства W2 (11(' , Н)

множества тр игонометр ическ и х полиномов и (х) = и (х1 , ... , Хm) , имеющих

по п е р емен ным Х/ спектральные значен ия , принадлежащие последователь -

ности {Vk/} (l =~) , .

( "\-" 1 r )'12
11и Il pr<lRm, x ) = I LJ Нгп --m- J I D(J.u (х) II~ dx

\ I a l ~ r т - ос ( 2Т) КТ

Если и Е ро ([Rm, Н) , то

и (х) - \' и ei(vk'X)V
= 2.J пп п

kEZi:"',nEN

где Щ'I = lim 1 r (и (х) , иn) e-i(Vk·Х)dх . Включение и Е p r ([Rm, D (А$))
т-ос (2Т)m K~

имеет место тогда и только тогда, когда

а = 2: (1 + 11V k 11
2r

) лk$ I llkn[2< оо ,

kEZi: P,nEN

Величи на a ' /2 оп редел яет в pr (II\m , D (А$) ) норму , эквивалентную (4),
что позволяет оп релелить аналог и ч ные п ростр анства и для нецелых г > О .

Из разложен ия (5) инеравенств (3) получим теорему вложения .

Теорема 1. Пусть г, sE ~, р>О , р + m/2а < г , где о = miп ( а;) .

; =J ,m

Тогда p~ ([Rm, р (А$)) n pr ([Rm, Н) вкладывается в СР ([Rm, D (A 5 ( J - (р+m/20' ) lг » ) ) .

Д о к а з а т е л Ь с т в о п роводится по схеме доказательства теоремы

вложения в работе [2].
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т д 2 т ';'., д2
Обозначим Dx = ~ d/ -д-' Dx = \' ~ d/dn -д-д- . Рассмотрим "за-.LJ Х/ ."-i .LJ ХI ХN

/=1 I=1n=1

дачу

(8)

D~u (х) + Аи (х) + си (х) = t (х),

и Е и' = (и: и ЕРО ([Rm, D (АС» n p
2(r-l) ([Rm, Н), (6)

D~u Е p2(r-l) ([Rm, Н)},

11 и 11 ис = (11 А'u~~o(IRm,H) + 11 и II~r-l(IRm,[-{) + 11 D;u 11~2(r-l)(lRm,н»":

Функцию f (х) Е ро ([Rm, Н) представим в виде

f(x) = 1: tk,nei(Vk'X)vn. (7)
kEZm,nEf\J

Решение задачи (6) ищем в виде ряда (4). Подставляя выражения (7),
(4) в (6), для определения коэффициентов получаем систему уравнений

(- (d, v k)2+ ЛN + с) щn = tkn, k Е -;lm, n Е f::J.
Обозначим

S = ((k, n): (k, n) Е г: х f::J, - (d, V k)2 + ЛN + С = О);

Ее = (k, n) : (k, n) Е г: х f::Jj лn +с> О, 1(d, V k) I = ~' (Лk + с)'\

r-tЕ]l-е, 1 +е[, О<е< 1}.
Предположим, что при некотором ~ > О 3 Ь > О такое, что

'/ 2~11 (d, V k) 1- (лn + с) '1> ь 11 Vk Г .
Тогда легко проверяются оценки

(d, vk)4 + л~ т е
(_ (d, Vk)2 + ЛN + с)2 ~ const (k, n) Е -;l Х f::J""E ,

(d, Vk)4 + л; 2а I-a .;4~
(_ (d, Vk)2 + ЛN + с)2 < const 1(d, Vk) I лn ~ V k J

(О ~ а~ 1 (k, n) Е Ee""S).

В качестве следствия из оценок (9), (10) получаем

(l + (d, Vk)4) 11 Vk 11
4(r- l)+ ~_;' »> t (11 114(r-l) + л 2(с-l»

(_ (d, Vk)2+ ЛN + с)2 ~ cons V k лn

(9)

(10)

(11)

(k, n) Е -;lm Х f::J""e,
(1 + (d, Vk)4) 11Vk 11

4(r- l)+ л~r

(- (d, Vk)2 + ~-n + с)2
~ const 1(d, V k) 12 ~ -, 114~ (11 vk r (r- l) + л;(r-l)) (12)

(k, n)Е Ee""s.

Рассмотрим пространство Gf, = и: t Е ро ([Rm, D (АС- 1 ) ) n p2(r-l) ([Rm, Н),

Dxt Е p2~([Rm, D (A
r-1)) n p2(cH-l) ([Rm, Н)} С нормой] f ~6f, = (11 Arf ~~O(IRm,H) +

+11 t 11~2(r-])(IRm,н) + 11х-
1

Dxt 11~2~(lRm.Hj +11 Dxf JI~2(rН-l)(IRm,н))":
Теорема 2. Пусть выполнена оценка (8), t Е ОВ , оператор А положи­

тельно определенный, самосопряженный и A-1 вполне непрерывный. Тогда,
если S = Q5, то задача (6) имеет единственное решение и (х) и 11 и Ilur~
~ const 11 f IIGr; если s =1= Q5, то задача (6) имеет решение тогда и только

в

тогда, когда Pf = О, где Р - оператор проектирования пространства O~

на подпространство, натянутое на систему векторов (ei(Vk'X)Vn (k, n) Е S}.
д о к а з а т е л ь с т в о получается непосредственным подсчетом

норм функций и и f с использованием оценок (11), (12).
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Если прав ая часть уравнения (1) g (t) - почти периодическая функция

со спектром (2), то, п р имен ив теорему 2 к задаче (6), где f (х) = g* (х) ­
функция , ассоциированная с g и), получим функцию и * как решение зада-

ч и (6). Вследствие тео ремы 1 и" неп рерывна вместе с D"p * и D;u*, есл и

г>m/4(] + 2 . (13)

Тогда и" будет функцией , ассоции рованной с почти пер иодическим (по

Бору) решен ием урав нения (1 ). Таким образом, получаем следующую

теорему.

Теорема 3. Пусть выполнены оценки (3), (8), (1 3) и g - почти пер иоди-

ческая функция со спектром (2), g* Е GB. Тогда, если S = J25 , то урав­

нение (1) имеет единственное почти периодическое решение со сп ектром (2);
если S =F J25, то уравнение (1) имеет почти периодическое решение со спек­

тром (2) тогда и только тогда, когда Pg* = О.

Выясним, когда выполня ется оцен ка (8).
Теорема 4. Пусть число значений ЛN + с, меньших N не превосходит

сопэт NY + о (N Y
) и пусть 2~ > : + 2у - 1. Тогда неравенство (8) выпол­

няется для почти всех (в смысле меры Лебега в [Rm) векторов (d1 , ... , drn) .

Д о к а з а т е л ь с т в о достаточно провести для некоторого параллеле­

п ипеда D = D1 Х Dm- I переменных (d1, • •• , dm ) . Зафиксируем вектор Vk .

Не ограничивая общности, считаем , что 1-», I = тах I»ь, 1. Выберем. - /
/=J,m

интервал D1 изменения d1 такой , чтобы (d, V k) =F о при d1 Е О1 . Тогда

1д ( I(d , Vk) ~:4 лn + С)' /2) 1= 1»», 1. Используя лемму 1 [1] , получаем

ч - ~ -2Y-,+ l
mes {d1 : d1 Е о; 11(d, V k ) 1- (лn + с) ' 1~ const 11'\'k 11 (J ) ~

m
- 1 ' - G - 2"\,-,+1

~cons tl vk,1 ;Ivkll ,0<1:< 1. (14)
Интегрируя оценку (14) в параллеле пипеде D rn- \ , находим аналогичную

оценку только с иной константой . Учитывая то , что число значений (лn +
+ с)'/', меньших const 11 V k 11, не превосходит const 1I Vk 11

2Y + О (~Vk If"\' ) , полу ­
чаем, что при фиксированном векторе Vk

т

mes {d Е D, 11 (d, V k) 1 - (лn + с)'/' 1~ const 11V k IГ G - 2"\'-'+1} ~

_ -1 -~-,+1 - 1 - ":::"' - ,+1
~, const l vkl l 11Vkll о +o( lvk, 1 Ilvk~ о" ) . (15)

Ряд с общим членом правой части (1 5) в силу условия (3) сходится . Приме ­

няя лемму Бореля - Кантепли [1], получаем утверждение тео р емы .
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