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ДИССИПАТИ ВНЫ Е ВО3МУЩЕН И ~ С ИЗМЕНЕНИЕМ ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

И J·НЕРАСТЯГИВАЮЩИЕ ОПЕРАТОРНЫЕ МАТРИЦЫ

Все гильбертовы простра нства , рассматриваемые в этой статье, предпола­

гаются комплексными, а действующие в них операторы - линейными .

Символы D (Т) , R (Т) , z ( т) обоз начают соответственно область оп ределения,

область значений и многообразие нулей оператор а Т. Под 1 х понимается тож­

дественное преобр азов ание множества Х, а под 53 (Х , У) , где Х и У - норми­

ров анные пространства ,- множество линейных неп рерывных операторов ,

так их , что D ( Т) = Х, R (Т) с У; вместо fJ3 (Х, Х) пишем 53 (Х ) .
Пусть Lo - замкнутый плотно заданный симметрический оп ератор

в гильбертовом пространстве .н , имеющий равные (не обязательно конечные)

дефектные числа; (ж , Г1 , Г2) - пространство граничных значений операто-
def • "fJ! --

ра Lo [4J, L = L o, Ф - компактный оператор из Н в .гь , причем R (Ф) =
= :Я , А ik Е fJ3 (ж) (j , k = 1, 2) такие, что операто р

А = (Al1 А12) О)
А21 А22

def

имеет обратный в 53 (ж (f) ж), UiY = АilГ1у + Aj 2r 2y. Основным объектом
нашего изучения является оператор 5 , определяемый посредством соотно­

шений

D (5 ) = ( У Е D (L ): и1у = Фу ),

5у = Ly + Ф*U2У , У Е D (5 ).

(2)

(3)

Кроме того , введем в р ассмотрен ие вспомогательные операторы L ] , L 2 [!

J, где L j - сужение L на Z (UJ, j = 1,2, и для всяких h1 , h2 Е J{ J ( //1'

h2) = (ih2 , - ih1) . Отметим , что 5 можно интерпретировать как возм ущен ие

оператора L 1 , изменяющее не только закон L его действия, но и оп ратор

к раевых условий и1 • Опер аторы вида (2) - (3) р ассмотрены в работе [7J,
где, Б частности , доказано , что при сделанных предположениях 5 зам к нут

и плотно задан.

Н ас интересуют условия , пои которых 5 максимально диссип ат ивен .

Известно [7J, что в случае di m Je < 00 это имеет место тогда и только тогда,
когда

AJA*::(J . (4)

В общем случае услов ие (4) оказывается необходимым, но , как поивзы вают

п р имеры. не достаточным дл я максимальной дисс ипативности оп ер атор а 5.
Справедлив следующий результат .

Теорема 1. Пусть выпол н яется условие (4). Следующие утверждения

эквивалентны:

а) 5 максимально диссипативен ;

б) L 1 максимально циссип ативен ;

в) R (А ?! - iAr2) = ж;

г) Z (Ан + iA12) = (О);

д) (Ан + iА12г
1
Е fJ3 (Уе);

е) А*JА ::( J;
ж) существуют гомеоморфизм С1 Е fJ3 (ж) и сжат ие К1 Е fJ3 (Я), та к ие, что

Ан = С1 (1\1 - 1 3'С) , А 12 = iC1 (К1 + 1я),
Д о к а з а т е л ь с т в о. Равносиль ность утверждений а), б) и е) уста ­

навливается на основани и результато в, изложенных в р аботе [7] (см . также

[1 0]) . Справедливость импликаций б) => в) и в) => б) следует из основных

свойств семидефи нигных линеалов в простран стве с индефинитной метр икой
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12, 5]. Далее, и з условия (4) и того , что R (А) = :Уе Е9 Ж, вытек ает, что

R (Ан + iA12) = Уе, поэтому [3] утверждения в) , г) и д) равносильны. Рав-

нос ильность утверждений б) и ж) доказана в работе [4]. .
Следствие. Если S максимально диссипативен, то таковым явл яется

и ..;
Как следует из изложенного, если S максимально диссипативен, то.

не ограничивая общности , можно считать, что

Ан = /(1- 1 7е , А1 2 = i (/(1 + I$I{)' (5)

где /(1 - сжатие в Уе . Здесь предполагаем , что это условие выполнено и

оп ератор К1 , фигу р ирующий в (5) , унитарен , т. е . Е, = ь ; [4]. Выясн им ,
п р и каких А 21 и А 22 о ператор S максимально диссипативен ,

Лемма 1. Пусть Жl ' Уе2 - гильбертовы п ростр анства, а

(
О Х12))( = •

X l 2 X z2• •

- неотрицательный оператор из 53 (:Jel (±) Jez). Тогда X 1z = О , Х22 ;;;;:' О.

Д о к а з а т е л ь с Т В о . Пусть h j Е :Jej , j = 1, 2 и h = Й1 ' 112)'
Имеем о :;:;;; (Xh I h) = 2 Re (X 1z112 I h1) + (X zzhz I 112) ' в частности, если

/11 = лХ1 zhz , где л - п ро извольное комп лексное ч исло , то о :;:;;; 2л 11 X 1zhz llZ +
+ (X 2zhz 1hz)· Но это возможно только п ри Х 12 = О, Х22 ;;;;:, О .

Теорема 2. Пусть выполнены все предположения настоящего пункта .

Для того чтобы S был максимально дисси пативным, необходимо и до­

статочно , чтобы существовал диссипативный оператор V Е 53 (Уе), такой, что

А21 = - -{-(К1 + 1$1{) + V (К1 - 1$1{) , Azz = +(К1 - 1$1{) + iV(/(1 + ]$I{) .

(6)

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Достаточность УСЛОВИЙ (6) оч ев идным обр а­

зом вытекает из теоремы 1. Поквжем их необходимость. Дл я этого введем

в рассмотрение операторы И; : Je --+ D (L), определяемые из соотношений

\j II Е Ж, \j У Е D (L) (Иjу Ih)ffi' = (У I оз« : j = 1, 2, где (- I ')L - скал я р ное
произведение график а оператор а L . Пр имен я я (4) , (5) и у ч и тыва я ун итар ­

ность 1(1, нетрудно пок аз ать , что

iИ1LИ; + .i l J7t\ .

ч/.и), ),

Следовательно, в силу леммы 1 Или, = 1fft ' iИли; ;;;;:, О . Далее полагаем

(
i 1 )ИЗ = Иz - - т (/(1+ Ifft')Г1 +Т (К1 - 1 7е) Г2 . Легко видеть, что

и.из, = О . Поэтому, рассуждая так же, как при доказательстве следствия
4 .6. 13 из работы [7], убеждаемся в существовании V Е УЗ (J{:) такого , что Из >
> V1 И1 . Диссип ативностъ V следует и з соотношен и я iUzLU; = 2 1 т V.

Изложенные выше результаты имеют непосредственное отношение

н одной задаче отыскания неизвестных блоков операторной матрицы. Пусть

Je - сепарабельное гильбертово простр анство , а J такое же , как и ранее .

К аждому оператору А Е 53 (Ж Е9 -Уд вида (1) ставим в соответств и е две опе­
раторные матр и цы-строк и А ! = (Aj l, A j 2) , j = 1, 2, которые будем интер­

п рети ров ать как отоб ражения J-e Е9 Je -+ J-e [8J.Обоз начим чер ез О множество

всех корректно обратимых J -бинерастяг ивающих в смысле работы [1], т. е .

таких , что AJA* :;:;;; J и A*JA :;:;;; J , операторов А Е 53 (Л (±) Уе). Далее

полагаем

ОС = ~ А1 = (Ан , А 12) Е ,'13 (Ж (±) уе , Ж) :AJА; :;:;;; О , (A1l + iА 12г
1

Е 53 (Уе»),

о. = ( А 1 ЕО, : (Ан - iА 1zг
1
Е53 (Ж» ) ,

Оц= (A1 EOi : AIJA ~ = 0).
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(8)

Ниже исследуется вопрос о нахождении неиэвестных блоков А 2 1 , А 2 2 мат­

рицы А Е О вида (1) по заданным блокам Ан, А 12 (ср. С задачей, решенной

в работе [9]).
Прежде всего отметим, что необходимое условие разрешимости задачи

имеет вид А 1 Е ОС' При этом решение А 2 также принадлежит классу ОС'

Далее А j = (А j1, А j2) Е ОС тогда и только тогда, когда существуют гомео­

морфизм Cj Е 53 ею и сжатие к, Е 53 (:Уд такие, что

Aj1 = С, (K j - 15i') ' A j 2 = iCj (К; + 13'(), (7)

причем требование А j Е 0i' а следовательно, А; Е Ои, равносильно кор­

ректной обратимости соответственно унитарности оператора /(;.
Справедливость перечисленных утверждений очевидным образом выте­

кает из теоремы 1 и следствия, если учесть, что для вся кого гильбертова

пространства Je существует симметрический оператор Lo, для которого

(при соответствующем выборе Г1 и 1'2) (Уе, Г1 , Г2) является пространством

граничных значений. Например, в качестве Lo можно взять минимальный

оператор, порожденный в [ 2 (Уе,] О, 1l) выражением iy '.
Перейдем к решению нашей задачи . Пусть сначала А 1 Е Ои' в этом

случае, как показывает теорема 2, общее решение имеет вид

А21 = (c11
)* (-+(К1 + 13'() + V (К1 - 13'()) ,

А22 = (C1
I
)* (+ (К1 - 1JIC') + iV (К1 + 1fft)) ,

где С1 и К1 определяются по Ан, А 12 согласно формулам (7), а V Е 53 Об­
диссипативный оператор .

Нетрудно показать, что задача разрешима при любом А1 Е 0i' Действи­
тельно, положим

А21 = - -} (C1
I
)* (l 5i' + K1K~гl (К1 + 15i')'

А22 = +(C11
)* (1ус +К1Кiг

1 (К1 - lус) ·

Непосредственная проверна показывает, что А Е О.

Очевидно, что при указанном выборе А 21 и А 2 2 отображение А 1 ...... А

непрерывно на 0i' Однако даже в случае, когда di m J{ < 00, его нельзя

продолжить по непрерывности до отображения ОС -r О. Более того, в ука­

занном случае не существует непрерывного отображения (.41] , Ан) 1-+ (А21'

А 2 2 ) из ос в себя такого, что оператор (1) обратим в 5] (Л @ Л) ·

Действительно, если это не так, то в силу формул (7) существует не­

прерывное отображение К1 г+- К2 из единичного шара пространства 53 ое),

в себя такое, что оператор

i (К1 + 15i'))

i (К2 + 15i')

обратим в 53 (Уе @ Jf) при всех указанных К1 и К2 . Но это невозможно, так '

как в силу известной теоремы Шаудера [6] отображение К1 г+- К2 имеет

неподвижную точку.

Исходя из теорем 1 и 2 и рассуждая так же, как и выше, легко убедиться,

что оператор А Е 53 (Уе @ Уе) вида (1) J-унитарен (т. е. что AJA* = J и

А *JА = J) тогда и только тогда, когда существуют корректно обратимый

С1 , унитарный К1 и самосопряженный V операторы из 53 (Уе), такие, что

блоки оператора А могут быть представлены в виде (7) - (8).
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ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИИ

МНОГИХ ПЕРЕМEl-I НЫХ ПОЛНЫМИ ПОЛИНОМАМИ

И ЕГО ЛРИМЕНЕНИЕ 1< АЛГЕ БРАИ ЗАЦИИ

ДИФФ ЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВ НЕНИй МАП:МАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Полу чено 12. 10.83

Сеточные методы решения кр аевых задач математической физ ики основаны

на алгебраизации дифференциальных уравнен ий в частных п ро и з водных п у­

тем аппроксимирования искомой функции в некогорой ок рестност и рассмат­

риваемой точки пространства иезависимых перемен ных , Н аиболее часто

в кач естве аппроксимирующих функций используются степ енные полиномы .

З амена дифференциальных операторов р аз ностными выпол н я ется для каж­

дого типа дифференциальных уравнений или системы, как п рав ило , на базе

частных а налитических п р иемов , изучение и реал из аци я кото рых даже

в случае двух независимых перемен ных св язаны с больш ими зат р атами высо­

коквалифицированного труда, в особенности дл я шабло нов не р е гулярной

структу ры с большим числом узлов 1 . В св язи С этим п р едсгавл яются uеле­

сооб разными составление общих алгоритмов вычисл ен и я коэффициентов ап ­

проксими рующих функций и замена дифференциальны х операторов разност­

ными для шаблонов с п роизвольным расположением узлов и п ри использо ­

вании для аппроксимации полных полиномов п ро извольной степен и . Так ие

алго ритмы должны быть представлены в виде п ослеловательности ан алити­

ческих выражен ий, удобных дл я непосредствениого п ро г рамм и ров а ния

на ЭВМ .

Изложим сущность этих алгоритмов в такой последовательности: вна ­

ч але рассмотрим задачу аппроксимации фу н кции двухмер ного аргумента

полиномом второй степен и, обобщим результаты на пространство ПРОИЗ80ЛЬ­

ного числа измерений и произвольиую степ ень полинома , после чего п ро ил ­

люстрируем примепен ие эти х результатов на конкретных дифферен ци ­

альных урав нен и ях математичес кой физ ики .

Пусть для функци и

U = U [х , у] , ( 1)

имеющей в о кр естности точки Р (х, У) конечные п роизводные до третьего

порядка и заданно й в окрестности этой точки з начен и ям и U j = U [Xj , Yj]
(j = ~) в шести точках, требуется построить аппроксимирующий полином

1 Годунов С. К. , Рябенький В . С. Раз ност ные схемы .- М . : Нау ка , [977.- 439 с.
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