
k- l 1
з=т

6 I I I I I I I I I

I 1 1- з 1 3[ - ] I 3 I 1 I I -3

I 1 1 -з 1 1 I I 3 I - 1 I з1 -3

- 6 1 I I I I 3 I I I I 3

- 61 I з 1 - з I I 3 1 3 1 1 - з I 3

- 6 1 I з 1 I I I 3 I I I
I - 1 I з 1 -з I 1 I I I I I

-61- з [ 6 [- 1 I I 3 I I I I 3

- 6 1- з 1 з 1 I I I 3 I 1-з 1 6

1-1 I I 1 I I I I 1 1 -з I 3

Аппроксимация дифферен циального уравнения дН,/дх - дН)ду = J
полиномом третьей степ ени для первого узла этого шаблона п риводит к раз ­

ностному у равнен ию

kз. 2-::'/fУ' - kз.з~i!х* = J1,

где kЗ,2 = kз , з = 1; ~2' ~3 - векторы , равные соответственно второй и тре­
тьей строк ам матрицы Нх• = (H x l , • •• , H x Jo)* ; НУ' == (H yl , .. . , H y Jo)*.
в скалярной записи это разностное ур ав нение имеет вид

(Ну2 - 3Нуз + 3НУ4 - Ну5 + 3Ну6 - 3H y IO)/6 +
+ (Нх2 - ЗНХЗ + 3Нх7 - Нх8 + 3H x Q - 3H x IO)/6 = J1 •

Аппроксимация дифференциального у р авнения д2 r4J/дх2 + д2 ср/ду2 = О

полиномом третьей степени для п ервого узла этого же шаблона п р иводит

к разностному у р авнению

---> ---> --->

(kЗ,4"4 + kз . 6'( 6 ) r4J = О .

Здесь kз. 4 = kЗ • 6 = 2; " 4, "6 - четверта я и шеста я строки матр и цы ь;' ,
В скаляр но й зап иси это разностное ур ав нение имеет в ид

(- 6r4J1+ 36+ 310) /6 - (6r4J1 + 33+ 37) /6 = О ,

откуда п риходим к известному уравнению 4СР1 - r4Jз - r4J6 + r4J7 + r4J10 = О .
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МНОГОМЕРНЫЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ДРОБИ

Получено 09.02.83

(1)

Рассмотрим ветвящуюся цепную дробь

(

N 2 )-100 -а .· .

Ьо +го + D ~ Ь ~2~':'k . '
k= l ik =1 Lt ' 2 Lk Lt L2 ... Lk

где Ьо , bi, ... i
k

, ai , .. .i
k

- комплексные константы ; го, Zi , ... i
k

- незавиеи­

мые комплексные переменные, и обозначим через А n/ВN ее п-ю подходящую

25



дробь. Использу я р езультаты, изложенные в работе [2], легко устанавлива­

-ем лемму.

Лемма 1. Для знаменателей и числителей подходящих дробей ветвя­

щейся цепной дроби (1 ) справедливы следующие формулы:

В" = det [Cpq] ,

[ ] (N "+I - 1)(где cpq - квадр атная с имметр ичн ая матрица размера 5, 5 = IJ

/(N - 1), и дл я произвольного фиксированного р (р =~

Срр = bi,... с , + 2 с , ...с г (Са = Ьо + 20) ;

1 . н:: + .н:" + + . . N k -1-)Р - = L1 L2 • . • t r (tk = 1, , =, r ;

{
- ai , ... i r i r+ 1' если q = (р - 1) N + ir+ ! + 1, ir+1 = 1, N ,

cpq =
О во всех остальных случаях при условии , что q > р;

А" = det [C;q].

где [C;q] - квадратная матрица размера 5- 1 и C;q = Ср+I,Н! .
Пусть

т

• о . , XN...N) •
'-v--'

"
Рассмотрим систему линейных алгебра ических ур авнений

(3)

[CPq ] Х = О . (2)

Умножая каждое р-е уравнение системы (2) н а ХС' ''' С г ' где р - 1 =

.н:' + . уг-2 + +.t 1 t 21 о.. t p И суммируя все у равнен и я , п олуч аем

" N

L: . . l: . (bi,...ik + 2 i, . .ik ) 1ч, ... i k 12-
k=O " ." ' .... Lk= !

n N

- У \.~ а · · (Х . х·· + Х-· Х ) О..... . . .:... """k "" "k """k-l ', . . i k i, ... i k_ 1 = .
k=l L, .,'...." k= !

Положим

Левую часть (3) , где все X i , ... i
k
Е С п роизвольные , обозначим F (х) . Пусть

при выполнении условий

Уа > О , Yi,...i k > О (4)

справедл иво неравенство

Ггп F(x » O.

Лемма 2. При выполнен ии неравенств (4) условие (5) эквивалентно
'отр ицательной оп ределен ности действительной квадратической формы

" N n N
"" \-, Р. . . \:2 i - 2 ~ ~ а, i 1:. . t. . :::;, О
LJ . ...,. t-"' ·" ' k'6J, .. · k ..... . LJ ' ,... k" " " " k " """ k-l ~ .
k=O " .... . ' k= l k= I ' , •.. .•ik= 1

(5)

не-

(6)

д () к а з а т е л ь с Т В о. Есл и условие (5) выполняется дл я произ­

"Вольных комплексных чисел Xi , ... 'ь : то положив, в частности , X i , ... i
k

=

= ~i , ... ik (ik = 1, N ; k = -Гn;io = О), перейдя к пределу п ри условии , что

все Yi,...i
k

-+ О , получим неравенство (6).
Обратно , пусть выполняются условия (6), (4) и Xi, ... i

k
= Ui,...i

k
+

+ iVi, ... ie i = V - 1. Левую часть (6) обозначим через Ф (~), тогда левая
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часть (5) з ап ишетс я в виде

n N

Ф (и) + Ф (v) + ~ . ~ н.,..i k IXi , .. i k 12,
1<=0l,· · ···'k=1

И выполнение условия (5) очевидно.
Определение. Ветвящаяся цепная дробь (1) называется положительно

определенной, если для всех натуральных п. неотрицательно определены

действительные квадратические формы (6).
Теорема 1. Если ветвящаяся цепная дробь (1) положительно определена,

то все зн амен ател и ВN в областях Ггп Zi, ... i
k

> О (i k = --Г:N, k = 1, 2, ... ),
Гпт 20 > О отличны от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из лемм 1 и 2 следует, что

В; = det [Cpq] =1= О.

Теорема 2. Ветвящаяся цепная дробь (1) является положительно опре­

деленной, если выполняются условия:

а) ~i, .. . ik;>O и~= 1, N, k= 1,2, ...), ~o>o;

б) существуют действительные числа О ~ gi, ... i
k
~ 1 такие, что

2 1
(J., i, ... i k = N ~ it ...ik_ l ~i , ... ik (1- gi, .•.ik_l) gi, .. .ik

ио=о, ik = 1, N, k = 1,2, . ..).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как неравенство (6) можно зап исать

в виде

)~ . {~. (-. / 1- gNi , ... i k- 1 V )2__ ~ V-----,-,----'-- ~i, .. .i/' - l ~i, .. .ik_l + gi, ... i k ~i , ... i k ~i, ... ik +
k= 1 " .... " k= l

+
где «+» или «- » берется в зависимости от знака (J.,';'.. i

k,
то отсюда немедлен­

но следует утверждение теоремы.

Замечание 1. Условие а) теоремы 2 является также и необходимым.

Замечание 2. Если неотрицательно определена квадратическая фо рма

(6), то при том же п неотрицательно определена следующая действительная

кв адр атическ ая форма :

n N n N

l: . ~ ~i, ... ik~Z, .. .ik - 2 ~ . ~ (J.,:, ... ik~i, ... i k~i , .. . ik - l > о,
k=O , '.· ... ' k = l k= l " .... " k=l

где (J., i, ... i
k

- произвольвые действительные числа такие, что I(J., ;, .. i
k
I~

~ 1(J.,i, .. . i
k

1. Поэтому условия б) теоремы 2 можно заменить условиями

2 1
(J.,' . ~_A. . . А. . . (1-g· . )g. .

" " "k ---=::: N lJ" ' '''k_II-'I' '' ' ' k " ""k-l """k

ио = О, i k = 1, N, k = 1, 2, ...).
Лемма 3. Пусть

н а2 .

t = ti, .. .ip (Wi, . .. ipI, • .• , Wi, ... ipN) = bi, ... i p + 2 i, ... i p _ ~ w'.' ''·'p.±!-
ip+I=I " " " Р+ l

(7)

ио=о, ч> 1, N, k= 'ГР, р=О, 1,2, ...)

- некогорая совокупность многомерных дробио-линейных отображений и

пусть

Уа = 1т 20 > О, Yi" "'k = 1т 2i" "'k > о, ~i, ... ik = Ггп bi, ... ik > О,
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того,

и,, = 1, н. k= 1, Р+ 1).

Тогда

Jm ' ~ R . . g ' . + у ' l~ I'-'L1· , ·1.o Lt · · ·tp [ , ... р '

Д О К а з а т е л ь с т в о . Пусть

М = ~ (l - г. . .. .i) ~i, .. ip +~ н.. .. .ip' Yi,.ip > О,

тогда , у ч итыв ая услов ия леммы , находим

Поэтому

0:2 .
" -- "р+ \

М

или

(8)

:(; М .1т

I
wi ,__ .iv+\ i I I

2 + 2М > ~M .
ai ,...i p+1

Рассматрив ая образ (8) при отоб р ажен и и w = z- I , получаем

а2 .
'·t·" ' p+ 1

W i 1" ' i .o+ 1

Следовательно,

Переходя в последнем неравенстве к п ределу при Yi, ...i v -+ О, имеем

[гп ' i, ,,.i p > Yi ,...i ТJ + git" . iТJ~ il ...'ь :
Лемма до казана. t

Легко проверить, что образом полуплоскости 1m w > УО + g'o~ o > О

п р и отображении /_ \ (ш) = ш-
I
является круг

I
i - ,! I - \

K- 1: w + 2" (Уо + ~ogo) . i :(; 2" (Уо + ~ogo) •

Обозначим через К{) обра з области Ггп Ш i , ...iТJ+ 1 > ~ i t ..ip+lg i,,, 'р+ ! при

отображении

то (ш) = '-1о toо

N

, ---, - - ---- ------"---- -­
..;..,J

' р= 1

N

ЬN + 20 - >: -:--- ---- ---...:....-----:--- - - - ­
( 1=1

Теорема 3. Если для ветвящейся цепной дроби (1) выполняются усло­

ви я (7) , где go~ o > О , git " .i ТJ~ i , ...'» > О, то BТJ + О в области Ггп Zi,__ .ip> О

i " = ГN, k = ГР, р = 1, 2, ., .), 1mzo>O.
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Теорема 4. Если для ветвяшейся цепной дроби (1) выполняются усло ­

вия (7) и ~ / " "/k > О, go~o + Уо > О , Y / '/k > О (ik = 1, N, k = Т'Р), то

Г гп (Ар/Вр) ::(; О , IАр/Вр 1::(; (go~ o + уог
1

•

В работе (I] р ассмотрены примеры положительно определен ных ветвя ­

щихся цепных дробей и уста новлены их п ризн а к и сходимости . Результаты,

изложенные в настоящей статье , являютс я многомерным обобщением извест­

ных результатов , у становлен ных для цепных дробей [3].

Г . Б однар Д . И . Признаки с х одим ости ветвяши хся цеп ных дробеЙ.- Докл . АН УССР ·

Сер . А, 1983, N9 8, С . 3- 7.
2. Крупка З . И ., Шмойлов В . 11 . О па раллел ьн ом вы числ ен и и алгор итмов , представл ен ­

н ы х веТВЯЩН ~111 СЯ цеп ными дробям и .- Многопроцессор ные вычисл , структу р ы, ]980,
вып. 2, с . 78-90 .

3. Wall Н . S . Ал аl уt i с the ory of сопигшеп fra cti ons. - Ne\v York : D . Van Nost ra nd сот ­

р а п у, 1948.- 433 р .
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Пол у чено 08.06.83

Пусть А (х) - неособенная пол и номи альная п Х n-матрица с элементами

нз [; [Х], которую зап ишем в виде матр ич ного многочлена

А(х} =Ао+ А1х+ ' " + A/xl • (1 )

Через Е/-1 обоз н ачим пр ямую сумму l - 1 единичных матр и ц Е n-го по­

рядк а. Известно, нап р имер , что ч исловая [n х ln-маТРИllа Т называется

линеаризацией матричного многочлена (1), если существуют матрицы G (х) ,

F (х) Е GL и-; [; [xJ) такие , что

А (х) Ф Е/- 1 = G (х) (Е/х - Т) F (х) . (2)

Там же до к а з а но , что каждый регулярный (det А / '* О) м атр ич ны й много ­

член имеет л ин еа р из ацию . Пример ом линеа риз а ци и р егуля р ного матричного

много члена_в ида (1) является матр и ца

О Е О О О

О О Е О О

о о о о Е

(3)

- Ао - Аг - .42 - .4/ - 2 - А/_ 1

где А/ = Ai 1A /, i = О , 1, .. . , [ - 1. Исследуем вопрос о том, как св яза ­
ны между собой линеаризации эквивалентных 11 пол ускал я рно экв ивале нт­

ных ре гуля рных ЛОЛlIно миальн ых матриц .

Если D (х) - фо рма Смита матр ично го м ногочлен а А (х) [1], т . е .

D (х) = Р (х) А (х) Q (х) , где Р (х) , Q (х) Е GL (n , (с [xJ), то формой Смита

х ар а ктер истической матр ицы Ер: - Т л инеар и з а ци и Т матр ичного много­
1

члена А (х) , как легко проверить, является мат ри ца diag (Е, ..., Е , D (х) ),

причем соответствующие преоб р азующие матр ицы имеют вид

/- 1

J5 (х) = R diag (Р (х) , Е, ' " , Е) G (х) ,

1-1
.-----"------.

Q( х) = F (х) diag (Q (х) , Е, . . . , Е) R.
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