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ДИФЕРЕНЦІАЛЬНО-РІЗНИЦЕВІ ІТЕРАЦІЙНІ МЕТОДИ ДЕКОМПОЗИЦІЇ 
ОБЛАСТІ ДЛЯ ЗАДАЧІ ПРО КОНТАКТ ПРУЖНИХ ТІЛ ЗА 
НАЯВНОСТІ НЕЛІНІЙНИХ ВІНКЛЕРІВСЬКИХ ПОВЕРХНЕВИХ ШАРІВ 
 

Розглянуто задачу про контактну взаємодію багатьох пружних тіл за 
наявності нелінійних вінклерівських поверхневих шарів. Для розв’язування 
нелінійного варіаційного рівняння з недиференційовним оператором, що від-
повідає цій контактній задачі, запропоновано неявні двоточкові комбіновані 
диференціально-різницеві паралельні ітераційні алгоритми декомпозиції 
області типу Робіна. Здійснено програмну реалізацію цих алгоритмів для 
випадку плоских контактних задач на основі скінченноелементних апрокси-
мацій. Проведено порівняння числової ефективності двоточкових та одно-
точкових ітераційних методів декомпозиції області для задачі про контакт 
через нелінійний вінклерівський прошарок двох пружних тіл з виїмкою. 

Ключові слова: контактні задачі, варіаційні рівняння, диференціально-різницеві 
ітераційні методи, напівгладкий метод Ньютона, методи декомпозиції об-
ласті, метод скінченних елементів. 

 
Вступ. У механіці суцільного середовища часто виникає необхідність 

розв’язувати нелінійні операторні та варіаційні рівняння з недиференційов-
ними операторами. Зокрема, такими рівняннями описуються математичні 
моделі теорії пластичності, механічної контактної взаємодії та руху рідин. 

Класичний ітераційний метод Ньютона, який має квадратичну швид-
кість збіжності в околі розв’язку, вимагає існування похідної від оператора 
і безпосередньо не може бути застосовним до таких рівнянь. Тому для роз-
в’язування нелінійних рівнянь з недиференційовними операторами засто-
совують різні його модифікації, а саме: різницеві ітераційні методи [1, 11, 
12, 28], напівгладкі методи Ньютона [18, 23, 29] та комбіновані диференці-
ально-різницеві ітераційні методи [13–16, 22]. 

У напівгладких методах Ньютона похідну оператора, яку використову-
ють у класичному методі Ньютона, замінюють узагальненою похідною, а в 
методах різницевого типу – певними різницевими формулами. У диферен-
ціально-різницевих методах недиференційовний оператор представляють у 
вигляді суми диференційовної і недиференційовної частин та застосовують 
різницеву формулу лише для недиференційовної частини, а для диферен-
ційовної частини використовують похідну. 

У пропонованій статті розглядається задача про неідеальний механіч-
ний контакт багатьох пружних тіл за наявності нелінійних поверхневих 
шарів вінклерівського типу та досліджується проблема числового розв’язу-
вання нелінійного варіаційного рівняння з недиференційовним оператором у 
гільбертовому просторі, яке еквівалентне цій задачі у слабкому розумінні. 

Ефективними числовими методами розв’язування задач математичної 
фізики у складних багатокомпонентних областях, зокрема задач про кон-
тактну взаємодію багатьох тіл, є алгоритми декомпозиції області. Ці алго-
ритми зводять такі задачі до розв’язування послідовності простіших задач 
в окремих підобластях (тілах), що дозволяє розпаралелювати обчислення і 
поєднувати різні математичні моделі та методи в різних підобластях. Мето-
ди декомпозиції області (МДО) для розв’язування задач про контакт пруж-
них тіл без поверхневих шарів розвинуто у працях [17, 19, 21, 25]. 

На жаль, безпосереднє застосування згаданих вище різницевих, дифе-
ренціально-різницевих і напівгладких ітераційних методів до розв’язування 
нелінійного варіаційного рівняння, яке відповідає задачі про контакт тіл з 
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поверхневими шарами, не зумовлює декомпозиції за підобластями (тілами). 
Тому актуальною є розробка ітераційних методів для цього рівняння, які 
дозволять здійснити таку декомпозицію, тобто звести його розв’язування до 
розв’язування на кожній ітерації незалежних варіаційних рівнянь в окре-
мих підобластях (тілах). 

У роботах [6–9, 20, 27] розроблено одноточкові ітераційні методи 
декомпозиції області типу Робіна для розв’язування нелінійних варіаційних 
рівнянь зі штрафом, що відповідає задачі про контакт багатьох тіл без 
поверхневих шарів. Деякі з цих методів можна трактувати як модифікації 
напівгладких методів Ньютона. У працях [6, 20] доведено теореми про їхню 
збіжність. У роботі [10] запропоновано двоточкові ітераційні алгоритми 
декомпозиції області для розв’язування такого рівняння, які є модифіка-
ціями диференціально-різницевих методів Ньютона – хорд [13, 15] і Нью-
тона – Курчатова [13, 14], і досліджено числову ефективність цих алго-
ритмів. У працях [4, 26] отримано одноточкові ітераційні алгоритми деком-
позиції області типу Робіна для розв’язування варіаційного рівняння задачі 
про контакт пружних тіл за наявності нелінійних вінклерівських поверх-
невих шарів. 

У пропонованій роботі розроблено двоточкові ітераційні методи деком-
позиції області для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння з неди-
ференційовним оператором, що відповідає задачі про контакт через нелі-
нійні вінклерівські шари багатьох пружних тіл. Ці МДО отримано на основі 
модифікацій комбінованих диференціально-різницевих методів Ньютона –
хорд [13, 15] та Ньютона – Курчатова [13, 14]. Проведено числовий аналіз 
запропонованих методів для плоскої задачі про контактну взаємодію через 
нелінійний поверхневий шар двох ізотропних пружних тіл з виїмкою з 
використанням скінченноелементних апроксимацій на трикутниках. Здій-
снено порівняння впливу ітераційних параметрів на швидкість збіжності 
двоточкових і одноточкових алгоритмів декомпозиції області. 

1. Постановка задачі. Розглянемо задачу про контакт через нелінійні 

вінклерівські поверхневі шари N  пружних тіл aW Ì 3R  з ліпшицевими 

межами a aG = ¶W , a = ¼1,2, ,N  [4, 26] (рис. 1). Позначимо 
1

N

a
a=

W = WU . 

У просторі 3R  введемо декар-
тову систему координат з ортонор-
мованим базисом 1 2 3, ,e e e . Напру-
жено-деформований стан у точці 

= 1 2 3( , , )x x xx ï  кожного з тіл aW  

визначають вектор переміщень 

a a=( ) ( )i iuu x x e , симетричні тензо-

ри деформацій a a= e Ä
)

( ) ( )ij i jx x e ee  і 

напружень a a= s Ä
)

( ) ( )ij i jx x e es , які 

задовольняють рівняння рівноваги, 
закон Гука та співвідношення Коші: 
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=
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=
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Рис. 1 
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 , 1,2, 3,     ,    1,2, ,i j Na= Î W a =x K , (3) 

де a ( )if x  – компоненти вектора об’ємних сил a a=( ) ( )i iff x x e , що діють на 

тіло aW , а a ( )ijkC xl  – компоненти симетричного тензора пружних сталих, 

які мають властивість [24] 

 ( ) ( , 0) ( )      b c xa a a"a $ > " Î W  

 a a a a aa a
ì üe £ e e £ eí ý
î þ

å å ål l
l l

2 2

, , , , ,
ij ij kijk k

i j i j k k

b C cl . (4) 

На поверхні a aG = ¶W  кожного з тіл введемо локальний ортонормо-

ваний базис , ,a a anhξ , де aξ , ah  – одиничні дотичні, а an  – одинична 

зовнішня нормаль, та запишемо вектори переміщень і напружень на aG  у 

цьому базисі: 

 nu u ua a a ah a a a= + +u nhξξ , 

 na a a a a ah a a a= × = s + s + sn n
)

s s hξξ . 

Нехай поверхня aG  складається з трьох частин, які не перетинаються: 

s
a a a aG = G GU Uu S , де a aG = Gu u , u

aG ¹ Æ , 
a

a ab
bÎ

= ¹ ÆU
B

S S .  

На частині aGu , a = K1,2, ,N , задано кінематичні крайові умови, які 

для спрощення варіаційних формулювань вважаємо нульовими, а на час-

тині s
aG  – статичні крайові умови: 

 ( ) 0,          ,     1,2, ,u Na a= Î G a =u x x K , (5) 

 ( ) ( ),    ,     1,2, ,Ns
a a a= Î G a =x p x x Ks , (6) 

де np p pa a a ah a a a= + +p nhξξ  – задані зовнішні навантаження. 

Поверхня ab aÌ GS  відповідає ділянці можливого контакту тіла aW  з 

тілом bW , а a Ì K1,2, ,B N{ }  – множина індексів усіх тіл, які контактують 

з тілом aW , a ¹ ÆB , a = K1,2, ,N . Вважаємо, що поверхні ab aÌ GS  і 

ba bÌ GS  достатньо близькі ( ab ba»S S ) [2], так що їхні нормалі відрізня-

ються лише знаком: ( ) ( )a b
¢» -n x n x , де ba

¢ = Î( )P Sx x  – проекція точки 

abÎ Sx  на поверхню baS . Позначимо через ab
¢= - =( )d x x x  

=

¢= -å
3

2

1

( )i i
i

x x  відстань по нормалі між тілами aW  і bW  до деформації. 

Поверхні abS  і baS  мають нелінійні поверхневі шари (покриття) вінк-

лерівського типу. Сумарне обтиснення abw  цих шарів є відомою функцією 

нормального контактного напруження: 

 ( ) ( ( )) ( ( )),    ,    ( )n nw g g S P Sab ab a ab b ab ba
¢ ¢= s = s Î = Îx x x x x x% % . 

Обернену залежність запишемо так: 
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 ( ) ( ) ( ( )),    ,    ( )n n g w S P Sa b ab ab ab ba
¢ ¢s = s = Î = Îx x x x x x . 

Вважаємо, що нелінійна функція ab ( )g z  є неперервною і має такі 

властивості [4, 26]: 
 (0) 0,      ( , )     ( ) ( )g y z y z g y g zab ab ab= " < Þ <{ } , (7) 

   ( 0)       ( , )    ( ) ( )M y z g y g z M y zab ab ab ab$ > " - £ -{ } . (8) 

На поверхнях abS  задаємо такі умови одностороннього контакту через 

нелінійні поверхневі шари [4, 26]: 

 ( ) ( ) 0,           ( ) ( ) 0ax bx ah bh
¢ ¢s = s = s = s =x x x x , (9) 

 a b ab ab
¢s = s = £( ) ( ) ( ( )) 0n n g wx x x , (10) 

 a b ab ab
¢+ + £( ) ( ) ( ) ( )n nu u w dx x x x , (11) 

 a b ab ab a
¢+ + - s =( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n n nu u w dx x x x x[ ] , (12) 

де abÎ Sx , ba
¢ = Î( )P Sx x , ab Î B , a = K1,2, ,N . 

Зазначимо, що контактна задача (1)–(3), (5), (6), (9)–(12) є нелінійною, 
оскільки нелінійними є контактні умови (10) і (12). 

2. Варіаційні формулювання [4, 26]. Для кожної із областей aW  роз-

глянемо простори Соболєва a a= W1 3( )V H[ ]  і введемо в них замкнені під-

простори 0 : 0V Va a a a= Î =u u{  на u
aG }  зі скалярним добутком 

 0

3 3

1 1

( , ) i i
i iV

j ji j

u v
u v d

x xa
a

a a
a a a a

= =W

¶ ¶æ ö= + Wç ÷¶ ¶è øå åòu v  

і нормою 0 0( , )
V Va a

a a a=u u u . Значення елементів просторів aV  і a
0V  на 

частинах поверхні області aW  будемо розуміти у сенсі слідів [3] і для 

спрощення позначатимемо їх тими самими символами. 

Уведемо простір 0 0 0 0
0 1 2 1 2( , , , ) :N NV V V V Va a= ´ ´ ´ = = Îu u u u uïK K{ , 

a = K1,2, ,N} , який є декартовим добутком просторів a
0V . У просторі 0V  

означимо скалярний добуток 00
1

( , ) ( , )
N

V Va
a a

a =

= åu v u v  і норму 
0V =u  

0
( , )V= u u , Î 0, Vu v . 

У гільбертовому просторі 0V  означимо білінійну форму ( , )A u v  таку, 

що ( , )A u u  відповідає сумарній енергії пружної деформації тіл: 

 0
1

( , ) ( , ),          ,
N

A a Va a a
a =

= Îåu v u v u v , 

 0( , ) ( ) : ( ) ,          ,a d V

a

a a a a a a a a a a
W

= s e W Îòu v u v u v
))

, 

а також лінійну форму ( )L v , яка відповідає роботі заданих сил: 

 0
1

( ) ( ),       
N

L Va a
a =

= Îåv v vl , 



42 

 0( ) ,        d dS V
s

a a

a a a a a a a a
W G

= × W + × Îò òv f v p v vl , 

де a aÎ W 3
2 ( )Lf [ ] , s

a aÎ G 3
2 ( )Lp [ ] , 1,2, ,Na = K . 

Крім цього, означимо в просторі 0V  невід’ємний неквадратичний 

функціонал ( )J u , що відповідає сумарній енергії деформації поверхневих 
шарів [5]: 

 0
, 0

( ) ( ) 0,      
n nd u u

Q S

J g z dz dS V
ab a b

ab

- -
-
ab

a b Î

é ù
= ³ Îê ú

ë û
å ò òu u

{ }

, 

де -
ab ab= ³ Ú <( ) 0, 0 ( ), 0g z z g z z{ } { } , а { }, : 1, 2, , ,Q N Ba= a b a Î b ÎK{ } { }  – 

множина всіх можливих невпорядкованих пар індексів тіл, що контактують 
між собою. Функціонал ( )J u  є один раз диференційовним за Ґато [5]: 

 0
,

( , ) ( ) ,    ,n n n n
Q S

J g d u u v v dS V

ab

-
ab ab a b a b

a b Î

¢ = - - - + Îå òu v u v
{ }

[ ] . 

Диференціал Ґато ¢( , )J u v  є нелінійним за u  і лінійним за v . 
Теорема 1 [4, 5, 26]. Контактна задача (1)–(3), (5), (6), (9)–(12) еквіва-

лентна в слабкому розумінні задачі мінімізації у просторі 0V  неквадра-

тичного функціонала 

 
0

1
1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) min
2 V

F F J A L J
Î

= + = - + ®
u

u u u u u u u  (13) 

з наступним знаходженням величин 1/2
00 ( )w Hab aÎ X , a a aX = G G\ u , ,a b Î{ }  

QÎ , за формулою 

 ( ),    ( ),       ,n n n nw g g d u u Q-
ab ab a a ab ab a b= s s = - - a b Î% { } . (14) 

Якщо поверхні a aG = ¶W , a = K1,2, ,N , усіх тіл є ліпшицевими, 

aG ¹ Æu , a aÎ W 3
2 ( )Lf [ ] , s

a aÎ G 3
2 ( )Lp [ ] , a ¥ aÎ W( )ijkC Ll , =, , , 1,2,3i j k l , 

a = K1,2, ,N , ab aÎ X1/2
00 ( )d H , , Qa b Î{ } , і виконуються умови (4), (7) і (8), 

то задача (13) має єдиний розв’язок Î 0Vu , а її розв’язання еквівалентне 

розв’язанню в просторі 0V  нелінійного за u  варіаційного рівняння 

 1 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( ) 0      ,F A J L V V¢ ¢= + - = " Î Îu v u v u v v v u . (15) 

Отже, розв’язування вихідної контактної задачі зведено до розв’язу-
вання нелінійного варіаційного рівняння (15) у гільбертовому просторі 0V . 

Це варіаційне рівняння – недиференційовне, оскільки доданок ¢( , )J u v  у за-
гальному випадку не є диференційовним за Ґато. 

3. Одноточкові алгоритми декомпозиції області [4, 26]. Спершу для 
розв’язування нелінійного варіаційного рівняння (15) контактної задачі (1)–
(3), (5), (6), (9)–(12) застосуємо такий неявний одноточковий нестаціонарний 
ітераційний метод [4]: 

 1
1 0( , ) ( , ) ( , )    ,    0,1,k k k k k kG G F V k+ ¢= - g " Î =u v u v u v v K , (16) 

де ´ ®0 0:kG V V R , 0 0,1,k Î = K{ }N , – деякі білінійні форми у просторі 

0V , g Îk R , 0k Î N , – ітераційні параметри, а Î 0
k Vu , 0k Î N , – k-ті 

наближення до точного розв’язку Î 0Vu  рівняння (15). 
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Зазначимо, що в загальному випадку ітераційний метод (16), застосова-
ний до розв’язування (15), не приводить до декомпозиції задачі за підоблас-
тями. Декомпозиції можна досягти лише завдяки певному вибору білінійних 

форм kG  у цьому методі. 
Надалі будемо вважати, що функції ab ( )g z , , Qa b Î{ } , мають узагаль-

нені похідні, які позначатимемо через ( )g zab
¢ , , Qa b Î{ } . Виберемо білінійні 

форми kG  так [4, 26]: 

 2 2
1 0( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ),      ,k k kG F A J V= ¶ = + ¶ Îu v u u v u v u u v u v , (17) 

де 

 2

,

( , , ) ( )k k k k
n n

Q S

J g d u u

ab

ab ab ab a b
a b Î

¢¶ = c - - ´å òu u v
{ }

 

 a b a b´ + +n n n nu u v v dS[ ][ ] , 

 sgn ( ) ,       ,k k k
n nd u u Q

-
ab ab a bc = - - - a b Î{ }[ ] . 

Тут ¶2 ( , , )kJ u u v  і ¶2
1( , , )kF u u v  – другі субдиференціали Ґато функціоналів 

J  і 1F  у точці Î 0
k Vu  за напрямками Î 0Vu  і Î 0Vv . 

Ітераційний метод (16) з білінійними формами kG  у вигляді (17) при 

g = 1k , = K0,1,k , відповідає неявному напівгладкому методу Ньютона для 
розв’язування варіаційного рівняння (15). Однак цей ітераційний метод не 
приводить до декомпозиції задачі за підобластями. 

Тепер опишемо такі варіанти вибору білінійних форм методу (16), які 
дозволяють здійснити декомпозицію, тобто звести розв’язування неліній-
ного варіаційного рівняння (15) у всій області W  до розв’язування на кож-
ній ітерації незалежних лінійних варіаційних рівнянь в окремих тілах aW . 

Виберемо білінійні форми kG  таким чином [4, 26]: 

 0( , ) ( , ) ( , ),       ,k kG A X V= + Îu v u v u v u v , 

 
,

( , ) ( )k k k k
n n n n n n

Q S

X g d u u u v u v dS

ab

ab ab ab a b a a b b
a b Î

¢= y - - +å òu v
{ }

[ ] , (18) 

де ( ) 0, \ 1,k k kS S Sab ab ab aby = Î Ú Îx x x{ } { }  – характеристичні функції дея-

ких заданих підобластей ab abÍkS S , Î 0k N , поверхонь abS , , Qa b Î{ } . Зо-

крема, ці функції можна задати, як у напівгладкому методі Ньютона: 

 ( ) sgn ( ) ,      ,k k k k k
n nd u u Q

-
ab ab ab ab a by = c = c = - - - a b Îu { }[ ] . (19) 

Покажемо, що внаслідок такого вибору білінійних форм kG  отримаємо 

декомпозицію за підобластями. Позначимо + += - - g g% 1 1 (1 ) /k k k k ku u u[ ] . То-
ді ітераційний метод (16) з білінійними формами (18) можна записати у та-
кому еквівалентному вигляді: 

 1 1
0, , ( ) ( , ) ( , )    k k k k k kA X L X J V+ + ¢+ = + - " Îu v u v v u v u v v% %( ) ( ) , (20) 

 1 1 (1 ) ,       0,1,k k k k k k+ += g + - g =u u u% K . (21) 

Спільні величини для підобластей в ітераційному процесі (20), (21) є 
відомими з попереднього ітераційного кроку. Тому варіаційне рівняння (20) 
розпадається на N  незалежних варіаційних рівнянь у підобластях aW , і 

метод (20), (21) еквівалентний такому ітераційному методу [4, 26]: 
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a ab

+ +
a a a ab ab ab a b a a

bÎ

¢+ y - - =å ò% %1 1( , ) ( )k k k k k
n n n n

B S

a g d u u u v dSu v  

 
a ab

a a ab ab ab a b a a
bÎ

¢= + y - - +å ò( ) ( )k k k k
n n n n

B S

g d u u u v dSvl  

 
a ab

-
ab ab a b a

bÎ

+ - -å ò ( )k k
n n n

B S

g d u u v dS   

 0 ,    1,2, ,V Na a" Î a =v K , (22) 

 1 1 (1 ) ,       1,2, , ,    0,1,k k k k k N k+ +
a a a= g + - g a = =u u u% K K . (23) 

На кожному кроці k  методу (22), (23) необхідно паралельно розв’язу-
вати N  незалежних лінійних варіаційних рівнянь (22) в окремих тілах aW . 

Ці варіаційні рівняння відповідають крайовим задачам теорії пружності з 
умовами Робіна (Пуанкаре) на поверхнях Sab . Тому ітераційний метод (22), 

(23) належить до паралельних схем Робіна (Пуанкаре) декомпозиції 
області. 

Вибираючи різні характеристичні функції ab aby = y ( )k k x , , Qa b Î{ } , 

0k Î N , можемо отримати різні варіанти алгоритму декомпозиції області 

(22), (23). Так, покладаючи aby º( ) 0k x , тобто ab = ÆkS , , Qa b Î{ } , 0k Î N , 

одержуємо паралельну схему Неймана. Інший граничний випадок від-

повідає вибору aby º( ) 1k x , тобто ab ab=kS S , , Qa b Î{ } , 0k Î N . 

Виконані числові дослідження показали, що функції ( )k
aby x  найефек-

тивніше задавати у вигляді (19). Такий варіант вибору забезпечить кращу 

збіжність методу (22), (23) порівняно з вибором aby º( ) 0k x , , Qa b Î{ } , 0kÎN , 

або ( ) 1k
aby ºx , , Qa b Î{ } , 0k Î N . Тоді алгоритм декомпозиції області (22), 

(23) можна трактувати як модифікацію напівгладкого методу Ньютона. 
4. Двоточкові алгоритми декомпозиції області. Перепишемо нелінійне 

варіаційне рівняння (15) контактної задачі (1)–(3), (5), (6), (9)–(12) у такій 
формі: 
 1 0 0( , ) ( , ) ( , ) 0      ,F F J V V¢ ¢ ¢= + = " Î Îu v u v u v v u . (24) 

Тут ¢ = -( , ) ( , ) ( )F A Lu v u v v  – диференційовна за Ґато частина, а ¢( , )J u v  – 

недиференційовна частина. Диференціал Ґато від ¢( , )F u v  за напрямком 

Î 0Vw  має вигляд ¢¢ =( , , ) ( , )F Au v w v w , Î 0, , Vu v w . 

Розглянемо диференціально-різницеві ітераційні методи для розв’язу-
вання цього варіаційного рівняння. 

Диференціально-різницеві методи для варіаційних рівнянь з недифе-
ренційовним оператором – це багатоточкові модифікації методу Ньютона, у 
яких застосовується лише диференціал від диференційовної частини опера-
тора, а недиференційовній частині відповідає певна різницева формула 
(поділена різниця). 

Зазначимо, що поділена різниця першого порядку для функціонала 
¢( , )J u v  має вигляд 

 =( , , , )H y z u v  

 
,

( ) ( )n n n n

n n n nQ S

g d y y g d z z

y y z z
ab

- -
ab ab a b ab ab a b

a b a ba b Î

- - - - -
= - ´

+ - -å ò
{ }

 

 0,      , , ,n n n nu u v v dS Va b a b´ + + Îy z u v[ ][ ] . 
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Застосуємо до розв’язування варіаційного рівняння (24) такий неявний 
двоточковий ітераційний метод: 

 , 1 1 , 1
1 0( , ) ( , ) ( , )    ,  0,1,k k k k k k k kG G F V k- + - ¢= - g " Î =u v u v u v v K , (25) 

де - -=, 1 1( , ) ( , , , )k k k kG Gu v u u u v , Î 0, Vu v , = K0,1,k , – деякі задані функ-

ціонали, лінійні за Î 0Vu  і за Î 0Vv ; g Îk R , = K0,1,k , – ітераційні пара-

метри; Î 0
k Vu , = K1,2,k , – k -ті наближення до точного розв’язку Î 0Vu  

рівняння (15), а - Î0 1
0, Vu u  – початкові наближення. 

Виберемо білінійні форми -, 1( , )k kG u v  у методі (25) таким чином: 

 - -¢¢= + =, 1 1( , ) ( , , ) ( , , , )k k k k kG F Hu v u u v u u u v  

 1
0( , ) ( , , , ),      ,k kA H V-= + Îu v u u u v u v . (26) 

У результаті отримаємо ітераційний метод (25), (26) для розв’язування 

нелінійного варіаційного рівняння (24), який при g = 1k  відповідає неявному 
комбінованому диференціально-різницевому методу Ньютона – хорд [13, 15]. 

Якщо ж білінійні форми -, 1( , )k kG u v  у методі (25) вибрати так: 

 - - -¢¢= + - =, 1 1 1( , ) ( , , ) (2 , , , )k k k k k kG F Hu v u u v u u u u v  

 1 1
0( , ) (2 , , , ),      ,k k kA H V- -= + - Îu v u u u u v u v , (27) 

то при g = 1k  одержимо неявний комбінований диференціально-різницевий 
ітераційний метод Ньютона – Курчатова [13, 14] для розв’язування рівнян-
ня (24), який описується ітераційними формулами (25), (27). 

Однак диференціально-різницеві ітераційні методи Ньютона – хорд і 
Ньютона – Курчатова, як і напівгладкий метод Ньютона, не приведуть до 
декомпозиції задачі за підобластями, оскільки поділена різниця ( , , , )H y z u v  

містить величини a bn nu v  і b an nu v , , Qa b Î{ } , які є спільними для різних 

тіл. Тому задля досягнення декомпозиції пропонуємо модифікації цих ме-
тодів, які полягають у використанні у білінійних формах (26) і (27), замість 
поділеної різниці ( , , , )H y z u v , Î 0, , , Vy z u v , функціонала 

 =% ( , , , )H y z u v  

 
,

( ) ( )n n n n

n n n nQ S

g d y y g d z z

y y z z
ab

- -
ab ab a b ab ab a b

a b a ba b Î

- - - - -
= - ´

+ - -å ò
{ }

 

 0,         , , ,n n n nu v u v dS Va a b b´ + Îy z u v[ ] , 

який не містить доданків, спільних для підобластей. 

Отже, білінійні форми -, 1( , )k kG u v , Î 0, Vu v , в ітераційному методі (25) 

задаємо у вигляді 

 , 1 1
0( , ) ( , ) ( , , , ),      ,k k k kG A H V- -= + Îu v u v u u u v u v% , (28) 

або 

 , 1 1 1
0( , ) ( , ) (2 , , , ),      ,k k k k kG A H V- - -= + - Îu v u v u u u u v u v% . (29) 

Увівши позначення + += - - g g% 1 1 (1 ) /k k k k ku u u[ ] , = K0,1,k , запишемо іте-
раційний метод (25) з білінійними формами (28) у такому еквівалентному 
вигляді: 
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 + - ++ =%% %1 1 1( , ) ( , , , )k k k kA Hu v u u u v  

 - ¢= + -% 1( ) ( , , , ) ( , )k k k kL H Jv u u u v u v , (30) 

 1 1 (1 ) ,       0,1,k k k k k k+ += g + - g =u u u% K . (31) 

Варіаційне рівняння (30) розпадається на N  незалежних варіаційних 
рівнянь у тілах aW , тому метод (30), (31) еквівалентний такому ітерацій-

ному процесу: 

 +
a a a +% 1( , )ka u v  

 
a ab

- - - -
ab ab a b ab ab a b +

a a- -
bÎ a b a b

- - - - -
+ =

+ - -
å ò %

1 1
1

1 1

( ) ( )k k k k
n n n n k

n nk k k k
B n n n nS

g d u u g d u u
u v dS

u u u u
 

 a a= +( )vl  

 
a ab

- - - -
ab ab a b ab ab a b

a a- -
bÎ a b a b

- - - - -
+ +

+ - -
å ò

1 1

1 1

( ) ( )k k k k
n n n n k

n nk k k k
B n n n nS

g d u u g d u u
u v dS

u u u u
 

 0( ) ,   ,  1,2, ,k k
n n n

B S

g d u u v dS V N
a ab

-
ab ab a b a a a

bÎ

+ - - " Î a =å ò v K , (32) 

 1 1 (1 ) ,      1,2, , ,   0,1,k k k k k N k+ +
a a a= g + - g a = =u u u% K K . (33) 

У результаті одержуємо двоточковий алгоритм декомпозиції області 
(32), (33), який можна вважати модифікацією диференціально-різницевого 
методу Ньютона – хорд. 

Подібно ітераційний метод (25) з білінійними формами (29) можна 
звести до вигляду 

 + - - ++ - = +%% %1 1 1 1( , ) (2 , , , ) ( )k k k k kA H Lu v u u u u v v   

 1 1
0(2 , , , ) ( , )       k k k k kH J V- - ¢+ - - " Îu u u u v u v v% , (34) 

 1 1 (1 ) ,        0,1,k k k k k k+ += g + - g =u u u% K , (35) 

який еквівалентний такому методу: 

 +
a a a +% 1( , )ka u v  

 
1 1 1 1

1 1

( 2 2 ) ( )

2( )

k k k k k k
n n n n n n

k k k k
B n n n nS

g d u u u u g d u u

u u u u
a ab

- - - - - -
ab ab a b a b ab ab a b

- -
bÎ a b a b

- - + + - - -
+ ´

+ - -
å ò  

 1 ( )k
n nu v dS+

a a a a´ = +v% l  

 
1 1 1 1

1 1

( 2 2 ) ( )

2( )

k k k k k k
n n n n n n

k k k k
B n n n nS

g d u u u u g d u u

u u u u
a ab

- - - - - -
ab ab a b a b ab ab a b

- -
bÎ a b a b

- - + + - - -
+ ´

+ - -
å ò  

 ( )k k k
n n n n n

B S

u v dS g d u u v dS
a ab

-
a a ab ab a b a

bÎ

´ + - -å ò  

 0 ,   1,2, ,V Na a" Î a =v K , (36) 

 1 1 (1 ) ,        1,2, , ,    0,1,k k k k k N k+ +
a a a= g + - g a = =u u u% K K . (37) 
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Отриманий двоточковий метод декомпозиції області (36), (37) можемо 
трактувати як модифікацію диференціально-різницевого методу Ньюто-
на – Курчатова. 

На кожній k -й ітерації алгоритмів декомпозиції області (32), (33) і (36), 
(37) потрібно паралельно розв’язувати N  незалежних лінійних варіаційних 
рівнянь (32) або (36) в окремих підобластях aW , що відповідають задачам 

теорії пружності з такими крайовими умовами Робіна (Пуанкаре) на ділян-
ках можливого контакту abS : 

 1 , 1 1 , 1( ) ,       k k k k k k k k k
n n n n nu g d u u u S+ - + - -

ab ab a ab ab a b ab a abs + j = - - + j Îx% % , 

де +
abs% 1k

n  – невідомі зусилля. Тут величина -
abj , 1k k  у випадку алгоритму (32), 

(33) має вигляд 

 
- - - -
ab ab a b ab ab a b-

ab - -
a b a b

- - - - -
j =

+ - -

1 1
, 1

1 1

( ) ( )k k k k
n n n nk k
k k k k
n n n n

g d u u g d u u

u u u u
, 

а у випадку алгоритму (36), (37) вона визначається так: 

 
- - - - - -
ab ab a b a b ab ab a b-

ab - -
a b a b

- - + + - - -
j =

+ - -

1 1 1 1
, 1

1 1

( 2 2 ) ( )

2 ( )

k k k k k k
n n n n n nk k

k k k k
n n n n

g d u u u u g d u u

u u u u
. 

Отже, для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння (15) задачі 
про контакт багатьох пружних тіл за наявності нелінійних вінклерівських 
поверхневих шарів розроблено ряд одноточкових напівгладких і двоточ-
кових диференціально-різницевих паралельних ітераційних алгоритмів 
декомпозиції області, які зводять це рівняння до розв’язування на кож-
ному ітераційному кроці незалежних крайових задач лінійної теорії пруж-
ності в окремих тілах з умовами Робіна на зонах контакту. Для набли-
женого розв’язування задач у тілах можна застосовувати різні числові 
методи, зокрема метод скінченних елементів (МСЕ) або метод граничних 
елементів (МГЕ). 

5. Числові дослідження. Здійснено програмну реалізацію розроблених 
методів декомпозиції області для плоских задач про контакт через поверх-
неві вінклерівські шари двох і трьох пружних тіл із застосуванням скінчен-
ноелементних апроксимацій на лінійних і квадратичних трикутних еле-
ментах. 

Дослідження числової ефективності двоточкових і одноточкових алго-
ритмів декомпозиції області проведено для задачі 
про контактну взаємодію через нелінійний вінкле-
рівський шар двох ізотропних пружних тіл W1  і 

W2 , одне з яких має крайову виїмку (рис. 2). Тіла 

мають висоту h  і довжину l . Висота виїмки опи-

сується функцією 2 2 3/2
1 0 1( ) 1 ( ) /r x r x b= - - l[ ] , де 

Î -1 [ , ]x bl l , -= × 4
0 5 10r b , b  – довжина виїмки. 

На нижню межу тіла W1  і верхню межу тіла W2  
діє нормальне стискувальне навантаження сталої 
інтенсивності q . На правій і лівій межах кожного 
з тіл задано умови симетрії. Модулі Юнґа та ко-
ефіцієнти Пуассона матеріалів тіл однакові: 1E =  

2E E= = , n = n = n1 2 . Зоною можливого контакту 

 
Рис. 2 
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є 12 1 2 1 2( , ) : [0, ],  S x x x x h= = Î =x ï l{ } , а відстань між тілами до деформа-

ції дорівнює 2 2 3/2
12 0 1( ) 1 ( ) /d r x b += - -x l{ }[ ] , Î 12Sx , де max 0,y y+ = { } . 

Нелінійну функцію 12g , яка описує зв’язок між нормальними напру-
женнями і переміщеннями вінклерівського шару, задаємо у вигляді 

 1
12 12 12 12 121/

1( ( )) sgn ( ( )) ( ) ,       a
a

g w w w S
B

= Îx x x x/ . 

Описану задачу розв’язано за допомогою двоточкових алгоритмів де-
композиції області (32), (33) і (36), (37), які є модифікаціями комбінованих 
методів Ньютона – хорд і Ньютона – Курчатова відповідно та одноточко-
вого алгоритму декомпозиції області (22), (23) з характеристичною функці-

єю 12 12
k ky = c , який можна трактувати як модифікацію напівгладкого методу 

Ньютона. Для розв’язування задач в окремих тілах на кожному кроці МДО 
застосовували МСЕ з лінійними трикутними елементами. Ітераційні пара-

метри kg , 0k Î N , в усіх алгоритмах МДО задавали однаковими на всіх 

ітераціях, тобто 0kg = g > , 0,1,k = K . Початкові наближення для контакт-

них переміщень вибирали у вигляді 0 4( ) 10nu b-
a ºx , 1 4( ) 2 10nu b- -

a º ×x , 

1,2a = , 12SÎx . За критерій завершення ітераційного процесу вибирали 
такий: 

 

+
a a

+
a

-
£ e a =

1

2
1

2

, 1,2

k k
n n

uk
n

u u

u
, 

де 2
2

( )jn n
j

u ua a= å x[ ]  – дискретна норма, Î 12
j Sx  – вузли скінченно-

елементного розбиття ділянки можливого контакту 12S , а e > 0u  – відносна 
точність. Числові розрахунки здійснено для таких геометричних і фізичних 

парамерів: = 1h см, = 4l см, = 1b см, = × 52.1 10E МПа, n = 0.3 , = 10q МПа, 
64 10B -= × см/(МПа)а, 1.1a = . Для кожного з тіл застосовували скінчен-

ноелементне розбиття на 1024  трикутні cкінченні елементи. За такого роз-
биття вздовж зони можливого контакту 12S  міститься по 32  скінченних 
елементи з кожного боку. 

У роботі [4] проведено числові дослідження цієї задачі за допомогою 
одноточкових методів декомпозиції області (22), (23). У цій праці проана-
лізовано залежність збіжності алгоритму МДО (22), (23) від вибору ітераці-
йного параметра g , а також вивчено вплив параметрів нелінійного вінкле-
рівського шару та довжини тіл на нормальне контактне напруження. 

У пропонованій статті досліджено 
двоточкові алгоритми декомпозиції об-
ласті (32), (33) і (36), (37) для розв’язу-
вання сформульованої задачі. Здійснено 
порівняння швидкості збіжності цих ал-
горитмів і одноточкового алгоритму (22), 
(23), (19) за різних значень ітераційного 
параметра g . 

На рис. 3 наведено графіки залеж-
ності загальної кількості ітерацій m , 
необхідної для досягнення точності 
e = 0.001u , від ітераційного параметра 
g  для різних алгоритмів МДО. Крива 1 

 
Рис. 3 
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відповідає цій залежності для одноточкового МДО (22), (23), (19), який є мо-
дифікацією напівгладкого методу Ньютона, крива 2 – для двоточкового ал-
горитму (32), (33), який є модифікацією методу Ньютона – хорд, а крива 3 
– для двоточкового МДО (36), (37), який можна трактувати як модифікацію 
методу Ньютона – Курчатова. 

Значення кількості ітерацій m  вибраних вище алгоритмів при деяких 
значеннях параметра g  наведено у табл. 1. Стовпчик І відповідає значен-
ням m  для одноточкового алгоритму (22), (23), (19), а стовпці ІІ і ІІІ – для 
двоточкових МДО (32), (33) і (36), (37). 

Бачимо, що при g Î (0, 0.6]  усі три алго-
ритми для розглядуваної задачі збігаються з 
майже однаковою швидкістю, а при g > 0.6  
збіжність усіх алгоритмів є різною. Найшир-
шу область збіжності за параметром g  має 
алгоритм (32), (33), який є модифікацією ме-
тоду Ньютона – хорд (стовпчик ІІ). Цей алго-
ритм збігається за (0, 0.999]g Î . Алгоритм 
(36), (37), який є модифікацією методу Нью-
тона – Курчатова, є збіжним при (0,0.76]g Î . 
Найменшу область збіжності за g  серед 
трьох алгоритмів для сформульованої задачі 
має алгоритм (22), (23), (19), що є модифіка-
цією напівгладкого методу Ньютона. Він 
збігається для (0, 0.6205]g Î . При g Î 

[0.62,0.6205]Î  модифікація методу Ньюто-
на – хорд (32), (33) збігається швидше, ніж 
одноточковий алгоритм (22), (23), (19), а при 

[0.62, 0.76]g Î  має вищу швидкість збіжнос-
ті, ніж модифікація методу Ньютона – Кур-
чатова (36), (37). 

Оптимальним значенням ітераційного 
параметра g  для усіх трьох алгоритмів є 

0.6*g = . При цьому значенні g  методи де-
композиції (22), (23), (19) і (32), (33), а також 
(36), (37) досягають точності e = 0.001u  за 

7m =  ітерацій. 
Отже, серед розглянутих алгоритмів декомпозиції області найбільш 

ефективним для розв’язування сформульованої задачі є застосування 
двоточкового МДО (32), (33), який є модифікацією методу Ньютона – хорд. 
Цей метод має найширший діапазон допустимих значень ітераційного пара-
метра g  і, починаючи з деякого значення g , – вищу швидкість збіжності 
порівняно з модифікацією методу Ньютона – Курчатова (36), (37) та одно-
точковим методом (22), (23), (19). 

Висновки. Розглянуто задачу про односторонній контакт через нелі-
нійні вінклерівські поверхневі шари багатьох пружних тіл. Наведено слабке 
формулювання цієї задачі у вигляді нелінійного варіаційного рівняння з 
недиференційовним оператором у гільбертовому просторі, отримане у 
працях [4, 5, 26]. 

Для розв’язування нелінійного варіаційного рівняння, що відповідає 
контактній задачі, запропоновано двоточкові паралельні ітераційні методи 
декомпозиції області типу Робіна, які одержано на основі модифікацій 
неявних комбінованих диференціально-різницевих ітераційних методів 
Ньютона – хорд [13, 15] і Ньютона – Курчатова [13, 14]. 

Таблиця 1. Кількість ітерацій m  
за різних значень параметра g . 

g  І ІІ ІІІ 

0.02 108 108 109 
0.05 59 59 59 

0.1 35 35 35 

0.2 20 20 20 
0.3 14 14 14 

0.4 11 11 11 
0.5 9 9 9 

0.6 7 7 7 
0.6205 8 7 8 

0.6206 – 7 8 
0.7 – 9 15 

0.75 – 12 42 

0.76 – 12 134 
0.761 – 12 – 

0.8 – 15 – 
0.9 – 30 – 

0.95 – 62 – 
0.98 – 158 – 

0.99 – 318 – 
0.995 – 638 – 

0.999 – 3198 – 

1 – – – 
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Здійснено числову реалізацію отриманих алгоритмів МДО для плоских 
задач про контакт двох і трьох пружних тіл за можливої наявності неліній-
них поверхневих шарів вінклерівського типу на основі скінченноелементних 
апроксимацій. Розроблені методи апробовано для числового розв’язування 
плоскої задачі про контактну взаємодію через нелінійний вінклерівський 
прошарок двох ізотропних пружних тіл з виїмкою. Досліджено вплив вибо-
ру ітераційних параметрів на швидкість збіжності методів декомпозиції об-
ласті. Проведено порівняння числової ефективності двоточкових алгоритмів 
МДО і одноточкового алгоритму декомпозиції області, запропонованого у 
працях [4, 26]. 

Встановлено, що для розглянутої задачі двоточкові алгоритми декомпо-
зиції області, отримані на основі модифікацій комбінованих диференціаль-
но-різницевих ітераційних методів, є ефективнішими, ніж одноточковий 
МДО, який можна інтерпретувати як модифікацію напівгладкого методу 
Ньютона, оскільки вони мають ширшу область значень допустимих ітера-
ційних параметрів і, починаючи з певного значення ітераційного параметра, 
досягають заданої точності за меншу кількість ітерацій. 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 
ДЕКОМПОЗИЦИИ ОБЛАСТИ ДЛЯ ЗАДАЧИ О КОНТАКТЕ УПРУГИХ ТЕЛ ПРИ НАЛИЧИИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ВИНКЛЕРОВСКИХ ПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЕВ 
 
Рассмотрена задача о контактом взаимодействии нескольких упругих тел при 
наличии нелинейных винклеровских поверхностных слоев. Для решения нелиней-
ного вариационного уравнения с недифференцируемым оператором, которое соот-
ветствует этой контактной задаче, предложены неявные двухточечные комби-
нированные дифференциально-разностные параллельные итерационные алгорит-
мы декомпозиции области типа Робина. Выполнена программная реализация 
этих алгоритмов для случая плоских контактных задач на основе конечноэле-
ментных аппроксимаций. Проведено сравнение численной эффективности двух-
точечных и одноточечных итерационных методов декомпозиции области для 
задачи о контакте через нелинейный винклеровский слой двух упругих тел с 
выемкой. 

Ключевые слова: контактные задачи, вариационные уравнения, дифференциаль-
но-разностные итерационные методы, полугладкий метод Ньютона, ме-
тоды декомпозиции области, метод конечных елементов. 

 
DIFFERENTIAL-DIFFERENCE ITERATIVE DOMAIN DECOMPOSITION 
METHODS FOR PROBLEM OF CONTACT BETWEEN ELASTIC BODIES WITH 
NONLINEAR WINKLER SURFACE LAYERS 
 
A problem of contact interaction between several elastic bodies with nonlinear Winkler 
surface layers is considered. In order to solve a nonlinear variational equation with 
nondifferentiable operator, which corresponds to the contact problem, the implicit two-
point combined differential-difference parallel iterative domain decomposition 
algorithms of Robin type are proposed. The program implementation of these 
algorithms with the use of the finite element approximations is developed for the case 
of the plane contact problems. The numerical efficiency of two-point and one-point 
iterative domain decomposition methods is compared for the problem of contact 
between two elastic bodies with a groove through a nonlinear Winkler layer. 

Key words: contact problems, variational equations, differential-difference iterative 
methods, semi-smooth Newton method, domain decomposition methods, finite 
element method. 
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