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х [п (ч-'tk-I)]-+ s exp[~~Q(C;~QU, u)JX
k=l IRp+q k=l

Х f(UI, .. ., Up)g(UO+I, ... , up+q)du.

Для д о к а з а т е л ь С Т В а строится функционал

h (Х) = t (х) g [f ар+ 1 (t) dx «), ... , Jар+ ц (t) dx (t)).

для которого специально выбираются Функции ap+i (1) (j = 1, q), а затем

применяется теорема 1.
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РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОГО нвпиньяного УРАВНЕНИЯ теплопроводности

МЕТОДОМ НЬЮТОНА - КАНТОРОВI1ЧА

в [51 для решения одномерного нелинейнего ура внен и я теплопровод ­

но сти примен ен метод Ньютона - Канторов ича. В данной статье

ра ссмотрен случ а й двумерного нелинейного уравнения теплопро­

водности.

Как известно [4], ур а внен ие теплопроводности с учетом зависимости

коэффициента теплопроводности ).. от температуры t (х, у) имеет вид

~[)..~]+:у[).. ~J=-ш в о, (1)

где (J) - плотность внутренних источн и ков тепла . для простоты гранич­

ные у словия выберем типа

t [ г = ~ (х, у). (2)

При решении задачи (1 )-(2) методом Ньютона - Канторовича [3]
исходная зада ча заменяется последов ательность ю л и ней ны х краевы х задач:

),(n) [ a2V (n ) д 2 V (n ) ] 2 dл(n) rдt ( f/ ) av(nl at(n) дV(n>]

дх2 + ai + dt Lдх дх + ду ду +
2з



(3)

(6)

(7)

d
2л(n)

[( дf(n»)2 (дf/n»)2] d,.!n) [д2t/n) д2t(n)]
+ -2- __ О + - V(n) +-- --- + -_ V(n)-

dt дх ду а: дх2 дi -

[
д2 t /n) д2t/n)] dл/n) [( д / (n » ) 2 (дt(n»)2]

=л/n) --+-- +- -- + - +ш в D
дх2 дi dt дх ду ,

( (n+l) = ,/n) -II V(n) 0< II ~ 1 t(n+l) [г = сп (х У) п = О 1 2 (4.)n' n -...::::: , т " "' • • •,

где V(n) (х, У) - неизвестная функция; IIn - параметр, обеспечивающий

сходимость итерационного процесса в случае «плохого» начального при­

ближения. На практике, как правило, IIn = 1.
Дискретиэнруем непрерывную область D равномерной сеткой (2):

D h= {(Xi, Yj): х, = ihx , У! = jh!J, (5)

где hx , hy - шаги сетки соответственно по осям Х, у. для простоты будем

считать. что D является прямоугольником . При решении уравнения (3)
производные функции У(n)(х, У) заменим разностями со вторым поряд­

ком аппроксимации [2]. В результате получаем систему линейных алге­

браических уравнений:

Ь (n ) V(n) + ь(n) V/n) + ьг: V(n) + ь(n) V(n) ь(n) V(n) /n)
l.i! (./-I г.ц 1- 1./ . з . н [./ Ц; [+ 1./ + 5.ij i ,j+ I = Ьб.ij,

i = 1, М - 1, j = 1, N - 1,

где V!J) = О; i = О, М при j = О, N; j = О, N при i = О, М,

, (n) _ Л /n) о.(n) д! (n) I
01 - h 2 - dГ ----zгy hy ,

у

л (n) dл<n) df(n)/
b~n) = """iТ - ---;гг ----ах hх,

х

ь(n) = d
2л

· [( iJt(ll»)2 (at(n) )2] dл(n) [Q2t (n) . Q2t (n) ] _ [2),(n) 2Л(n)]
3 dt2 дх + ду + dt дх2 + дi h; + h~, '

d' /n) дt/n) !
ь(n\ = л(n)/h 2 +-"- -- h

4 х dt дх <.

d) /n) дt(n) I
ь(n) = л(n)/h2 + -' - -- h

5 у dt ду у'

(n) = (n) [д
2t(n)

д
2t(n)]

dл(n) [( дt tn » ) ]2 ( дt(n»)2]
Ьб л 2 + 2 + dt д + д + Ш.

~ ~ х у

Коэффициенты ь!n) (i = r--6) системы (6) определим приближенно, а

именно: ь!n) = ь1
n

) + о (h~ +h;), т. е. решаем систему уравнений

-ь(n) V(n) + -ь(n) V(n) -ь(n) V(n) I ь-(n) V(n) + -ь(n) V(n) -ь(n)
I.i; "1./ - 1 2.ij [-l,/ + 3,i/ 1./ т 4.i/ i+l .i 5 .ij l.i+ l = б .ij.

i=I,M-I,j=l, N-I,

где И~)= О; i = О. м при t = О. N; i = О. м при Г= О. N. дЛЯ реше­
ния системы (7) нами использовался метод верхней релаксации, можно

пользоваться также матричной прогонкой или другим методом.

для практической реализации изложенного метода нами решалась

задача (I)-(2) .B случае малоуглеродной стали марки 08 КП [Г] . Об­

ласть D выбрана в виде квадрата со стороной 0.5, а W = 1. Граничные

условия заданы так : на горизонтальных сторонах t = 500ОС + 1000
0С

х.

на правой вертикальной - t = 1000 ос. на левой - '= 500
0С.

ДЛЯ оп ­
ределения I.(' (Х, у» использовали табличные данные из [1], при этом

рассматривали аппроксимацию трех видов [2], а именно:

1. л (t) заменяли на промежутке [~, lj прямой линией

L1(t)=a+bt, (8)



(9)

(1 О)

(ооо'с

2000'с,

50rlC

50О'С Р

-,
-,

-,

'" q
500'с +1000'с" 0.5

0,25

50с'с

(12)[ 1 и) = 54,2 - 0,036 t.

При использовании аппроксима­

ции (8) мы практически не можем хорошо удовлетворить таблицу из

[1], что существенно влияет на неточность результатов вычислений. Н",

практике целесообразно использовать аппроксимацию (9), как наиболее

простую и достаточно эффективную, а также квадратную сетку h" = h y •

где коэффициенты выбраны из УСЛОВИЯ наилучшего ПJиuлижения Е, (t)
к табличным значениям 'А (t) в точках промежугка [~, t] .

2. ), (1) заменяли ломаной линией, когда кривая на каждом отрезке

[t;, 1;+1] заменяется прямой по интерполяциониой формуле Лагр анж а [2]:
о t-t;+] t-t;

1.1(1 )= ),,(t ;) t
j

- I
j
+

1
+ 'А (t;+I) t;+I- I ; '

3. A(t) заменяли на каждом промежутке [t;_I, [;+1] отрезком пара­

болы по интерполяционной формуле Лагранжа [2]:
(1- 1;) (1 -1;+1)

L2(t)=),(I;-I)(t._t.)(!. -1 .)+
1-1 1 1-1 1+1

(! - 1;-1) (1 - 1;+1) (1- 1;_1) (1- t;)
+ 'А (t i ) (1; _ 1;_1) (1; - 1;+1) + 'А (1 ;+1) (li+l - li_l) (1;+1- 1;) .

Решение приведенной задачи для

у = 0,25 (hx = !l!; = 0.05) дано в табл. 1,
при этом для определения 1. (t) ис­

пользовались формулы (9), (10), а так-

же (8) в случаях t = 500, Т= 1000:

[ 1 (!) = 39,233 - 0,016бt (11)

и t = О, t = 1000:

I 0,05 I 0,10 I 0,15 I 0,20 I 0.25 I 0.30 I 0 ,35 I 0,40

Таблица

0.45

(9) 543,6 588,5 634,8 681,8 730,3 780,7 832,8 888,9 944,1
(10) 543,9 588,7 635,1 682,1 720,8 781,5 833,8 890,5 944,7
(11) 546,0 593.0 640,9 689,4 733,7 788,8 839,6 891,6 944,9
(\2) 542,5 586,5 631,8 678,4 726,2 775,4 826,5 880,0 937,2

Кроме того, нами решал ась задача (l) - (2) ДЛЯ более сложной

области D, приведеиной на рисунке. Результаты расчетов даны в табл. 2
для линии pq (х+ у=0,5). Отметим , что результаты получены за

4-5 итераций Ньютона - Канторовича, что говорит об эффектив­

ности метода.

ТаБЛllца 2

.t

0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0, 50

(9) 500,0 652,9 76П,9 858,2 939,0 1000
(10) 500,0 653,7 761,3 857,4 938,9 :000
(\ 1) 500,0 662,4 771,3 862,2 939,4 1000
(\2) 500,0 649,3 755,4 850,0 I 934,2 1000
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ЧИСЛЕННОЕ ОБРАЩЕНИЕ СИСТЕМЫ

СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИй

Получ ен о 16.01.84.

в настоящее время р азработаны и эффективно испол ьзуются на

практике прямые ч ислен н ые методы решения сингул я рн ы х интегр ал ь­

ных ур а внен и й (СИУ) , с помощью которых при произвольной огра­

н иченной правой ч а сти можно получить решение в виде р ядов по

о ртогонал ьн ым полиномам, коэффициенты которых опр еделяются из

систем алгебраических у р а внен ий [1]. Однако во м н о ги х зада ча х

м ате ма ти ч ес кой фи зи ки, котор ы е сводятся к решению СИУ, н еоб хо­

д имо им еть реш ение в виде аналитической зависимо сти от пр авой

ч а сти, т. е. з н ать форм улу обращения. Например. есл и в зада ч е м ех а ­

н и ки при фиксир ов ан но й геометрии задачи необходим о в арьи ров ать

прил аг а емую н агру зку . то целесообразно иметь фу ндамент ал ьн о е

реш ение, чтобы не решать СИУ дЛЯ каждой нагру з ки зано во . В ко н­

тактных (см ешанных) з адач а х теории упругости для тел с р азрезами

фундаментально е решение используется непосредствен н о пр и постро е­

нии СИУ указа н ных за дач .

Обр атить СИУ можно практически лишь в том слу чае, есл и и х
р егулярные ядра вырожденные или допускают подход ящую аппрок-

с и м а цию . Когда ядр а СИУ сравнительно простой стр у ктуры , то при­

бл иженную формул у обращения можно также постро ить с помощью

метода малого пар а м етр а. В общем же случае дл я дости жен и я этой

цели необходимо п ри влека тъ численные методы.

Ниже пр едл аг а ется числ енный способ постро ени я фо рмул обращ е­

ния системы СИ У:

I[n ]I 'ер (s)- (' -- +~ "''' (5) М"О (5, 50) d5 = {р (50),
7t J s-sО ,l.J,

- 1 "=1

(1)

fЭ = l-:-n, So Et-l , 1],

где ядра М"о (5, 50) 11 свободные члены {о (5) суть задан ные на [-1, 1]
ог ран иче н ные функции .

Решение системы (1) аудем искать в классе функц ий , неограничен­

ных н а концах , единственность которого обеспечивается нал ич ием условий

1 1

~ S <Ро (5) d5 = СО, р = 1, п. (2)
-1

Представим функц ии <рр (5) В виде

Ср --

'1'0 (5) = V - + '10 (5), Р = 1, n. (3)
1 _s2

Тогда для определени я новых неизвестных функций '1р (5) имеем систему

СИУ

26

1 1 [1 ", ]- s '1 р ( 5) s -s + 1 '1" (5) M kp(5, 50) d5= tj!p(50),
7t _ 1 U "=1

(4)
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