
Вычислительный экспер имент , проведенный н а базе ч ислен ных мето­

дов устойчивой коррекции, у беждает в целесообр а зности пра ктическо го

ис пользов а ния последних. Этим подтверждается пол езность развив а емо­

го на правления в п остроении ч ислен ных методов решен ия жестких

систем дифференциал ьных ур авнен ий.
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ДВА ПРИЗНАRА СХОДИМОСТИ ДВУМЕРНЫХ

ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ

Предметом наших исследований будут двумерные цепные дроби (ДЦД )

[2] вида

ьо ео

00 I + ° 1\ + е . = ь . +~ ° i+/.i \+ \'1 !!..i,i+/ I
IФО -, ФI • •. , k.J \ Ь .+ " k..J '1 Ь . · . '

j=1 ' 1.1 j= 1 ,, 1+ 1

п-я п одходяща я дробь которых оп ределяетс я по формуле

[nj2]

~ °i 1

pn/Qn = ~ Iф~n-2 i) I

(=О

где

(1)

(2)

(4)

Рп ([п/2] + 2)
"'--,;---=,...--;---г;-;- = СО , n = О, 1, . . .,
QIl ( [ п /2 ] + 2)

негрудно получить формулу разности

k k

фik ) = bi +~ ,Oi+i.i l +~ Obi,i+i!; Ф ~О) = bi, k = О, 1, . . ..
k..J Ь . . . ~ I . .+.
j ~= 1 1.+/,1 / =1 1, 1 /

При введении обозначен и й

Рn (i) (/1-2 i+2) 0i I °ln /2]
Qn (i) = Ф i- l + !Ф (,:,-2 i ) + ...+ Iф(n-2 [n/2 ] ) ' i = 1, [n/2J, (3)

[n j 2]

в предположении, что

Рn (О) О Pn ([n/2] + I ) _ф(n-2[n j2) ]

Qn ( О) = , Qn ([п/2] + J) - l n / 2] ,

а н алог и чно как и в работах [1, 4],
двух соседн и х подходящих дробей

( n- 11 i
Р Р - 2- п а·Qn \U +I )Q n U +I )

n n- l _ ~ ( l )i+1[ф\n-2 i) _ ф(n-I-2 i] i -. . +
-Q - --Q- - - .~ - •• Pn_ 1 (J+J )P" U + 1)

n n-) 1= 0 /=0

_ 1 [n;1 ]+ 1Qn ( [~1+ 2) [~~] О[~;:J ] + I ОiQ"- J и+ ]) о, U+I)

+() Р ([~]+2 ) ~ P,,_I U+ J) P,, (i + 1)
"2 / =0

Обозн-ачая

0iQn_1 (i :.r. 1) Qn (i -+- 1)
R i,Il- I=- P

n
_

1(i+l)Pn(i+l
) ,

37



G[~~] +IQn ( [ n ~ 1]+2)
pn([n; IJ+2)

R [n-I] ::::; ------;."...:-----=--.--;------,------
- 2- + 1. n-l

из (4) получим

[n-l ] [n- I] .
!..!!. __ Pn - I ::::; ..,2,- [<I/n - 2i ) _ ф<.n- I -2i, ] i к, + - 2- + 1я,
Q Q 2J ' , п / .n-l П /.n- ! . (5)

n n-l {=о ;= 0 /= 0

Поскольку

{
G'+I . . . . G • ,= (_ l)n-2i+1 .' n-,. +
Вn_иВn_I_2;

ГДЕ'

k • k

~ = '\1 Gi+i . i 1.~ ~ Gi.i+/I. Pk =
е, ~ Ibi+;.i ' B~ = ~I bi,i+/ '

/=1 1=1

k=l, 2, ..., po=-I, Bo=B_1=B_2=1,

формулу разности (4) можно записать в виде

Г;I] (n-и n- 2i ) ( ( ) C-;I]+I
~n _ ~n-I = ~ п Pi+ П p~ П R /.n-I + П R /.n-l. (7)

n n-I {=о ;=0 /=0 /= 0 /=0

Имеет место следующая

Теорема 1. Значен ие ДIlД (1). когда Ьо = 1 равно сумме двойного

ряда ~ С{/ , где
{./ :.- О

k -2i {

соо = ао ; Ck-i .i = П р /П R ;.k- l, k=l, 2, ... , (8)
/=0 /= 0

k k- 2i {
СН = П R/,k-I; C{,k-i = П р; П R /,k-I, i = О, [nj2], п = 1, 2,

/=0 /=0 /= 0

Д О К а 3 а т е л ь с т в о. Записав л-ю подходящую дробь в виде

n

Pn/Qn = аь + ~ (Pk/Qk - Pk-I /Qk-l),
k=l

с учетом (6), (7) имеем

[
k- I ]

Р Р - 2- (k-2i k-2' ,) {
_k _ Qk-I = ~ п PI + П PI П RI.k-1 +
Qk k-I {=о 1=0 /=0 /=0

[ k~ I ]+1 ,
+ п + R/.k-I = 1: Срт•

/=0 p+т=k

Тогда значение дuux (1) равно пределу

(9)

00

Нгп (Pn/Qn) = 1: сц .
n - о,:) i.j= O

ДIlД (1) нетрудно привести к дроби с частными знаменателями, рав­

ными единице. Для этого достаточно положить

СО = ао/Ьо,
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Ui+ i.1 • аи+!. 2 3
Ci+!,i = Ь Ь ,Ci.i+i = Ь Ь ,f = , ,... (10)

I+!.! i+i- I.i i.i+i i.i+i-I

(Ci. Cii- частные числители преобразоваиной дроби). Поэтому рассмотрим
ДЦД (1) с коэффициентами bi=l, Ьп=1. i, j=O, 1, ....

Теорема 2. Если все частные знаменатели ДЦД О) равны единице,
а частные числители удовлетворяют условиям

\ail « 1/8, lai+l .il <.1/I6, Iai, I+I\ <.1/16,
lai+k.il <. 1/4, !ai,i+k I<.1/4, i = О, 1, ... , k = 2, 3, ... , (11)

то ДЦД (1) сходится. .
Д о к а з а т е л ь с т во. Преобразуем формулу (3):

. . _( (n-2i+2) [ '~] й; I ]
(Рn (t)/Qn Et»- Р'-l ] + ~ Iф(n-2i+ 2)ф\n-2i) ,

}-1 I

i=i

тогда с учетом того, что

n-2k n-2k

Iф),n-2k) 1= 1 + ~ ,U"+;,k 1+ l: lak'~+i I :;;;..
i= \ i=1

IUk,k+1 I 3
1;2 :;;;.. 4"

Ia,,+l,k I
1;4

1- 1;4
1-1_ •

:;;,. 1 - --'-----'-;-;,.,-'--

и

2;9
:;;;.. 1 - 2;9

1--­
1-.

2
3,

получим оценку

I
Р n (i) I I
Qn (О :;;;.. 2' (12)

Из (12), (11) следует, что

\ Ri,n-I\ <. i, i = 1, [п -; I ] + 1, п = 2, 3, ....

Нетрудно проверить, что

или

Pk+2 = - 1 + (1 + ).+ Uk+<+2.1 Uk+i+l.i Pk

Аналогичные соотношения имеют место и для p~. Причем

(13)

I ро 1= Ip~ 1= 1, IPII <.1/16,1 P'11 <. 1/16, I Р2! <.1/3, 1Р; 1<.1/3,

I Рзl <. IаЗ+I.I \ /( 1 + \а2+Ц I+ IаЗ+I.i 1) -с ~, IР; 1<. ~.

далее с учетом формулы (13), используя метод математической индукции,

получим

k-l I '\ k-I
\ Pk I <. k+!' Pk <'!i+Т' (14)
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Теперь воспользуемся теоремой 1 и оценим

k

\ СН I = п IRj • k - 1 1 -< 2-(k+I),
i=O

k 1 ]
ICkO 1 = ir:!o 1 Pi 11 RO ,k-11 -< т6 k (11 + 1) ,

k i

ICk+; ,; I = п I P1' IП I R1',k + 2;-1 I«; 2-; 1611 (I~ 1 1)'
1=0 1= 0 Т

ес

Аналогичные оценки справедливы для C;,k+;. Тогда ряд l: C;1' мажори­
;.1'=0

руется произведением рядов

+(1 + kt. 11 (k
X: 1) ) (1 ++kt. (x;/ )k)

В точке (х, у) = (1, 1).
Теорема доказ ана.

Рассмотрим дцд (1) с частными числителями, равными единице

(к такому виду нетрудно привести ДЦД (1), если все а., а., =t= О), I1·Я

подходящая дробь которой имеет вид

[ n / 2] n-2i n-2 ;

! '!..-_ ~ ) I ф\n-2i) = Ь. \1 1 I I )1 -1-' (15)
Q - LJ, ф(n-2;)" ,+ .:...J -,ь-- т ";;..,,J IЬ · · .'
п ;= 0; i=1 i+i. i 1'=1 1,' +1

Пусть У такой дроби все ф~n-2;), являющиеся суммой двух цепных
дробей, сходятся, т . е. для проиэвольного е > О

Iф~m-2i) _ ф;n-2i) I< s

при т - 2!', 11- 2; > N. Тогда имеет место аналог необходимого усло ­

вия сходимости цепных дробей [3].
Теорема 3. Если у ДЦД (1) с частными числителями , равными еди-

б " ф ( ,,-2 ;) . О 1
нице, все суммы цепных дро еи , ,( =, , ... , сходятся, кроме

того, суммы и х подходящих дробей равномерно ограничены:

'

.r, (n- 2i) I в О 1 . О
' 1" -< ;, 11 = , , .. ., 1 = . 1, ... , (16)

(! 7)

11 ряд ~ В, сходится, тогда такая ДЦД расходит ся .
;=0

pn •k
Д О К а з а т е л Ь С Т В о . Пусть .- - будет подходящей дробью дроби

Qn.k

(15), т. е.

P".k ] I I I I I
Qk = Iф(n) + Iф(n-2) + ... + Iф(n-2k)' k = О , [11/2], (18)
п , О I k .

Рn.[n / 21 рп

Qn.rn l21 = -Q-;'
Используя метод математической индукции и условие (16), получа ем

k k

Iе., I -< П (l + В;), Iо.: 1<: П (1 + В;),
;=1 ;=0

4U

[nт

IP"I <: П (l + В,),
;=1

In/2]

Iо, I -< П (1 + В,).
i=O



Получено 23.11.83

ос

Поскольку ряд 2: в, СХОДИТСЯ, то сходится произведени е П (l + B i ) и, та-
~O ~a

ким образом, последовательности (P2nj , {P2n+ 1j , (Q2nj , (Q2n+ l} ограни­

чены. Кроме того, эти последовательности стремятся к конечному пре­

дел у, что док азывается аналогично, как и в работе [4].
Из формулы (5) получаем, что

lim (РпQп-l - Pn-1Q n) =F О ,
п- 00

тем самым четные и нечетные подходящие дроби ДЦД (1) сходятся к раз­

ным пределам, поэтому ДЦД (I) расходится .
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МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА ПРОЦЕССА

ДИФФУЗИОННОГО НАСЫЩЕНИЯ СФЕРИЧЕСКИХ

ДЕФОРМИРУЕМЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ С УЧЕТОМ ВЗАИМОСВЯЗИ

ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМАЦИИ И ДИФФУЗИИ ВЕЩЕСТВА

Диффузионное насыщение поверхности мет аллически х изделий соответ ­

ствующим и химическими элементами является одним нз ОСНовны х спо­

собов получения защитных покр ытий, которые используются для повы­

шения долговечности 11 н адежн ости деталей машин . придания и м

необходимы х физико - химических свой ств. Для расчета н апряженног о

состо я н и я н режима об р азо в а н и я дифф узионны х пок р ы т и й может быть

исполь зована мат ематическ ая модель, пр иведенн а я в работ е [1], которая

позволяет уч итыв а ть взаимосвязь пропессов деформации и диффузии

вещества.

Система дифференциальных уравнений и кр аевых условий, о п и с ы ­

вающих процесс диффузионного насыщения, представляет собой слож ­

н ую краевую задачу математической физи к и. Аналитическое решение

может быть получено лишь для некоторых частных зада ч такого рода ,

а для большинства практически важных случаев получение аналити­

ческого решения крайне затруднено. Поэтому представляется целесооб­

разным применение численных методов, ориентированных н а современ­

ные мощные ЭВМ.

В данной работе для решения н естационариой вз а и мосв язан н о й

задвчи о диффузионном насыщении сферических дефор м и руем ы х твер­

дых тел для случая центральной симметрии предложена схема числен­

ного расчета, основанная н а сведении исходной системы уравнений и

краевых условий к решению некоторой неклассической краевой з ада ч и

для физической переменной (концентрациидиффундирующеговещества)

и последующему определению механических персменных (перемещений

I.f напряжений) через решение этой неклассической краевой задачи .

Для центральносимметричной задачи, в изотермическом случае,

в предположении , что время релаксации механически х пропессов з н а ч и ­

тельно меньше времени релаксации процессов, связанных с переНОСО\1
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