
несобственная постоянная матрипа, приводящая матрицу Р':::\ к нор маль
ной жордановой форме) к виду

d;s(k) + (+Q':::)I + Q~k») X!k ) = О .

Показано, что достаточно принять

О О 11 12 О

~1
I о 1l tg <.р ( 2 tg У О

О - tgep о о 1з
T(k) =

О О I ] О О '
О 1 О О О О !
О О О О I 1 "

Q'" n
о о О t l О

О -/5 О /1 tg У О

О О О О t 6

О ~ \~
о О О 1 О

О О О О О

О 17 О О 15

где

tl = Gk (J + Vk); 12 = - Gk( l -vk); tз=ГJk([J-k- Vk); 14 =-Dk([J-k + Vk);

!J'k = V2 ', ~ - 1; 15 = (P' k - V k)/2 :ч; {6 = DR (Cl-k - 'lk)2/ 2!J'k; 17 = -1 /2D k;J'k.

При этом матрица Q~I будет диагональной:

Q':::~ = 10, О, -1, 1, -!ч , !ч } .
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в настоящее время разработаны различны е модели жидкостей, суще

ственной чертом которы х я вл яются наличие моментных напряжений

инесимметричность тензора напряжений [1]. Построение таких моде

лей связано как с внутренним развитием теории, так и с приложениями

к жидким кристаллам , различным биологическим объектам и т. д.

П ри описании поверхностных эффектов в таких средах естествен но

исходить из модели двумерного континуума, наделенного собственными

физико-механич ескими характеристиками, в частности несимметричным

двумерным тензором напряжений и двумерным тензором моментных

н апряжений. Кроме того, отмечалось [4], что при уменьшении толщины

слоя жидкости, безмоментной в обычных условия-х, моментвые эффекты

могут стать существенными.

Некоторые аспекты теории поверхностных моментных жидкостей

рассм атривались в [5-8]. В данной работе получена система уравне

ний для моментного двумерного N-компонентногоконтинуума.
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Моделируя п ереходные области между контакти рующи м и средами,

можно р ассмотреть одномерный континуум (ЛИНИЮ) , наделенный

собственными физи ка -м ех а ническим и х арактер исти кам и [2], в том

числ е несимметричным одномерным тензором напряжений и одном ер

ным тензором моментны х напр яжений (см . н иже, п. 2).
1. З ап исыва я б а ла нсовые ур ав нения дл я объема , содержащего

инородный дву мер н ый континуум (поверхность), и стягивая объем

к точке на указа нной поверхности, получа ем уравнен ия баланса м асс ы,

концентрации k-й компоненты, количества движения, момента количе

ства движен ия, энер г и и и э нтроп ии :

d PE . - - 2
lh + РЕУЕ • иЕ = 2: ~ i ,

i=1

-ас»; ~ л л л -.

аЕ РЕ d~" = P~тE + \,Е • flE - ( ~~ : ОЕ) n,+
1\/\ 2 Л ----+- -+

+ ЕЕ • аЕ • nl + l.: [- ni . fli + ~ i (aiwi - a~wE) J ,
i=l

де: -+ ~ _ л _ л _

РЕ d; = Р Е (fE • иЕ + тЕ • WE ) + \'r. . (аЕ . иЕ + r~ . :.:::) -
_ _( ) 2 _ _ _ л _ л ->

- У Е . JE
q + 2: [ni • J~Q) - п : . (а; . "'; + f-Ч • Wi) + Pi ( е , - e~) ] .

i=1

(1)

Зде:,ь Р::- п~отность; v и W - с корости перемещени я и повор ота:

pi = Pi (Vi - иЕ ) . n i; C(k) и J (k ) - концентрация и поток k - й компоненты;
_ ---+ л 1\

t и т - ве кторы массовых сил и моментов ; о и fJ. - тен зоры нап ряже -

I 1
ний И моментных напряжений; е = и + "2и 2 + "2 aw2

; и - плотность

внутрен ней энергии; J(q) - поток теплоты; 5, 6(5) и J(5) - плотность, воз

никновение и поток энтропии; 1: - время ; п - внешняя нормаль к по

вер хности; а - коэффициент, не завис ящи й от времен и, с вя зан ный с мо-
л

ментом и нер ции; 'У Е - повер хностный набла-оператор; Е Е - повер хнос т

ный тензор Лев и - Чивита. Индексы 1 и 2 относятся к двум конта кти

рующим средам , индекс ~ - к повер хности раздела между ними .

Из уравнени й баланса количества движения и момента количества

движения следует уравнение бал анса кинетической энергии '( Е = -J- и~ +
I .,+ "2ar.w~, вычитая которое из уравнения баланса энергии, получаем

уравнение дл я вн утренней энерг и и UЕ :

dur. - - ( ) л т л л т л

РЕ lh" = - 'У Е • JE
q + ОЕ : 1'Е + fJ.r. : ХЕ +

(2)
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Л Л

где верхний индекс Т означает транспонирование; 11: = \71:V1: + аЕ Х LQh ;
Л Л

ХЕ = \7 1:ШЕ ; а1: - метрический тензор на поверхности. Отметим, что тен-
л л л л

зор ОЕ (а н алогично f.L E, I. Е и ";/. !:) имее-: следующую CT~YKTYPY относительно

локального базиса на повер хн ости а; и нормали n:

(3)

(4)

(5)

Л Л

Тензоры 0 1: и f.LE С учетом разложения (3) представим в следующем

виде:

л л 1\ . 1\ f! Л Л "' II S Л "' U А Л " L

01: = 0 I:Q1: + O~ = a~aE + ОЕаЕ + Ое \' Е ОЕ + ОЕ + О !: ,
Л Л • •л л . 11 s Л . 11 А л • .L
f.L 1: = f.LE = f.L EQ1: + Dev1:f.L1: +}J-1: + f1 !: ,

где звездочкой отмече ны вя зкие составляющие указанных тензоров; ин

дексы S и А указывают н а симметричную и антисимметричную части;
л л

OeYEa ~ - поверхностный девиатор тензора 01: ; "1: и O~ - равновесная и вяз

ка я соста в..т яющие поверхностного натяжения. Антисимметричным ген-

л /'\ А -. - .
зора м :J~ ~ А И f.L ~ и МОЖНО поставить в соответствие векторы 01: и 111:,
за правлен н ые по нормали к повер хности:

-. 1 ( Л Л ' П А ) - -. I (Л Л . п А ) -
01: = 2" ЕЕ : ОЕ n l, [Jo 1: ="2 ЕЕ : fJoE n1.

Из соотношения Гиб6са

d d N-I d (k)

~ = ТЕ ~ + 01:~ (1) + ~ ~~k) С !:
d"t d"t d"t РЕ k= I d~'

Т '"' . (k) ' (k ) , (N) ' ( k ) u

где r - аосолютн ая температура, q>1: = ~1: - ~E ; tpE - химически и

потенциал k-й компоненты, исключим dp1:/d't, dc fk} /d't И dUE/d't С помощью
уравнен и й (1) и после некоторых преобразований получим выражение

для воз н ик н овения энтропии, позволяющее записать следующие линейные

(для простоты невэаимосвязаниые) уравнения процесса:

Л . ( 1) - _Л (2 ) --
О Е = 7j1: ( \71: ' и1:) а1: + 2'YJE Dev1: (\71:и Е) I S +

(3 ) - - - - Л Л
+7jE (УЕ Х VE-2w1:) . nlE1: + 'YJtl/,

Л . (1) - - л . ( 2 ) - - З) - - _ Л Л
1'-1: = I.Е (\71:' WL) а !: + 2/. Е ОеУ 1: (VI:WE) I S + I. ~ (У !: Х WL) . nl EL + l.iX1:.L,

-J(Q) - - I\. (Q) - Т -j( k ) _ л(k) - (k)
1: - Р Е - 1: \,Е 1:, "- - РЕ Е \71: СР Е ,

п, . j-(.Q) - н» (Т · Т) n- j- (k ) H (k) ( I k ) (k}),
, - I 1- Е, с : i = i tp i - <Р Е ,

- -= 'l. i(VI:-Vi) I ,
- -= У; (Ш1: - Wi) U ,

где

- - __ Л __

У; = Ci (V1: - Vi) ' ni, ni' f.L i .L = 6 i(W~ - Wi) .L, (6)

Y i = р ; [е; - еь - (Vi - V1:) . и1: - (aiWi - аЕШЕ ) . Ш1: + Pi / Pi + ОЕ/ Р1: -

N~ I (k \( (k ) (k ») Т 1
.:.- 9Е С , - СЕ - 1: (S i - $Е ) ;

k=1

• л( Q) л (k)
р ; - давле н ие , Е и 1: - поверхностные коэффициенты тепло- и мас-

сопроводности ; . \J ~m) , \Jt , I.fm) , 1.1:.L (т = 1, 2, 3) - двумерные коэффици
• н(2) H (k )

енты вязкости, (, i - коэффициенты тепло- и массоотдачи; фено-
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менологические коэффициенты ХЕ, 'Ii,u (Е, В; (i = 1, 2) описывают эффекты,

связанные снесовпадением скоростеи перемещения и поворота рассмат

риваемых двумерной и трехмерных сред.

Таким образом, система уравнений двумерного Многокомпонентного

вязкого континуума будет состоять из уравнений бала нса массы (первое

уравнение (1)), дв ижен ия (третье и четвертое уравнения (1)), энергии

(2), диффузии (D~k)(m) - массоемкости, T~k)- коэффициенты диффузионного
расширения) :

(7)

(8)

(9)

уравнений состояния

( (k» )' (Т (k)\-
и : = и ,- ТЕ, Р Е , <РЕ , О"Е = О"Е Е, Р Е, <РЕ J,

(Т (k» ) rk) (k) (Т (т>\-
SE = S~ Е , РЕ , <Р Е , СЕ = СЕ Е , Р Е. <РЕ J

И феном енологич еских у р а в не н ий проuесса (6).
2. На основе методики , оп иса нной в работах [2, 3], можно полу 

чить соответствующие результаты для одномерного многокомпонент

ного вязкого моментного континуум а , представляющего собой линию

контакта трех просгр а н ств енны х сред, отмечаемых индексами 1, 2, 3,
и трех пове р хно стн ы х конти нуумов , отмечаемых двойными индексами

12, 13, 23. Ве.1ИЧИНЫ , з аданные на линии, отмечаются индексом L.
Опуская промежуточные выкладки, выпишем одномерный аналог

полученной выше системы уравнений, состоящий из баланса массы:

dPL - - 3
(k + PL\!L • VL = ~'~ц,

Ч=I

уравнений движени я

- 3
dUL -: - л ,_ . л - - \

PL - = PJ /, + 'VL • 0",_+ ~ [-Nli' O" iij+ ~ii(Vij -иц],
d't ц= !

--+
dw

l
. ---+ - л _ л -

(J.LP L~ = PLmL + 'VL . !J'L - Л • O"L Х Л +
3, _ л

+ ~ [-Ni i ' fJoi i + е., (aii;ij - aL;L)],
i.j=l

уравнения энергии

dUL ( ) л т л л т л

PL (k = PLA /~ 'V [Т L + O" L 1 TL + !J'L j Ч +
З , л л ---+ --+

+ ~ (N i/ ' J~i)-Nii ' «н : (Vij- VL)-N jj' {J- {j' (Wli-WL) +
Ц=I

(1О)

(11 )

+ ~ E; [ei j - е., - (и~; - ;L) .~. - (а.Е;;Е; - aL;L) • ;L]), (12)

уравнений диффузии

М-I (k)K d
A(k)t:.. (k)_ ~ О D(k)(ml dr.p(m) _ ~~ +

PL '- L'fL - L. , L L d't Р d't
m=l L

з

. (k) dT, "-" [N- -J(k) ( (k) (k »)]+ PL~L ---ch - .~ ц : ij + ~ E; Gij - GL •
, ./ = 1

уравнений состояния

(Т (k )\ (Т (k »)
щ, =UL [, PL, 'fL /, O"L = 0 1.. [, PL, 'fL ,

7 5-259

(1 3)

(14)
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(Т (k») (k) (k) (Т (т»)51. = 5L .. L, PL, ff! L , CL = CL .. L, PL, CfL,

уравнений для тензоров вязких напряжений и моментных напряжений

А. оА! 1- Л .L А . о Ли 1\

01. = "QL п, + зп: п . fJ-L = ЛL XL + ч-«. (15)

условий обмена

Nij' J}J) = H ~;) (Tij- T L), Ni i ' 7~J) = H~J) (fi1) - <f~»),
_ 1\1 [- - -... л -1"-+

Nij' oi/ = Xi j(UL- V ij)" , N i j' fJ-U =V :j(WL-Wij) l, (16)
/\ _ _ -+ л _-._

Ni j . 0;/ = xt (VL - V ij) 1. , N ij' fJ-~/ = Vi/ (WL - Wi j) \

Y ij = Cj(VL-Vii)' Nii' i,j= 1,2,3, i<j.
Здесь, кроме введенных выше, используются следующие обозначе-

з 3 _ _ _ _

ния: ~ I означает ~; ~ij = Pij (Vij - VL) . N ij; N ij - внешняя нормаль
i /'=1 i.i=1
• i < j

К кривой L, лежащая в касательной плоскости к поверхности ~ij;

;L = VL7JL +11 х ;'L; ;L = \!LWL; \!L - одномерный набла-оператор; ),-
л л 1\ Л

единичная касательная к L; тензоры 0L , p.L, IL, XL имеют следующую

1\ Л 9 1\ 1. О.)( :\) - - Л 1- D 1- 9 1-
структуру , с: = (JL + (JL = (JL Л Л u+ (JL; \iL, "QL, )'L, ЛL - одномерные

;,;оэфjJlшие нты вя зкости; физическии смысл остальных величин и коэф

спгц иентов в с истеме (9)-(16) совпадает с физическим смыслом соответ

ств ующа х величин в системе у равнен и й , полученной в п. 1.
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УДК 539.377

Л. М. 3атварекая

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ ДВУХСЛОйНОЙ

КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЫ

Получено 13.06.84

Рассмотрим отнесенную к цилиндрической системе координат (г, <р,

г) двухслойную круглую пластину радиуса R, нагреваемую по поверх

ности 2 = г2 смещенным на расстояние d относительно ее центра вдоль

линии qJ= о потоком тепла, интенсивность которого изменяется по

З~lКону Гаусса. Поверхность пластины r = R предполагается теплоизо 

лированной, а через поверхность г=О осуществляется теплообмен с
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