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СТАНДАРТНІ ФОРМИ МАТРИЦЬ НАД КІЛЬЦЯМИ ВІДНОСНО РІЗНИХ 
ТИПІВ ЕКВІВАЛЕНТНОСТЕЙ І ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ В ТЕОРІЇ 
ФАКТОРИЗАЦІЇ МАТРИЦЬ І МАТРИЧНИХ РІВНЯНЬ  
 

Наведено огляд результатів досліджень одного з напрямків, що стосується 
еквівалентності матриць, започаткованого П. С. Казімірським і продовже-
ного та розвиненого його учнями. Сформульовано стандартні форми поліно-
міальних матриць і їх скінченних наборів відносно напівскалярної еквіва-
лентності та узагальненої еквівалентності пар матриць над кільцями. На-
ведено застосування таких стандартних форм при побудові методів факто-
ризації матриць, розв’язуванні матричних рівнянь, опису структури роз-
в’язків цих рівнянь, зокрема матричних рівнянь типу Сильвестра, матрич-
них лінійних діофантових рівнянь і в інших задачах. 

Ключові слова: поліноміальне кільце, адекватне кільце, еквівалентність, напівска-
лярна еквівалентність, узагальнена еквівалентність, канонічна форма, стан-
дартна форма, факторизація матриць, матричне рівняння. 

 
Вступ. Відомі канонічні форми матриць над багатьма кільцями відносно 

класичного поняття еквівалентності, зокрема, встановлена Г. Смiтом у 
1861 році канонічна форма для матриць над кільцем цілих чисел, названа 
нормальною формою Сміта. Ця форма поширена багатьма авторами для 
матриць над іншими кільцями: над поліноміальними кільцями, головних 
ідеалів, адекватними кільцями тощо. При дослідженні багатьох задач ви-
никають інші типи еквівалентностей матриць. Такими є, наприклад, еле-
ментарна еквівалентність матриць над певними кільцями [9], скалярна [30] 
або строга [4] та напівскалярна еквівалентності поліноміальних матриць [22, 
35]. Задача про еквівалентність пар матриць розв’язана лише для пар мат-
риць над полями [57, 70]. При послабленій еквівалентності пар і скінченних 
наборів матриць над деякими кільцями вдається побудувати простіші 
форми, які використовуються при розв’язуванні багатьох задач.  

У цій статті зроблено огляд результатів досліджень одного з напрямків 
щодо еквівалентності матриць над кільцями, започаткованого П. С. Казімір-
ським і продовженого та розвиненого його учнями. Наведено стандартні 
форми поліноміальних матриць і їх скінченних наборів відносно напів-
скалярної еквівалентності та пар матриць над кільцями щодо узагальненої 
еквівалентності. Із застосуванням стандартної форми поліноміальних мат-
риць описано факторизації поліноміальних матриць. Досліджено структуру 
розв’язків матричних поліноміальних рівнянь типу Сильвестра та мат-
ричних лінійних діофантових рівнянь, зокрема, встановлено межі для сте-
пенів розв’язків цих матричних рівнянь і наведено умови єдиності таких 
розв’язків. На основі стандартної форми пар матриць над кільцями голов-
них ідеалів та адекватними кільцями відносно узагальненої еквівалентності 
описано факторизації матриць, запропоновано методи розв’язування мат-
ричних лінійних різнобічних рівнянь над цими кільцями. Наведено часткові 
розв’язки та формули загальних розв’язків матричних рівнянь, а також за-
стосування стандартних форм матриць в інших задачах, зокрема, при ви-
вченні мультиплікативних властивостей канонічної діагональної форми 
матриць, розв’язуванні відомої проблеми подібності пар матриць над полем, 
дослідженні стабільного рангу кілець матриць. 
 1. Напівскалярна еквівалентність поліноміальних матриць. У зв’язку 
із задачею про виділення регулярних множників із поліноміальних матриць 
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( )A λ  П. С. Казімірський ввів таку еквівалентність: ( ) ( ) ( )QA R Bλ λ = λ , де Q  
– скалярна оборотна матриця, тобто матриця з елементами з поля F , а 

( )R λ  – оборотна матриця над кільцем поліномів [ ]λF . Зрозуміло, що з по-
ліноміальної матриці ( )A λ  виділяється регулярний множник тоді й тільки 
тоді, коли такий множник виділяється із матриці ( ) ( )QA Rλ λ . Тому виникає 
задача побудови простих форм для поліноміальних матриць відносно такої 
еквівалентності. У статті [18] П. С. Казімірський ввів поняття квазіуніталь-
ної матриці, яка є узагальненням відомої унітальної поліноміальної матри-
ці, і встановив такий результат.  
 Теорема 1. У кожному класі неособливих еквівалентних поліноміаль-
них матриць існує квазіунітальна поліноміальна матриця. Іншими сло-
вами, для довільної неособливої поліноміальної матриці ( )A λ  з елемента-
ми з кільця поліномів [ ]λC  над полем комплексних чисел існують такі 
оборотні матриці Q  і ( )R λ  відповідно над полем C  і кільцем поліномів 

[ ]λC , що поліноміальна матриця ( ) ( )QA Rλ λ  є квазіунітальною такого ви-
гляду:  
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де  

 11 22deg deg deg nnd d d≤ ≤ ≤… , 

 deg deg ,     deg deg ,     , 1,2, , ,    ij ii ji iid d d d i j n j i< < = >… . 

 Означення 1. Матриці ( )A λ  і ( )B λ  з ( , , [ ])M m n λF  називають напів-
скалярно еквівалентними, якщо існують такі скалярна (з елементами із 
поля F ) матриця ( , )U GL m∈ F  і поліноміальна матриця ( ) ( , [ ])V GL nλ ∈ λF , 
що ( ) ( ) ( )A UB Vλ = λ λ . 
 У праці [22] встановлено спеціальну трикутну форму з інваріантними 
множниками на головних діагоналях відносно напівскалярної еквівалент-
ності неособливих або максимальних рангів поліноміальних матриць і їх 
скінченних наборів над алгебрично замкненим полем характеристики нуль. 
Цю форму у [33, 42] узагальнено і поширено для будь-яких поліноміальних 
матриць над довільним полем. Наведемо цю форму. 

 Через ( )AD λ  будемо позначати канонічну діагональну форму матриці 
( ) ( , , [ ])A M m nλ ∈ λF , m n≤ , тобто  

 1( )  ( ) ( ) ( ) diag( ( ), , ( ), 0, , 0)A A A
rD U A Vλ = λ λ λ = µ λ µ λ… … , 

 1( ) 0,      ( ) | ( ),      1, ,A A A
r i i i i r+µ λ ≠ µ λ µ λ = … , 

де ( ) ( , [ ])U GL mλ ∈ λF , ( ) ( , [ ])V GL nλ ∈ λF , а ( )A
iµ λ , 1, ,i r= … , – інваріантні 

множники матриці ( )A λ . 
 Теорема 2. Нехай  
 (i) F  – нескінченне поле;  

 (ii) якщо F  – скінченне поле і A
rd

F  – поле розкладу полінома ( )A
rd λ , 

тобто 
1

( ) ( ) j
s

tA
r j

j

d
=

λ = λ − α∏ , A
r

j d
α ∈ F , і s < F , де F  – потужність поля F . 

Нехай ( ) ( , , [ ])A M m nλ ∈ λF , m n≤ , rang  ( )A rλ = , тобто найбільший 
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спільний дільник ( )A
rd λ  мінорів r -го порядку відмінний від нуля: ( ) 0A

rd λ ≠ . 

Тоді матриця ( )A λ  напівскалярно еквівалентна до трикутної матриці 

( )AT λ , тобто існують верхня унітрикутна матриця ( , )U GL m∈ F  і 

оборотна матриця ( ) ( , [ ])V GL nλ ∈ λF  такі, що ( ) ( ) ( )AT UA Vλ = λ λ , де 

матриця ( )AT λ  має один з таких виглядів:  

 1°) якщо rang ( )A mλ = , то 
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де deg deg degA A
ij i jt < µ − µ , якщо ( ) 0ijt λ ≠ , deg deg 0A A
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0≡ , якщо deg deg 0A A
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 2°) якщо rang ( )A rλ =  і r m< , то  
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, (3) 

де 1,( ( ), ( ), , ( )) 1rr r r mrt t t+λ λ λ =…  і deg deg degA A
ij i jt < µ − µ , якщо ( ) 0ijt λ ≠ , 

deg deg 0A A
i jµ − µ >  і ( ) 0ijt λ ≡ , якщо deg deg 0A A

i jµ − µ = , , 1, , 1i j r= −… , i j> . 

 Трикутну матрицю ( )AT λ  вигляду (2) або (3) називають стандартною 
формою поліноміальної матриці ( )A λ  відносно напівскалярної еквівалент-
ності.  
 Наслідок 1. Нехай ( ) ( , , [ ])A M m nλ ∈ λF , m n≤ , rang ( )A rλ = . Якщо 

deg ( )A
rd λ < F , то матриця ( )A λ  є напівскалярно еквівалентною до 

стандартної форми ( )AT λ .  
 Зауважимо, що, коли F  є скінченним полем і не виконуються умови 
(ii) теореми 2, то поліноміальна матриця ( )A λ  може не зводитися напівска-
лярними еквівалентними перетвореннями до стандартної форми. 
 Встановлено також, що скінченний набір поліноміальних матриць 
спільними для всіх матриць набору лівими скалярними перетвореннями, 
тобто над полем F , і окремими для кожної матриці набору правими еквіва-
лентними перетвореннями над кільцем [ ]λF  зводиться до набору полі-
номіальних матриць стандартної форми.  

 Теорема 3. Нехай задано набір поліноміальних матриць  

 1( ), , ( )kA Aλ λ… , (4) 

де ( ) ( , , [ ])i iA M m nλ ∈ λF , im n≤ , rang ( )i iA rλ = , 1, ,i k= … .  

 Тоді за умов теореми 2 для кожної поліноміальної матриці з набору 
(4) цей набір поліноміальних матриць напівскалярно еквівалентний до на-

бору 1 ( ), , ( )kAAT Tλ λ…  матриць стандартної форми, тобто існують 
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верхня унітрикутна матриця ( , )U GL m∈ F  і оборотні матриці ( )iV λ ∈  

( , [ ])iGL n∈ λF  такі, що ( ) ( ) ( )iA
i iT UA Vλ = λ λ , 1, ,i k= … , є матрицями ви-

гляду (2) або (3).  

 Набагато пізніше (1999 р.) у [48] було розглянуто праву напівскалярну 
еквівалентність поліноміальних матриць і встановлено аналогічну трикутну 
форму для однієї поліноміальної матриці над нескінченним полем. 
 Зауважимо, що подібно до напівскалярної еквівалентності поліномі-
альних матриць у [26] введено поняття ( , )z k -еквівалентності матриць і пар 

матриць над квадратичними кільцями kZ[ ] . У працях [14, 26, 59] встанов-
лено, що матриці над квадратичними евклідовими кільцями та квадра-
тичними кільцями головних ідеалів ( , )z k -еквівалентними перетвореннями, 
тобто за допомогою елементарних рядкових операцій над кільцем цілих чи-
сел Z  і елементарних стовпцевих операцій над квадратичним кільцем 

kZ[ ]  зводяться до спеціальної нижньої трикутної форми з інваріантними 
множниками на головній діагоналі. Ця форма використана при розв’язу-
ванні матричних лінійних різнобічних рівнянь над квадратичними кільцями. 

 2. Факторизація поліноміальних матриць. П. С. Казімірський, вико-
ристовуючи квазіунітальну матрицю (1) і введене ним нове поняття – зна-
чення поліноміальної матриці на системі коренів полінома [15], розв’язав 
задачу розкладності на множники із заданими їх характеристичними полі-
номами матричних поліномів, коефіцієнтами яких є матриці n -го порядку 
над алгебрично замкненим полем характеристики нуль. Він встановив 
достатні умови існування лінійних унітальних дільників матричного полі-
нома, а також довів, що ці умови є необхідними та достатніми, якщо харак-
теристичні поліноми множників є взаємно простими або якщо їх найбіль-
ший спільний дільник є взаємно простим з найбільшим спільним дільником 
мінорів ( 1)n − -го порядку поліноміальної матриці. За цих самих умов він 
запропонував метод побудови унітальних дільників матричних поліномів і 
довів, що в цьому випадку унітальні дільники із заданими характеристич-
ними поліномами визначаються єдиним чином і що ця єдиність має місце 
лише при вказаних умовах [5]. Отже, він цілком розв’язав задачу про виді-
лення унітальних множників із матричного полінома у випадку, коли ці 
множники однозначно визначаються своїми характеристичними поліно-
мами. У випадку неоднозначності унітальних дільників матричного полінома 
із заданими характеристичними поліномами задача про їх виділення за-
лишалась нерозв’язаною. На основі встановленої спеціальної форми полі-
номіальних матриць і їх наборів над алгебрично замкненим полем характе-
ристики нуль відносно напівскалярної еквівалентності [22] П. С. Казімір-
ський розробив новий метод факторизації поліноміальних матриць над 
такими полями. Задача опису дільників матричного полінома звелася до 
задачі опису його дільників із наперед заданими їх канонічними діаго-
нальними формами. Сумісно з В. Р. Зеліском цю задачу вони розв’язали в 
часткових випадках, зокрема при певних обмеженнях на канонічні діаго-
нальні форми множників [12, 20, 21]. Остаточно задачу про виділення уні-
тальних множників із матричних поліномів П. С. Казімірський розв’язав до 
кінця 70-х років минулого століття. При цьому він встановив критерій існу-
вання унітальних дільників із заданою канонічною діагональною формою 
для будь-якого матричного полінома над алгебрично замкненим полем 
характеристики нуль, а також запропонував метод безпосередньої побудо-
ви таких дільників. Як застосування цих результатів, він розробив метод 
розв’язування відповідних матричних поліноміальних рівнянь у загальному 
випадку [16, 19].  
 Як метод, що ґрунтується на поняттях власних і приєднаних векторів, 
що відповідають характеристичним кореням матричних поліномів і жорда-
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нових ланцюгів [54], так і метод, запропонований П. С. Казімірським, можна 
застосовувати до факторизацій матричних поліномів у випадку, коли ос-
новне поле є полем комплексних чисел чи будь-яким алгебрично замкненим 
полем характеристики нуль. Розв’язання задач факторизації матричних 
поліномів над довільним полем вимагало розробки принципово нових 
методів. 
 На основі встановленої стандартної форми поліноміальних матриць що-
до напівскалярної еквівалентності у [36, 37, 42] запропоновано метод фак-
торизації поліноміальних матриць над довільним полем.  

 Нехай ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A AT UA V U Dλ = λ λ = λ λ  – стандартна форма вигляду (2) 
неособливої матриці ( )A λ , де ( )U λ  – нижня унітрикутна матриця. Очевид-
но, що матриця ( )A λ  розкладається у добуток регулярних, зокрема уні-
тальних множників, тоді й тільки тоді, коли такою є її трикутна форма 

( )AT λ , а ліві унітальні дільники матриць ( )A λ  і ( )AT λ  з перетворювальною 
матрицею U  є подібними. 

 Нехай канонічна діагональна форма ( )AD λ  матриці ( )A λ  зображується 
у вигляді добутку 

 1( ) ( ) ( ) diag ( ( ), , ( )) ( )A
nD λ = Φ λ Ψ λ = ϕ λ … ϕ λ Ψ λ ,  

 1| ,     1, ,i i i n+ϕ ϕ = … , 
1

deg
n

i
i

sn
=

ϕ =∑ , (5) 

і нехай ( )K λ  – нижня унітрикутна параметрична матриця [11, 35]:  

 

2
21

1

1 2
1 2

1 0 0
( )

( ) 1 0
( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) 1

( ) ( )
n n

n n

k
K

k k

µ λ
λ

µ λ
λ =

µ λ µ λ
λ λ

µ λ µ λ

…

…

… … … …

…

. 

Тут 
( ) ( 1) 1 (0)( ) ij ijij ijr rr r

ij ij ij ijk k k k
− −

λ = λ + λ + +… , deg deg 1ij i jr = ϕ − ϕ − , якщо 

( )jψ λ  не ділить ( )iψ λ , i j> , і ( ) 0ijk λ ≡ , якщо ( )jψ λ  ділить ( )iψ λ , i j> , де 

( )ijr
ijk  – незалежні змінні. Отже, ( )K λ  – матриця над кільцем ( )[ ]k λF , де 

( )kF  – розширення поля F , одержане приєднанням до поля F  параметрів 
( )ijr
ijk , , 1, ,i j n= … , i j> . 

 Теорема 4. Для матриці ( )A λ  існує факторизація ( ) ( ) ( )A B Cλ = λ λ  з 
унітальною матрицею ( )B λ , паралельна до факторизації (5) її канонічної 

діагональної форми ( )AD λ , тобто така, що ( ) ( )BD λ = Φ λ , а матриця ( )C λ  

еквівалентна до ( )Ψ λ , тоді й тільки тоді, коли матриця ( ) ( ) ( )U Kλ λ Φ λ  

регуляризується справа при деяких значеннях параметрів 
( )ijr
ijk , ,i j =  

1, ,n= … , i j> , матриці ( )K λ , тобто існує матриця ( ) ( , [ ])V GL n Pλ ∈ λ  

така, що ( ) ( ) ( ) ( ) ( )U K V Lλ λ Φ λ λ = λ  є регулярною, зокрема унітальною 

матрицею. Якщо ( )L λ  є унітальною матрицею, то 1( ) ( )B U L U−λ = λ  – 
лівий унітальний дільник матриці ( )A λ . 

 У [40] наведено досить простий спосіб регуляризації поліноміальних 
матриць стандартної форми над довільним полем і спосіб побудови регу-
ляризованих матриць. Встановлено також умови єдиності паралельних 
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факторизацій та унітальних дільників поліноміальних матриць над довіль-
ним полем.  
 Теорема 5. Нехай ( ) ( , [ ])A M n Pλ ∈ λ , rang ( )A rλ = . Тоді 

 (i) факторизація ( ) ( ) ( )A B Cλ = λ λ  матриці ( )A λ  з унітальним множ-
ником ( )B λ , паралельна до факторизації (5) її канонічної діагональної 

форми ( )AD λ  є єдиною тоді й тільки тоді, коли ( )Ψ λ  із факторизації (5) 

є d -матрицею;  
 (ii) унітальний дільник ( )B λ  з канонічною діагональною формою 

1( ) ( ) diag ( ( ), , ( ))B
nD λ = Φ λ = ϕ λ ϕ λ…  матриці ( )A λ  є єдиним тоді й тільки 

тоді, коли ( , )A
i n iµ ϕ = ϕ , 1, , 1i r= −… . 

 Для факторизацій поліноміальних матриць над алгебрично замкненим 
полем характеристики нуль умови єдиності унітальних дільників із їх 
заданими характеристичними поліномами наведено в [5], а для унітальних 
дільників з канонічними діагональними формами – у [13].  

 3. Узагальнена еквівалентність пар матриць. Задача про еквіва-
лентність пар матриць ( , )A B , тобто їх класифікація, встановлення кано-
нічної форми відносно одних і тих самих еквівалентних перетворень для 
обох матриць A  і B  пари розв’язана лише для пар матриць над полем. 
K. Weierstrass [70] і L. Kronecker [57] встановили для таких пар нормальні 
форми. М. П. Кравчук [23, 24] розробив елементарний метод зведення пари 
матриць над полем до канонічної форми Кронекера. Ця задача для пар 
матриць над кільцями, як показав П. М. Гудивок [6], зводиться до відомої 
проблеми про подібність пар матриць над полем, тобто є «дикою» і її 
розв’язання є складним. Проте багато задач, зокрема про факторизацію 
матриць, в теорії зображень груп і скінченновимірних алгебр тощо, потре-
бують вивчення еквівалентності пар і скінченних наборів матриць лише зі 
спільною односторонньою перетворювальною матрицею.  
 У [49] встановлено канонічну форму пари комплексних матриць 

1 2( , )A A  щодо наступного типу узагальненої еквівалентності – перетво-

рення 1 2( , , )Q P P , яке діє на пару матриць таким чином: 1 2 1 2( , )( , , )A A Q P P =  
1 1

1 1 2 2( , )QA P QA P− −= , де Q  – комплексна матриця, 1P , 2P  – дійсні оборотні 
матриці. Тому природно виникло поняття узагальненої еквівалентності пар 
і наборів матриць. 
 Надалі через R  будемо позначати адекватне кільце, тобто R  – область 
цілісності, в якій кожний скінченно породжений ідеал є головним і для 
кожного ненульового елемента a R∈  і кожного елемента b R∈  існують 
такі елементи ,c d R∈ , що a cd= , до того ж елемент c  є взаємно простим 

із b , а кожний необоротний дільник id  елемента d  має необоротний спіль-

ний дільник із b  [55].  
 Означення 2. Набори матриць 1( , , )kA A…  і 1( , , )kB B… , де ,i iA B ∈  

( , , )iM m n R∈ , 1, ,i k= … , називають узагальнено еквівалентними, якщо 

i i iA UB V=  для деяких матриць ( , )U GL m R∈  і ( , )i iV GL n R∈ , 1, ,i k= … . 

 У випадку, коли 1 2 kn n n n= = = =…  і 1 2 kV V V V= = = =… , це озна-

чення співпадає з класичним означенням еквівалентності наборів, зокрема 
пар матриць [4, 6].  
 Задача про узагальнену еквівалентність пар матриць над кільцями, як 
і задача про еквівалентність пар матриць, є «дикою» [6, 50]. Тому її повне 
розв’язання можливе лише в окремих випадках. У працях [31, 42, 63, 64] ви-
значено простіші форми пар і наборів матриць щодо узагальненої екві-
валентності та проілюстровано деякими застосуваннями. Наведемо їх. 
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 Теорема 6. Нехай 1 ( , , )A M m n R∈ , 2( , , )B M m n R∈ , і 

 1diag ( , , ,0, , 0),       0A A A A
r rD = µ µ µ ≠… … , 

 1diag ( , , ,0, 0),         0B B B B
s sD = µ µ µ ≠… …  

– канонічні діагональні форми матриць A  та B , і нехай Rδ  – повна мно-

жина лишків за модулем δ . Без обмеження загальності можемо вважати, 
що s r≥ . Тоді пара матриць ( , )A B  узагальнено еквівалентна до пари 

( , )A BD T , тобто 1
AUAV D= , 2

BUAV T= , для деяких матриць U ∈ 

( , )GL m R∈  та ( , )i iV GL n R∈ , 1,2i = , де матриця BT  має один з таких 
виглядів:  
 1°) якщо s r m= = , то 

 

1

21 1 2

1 1 2 2

0 0 0 0

0 0 0

0 0

B

B B
B

B B B
m m m

t
T

t t

µ

µ µ
=

µ µ µ

… …

… …

… … … … … … …

… …

, (6) 

і 
ijijt Rδ

′∈ , де ,
A B
i i

ij A B
j j

µ µ δ =  
 µ µ

, , 1,i j m= … , i j> ; 

 2°) якщо r s m< ≤ , то 

 

1

21 1 2

1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1, 1

1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,

1 1 2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

B

B B

B B B
r r r

B B B B
r r r r r rB

B B B B
s s sr r s

B B B
s s s r r

B B
m m mr

t

t t

t t t
T

t t t

t t t

t t t

+ + + +

+ + +

µ

µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ
=

µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ

… … …

… … …

… … … … … … … … … …

… … …

… … …

… … … … … … … … … …

… … …

… … …

… … … … … … … … … …

… 0 0 0 0B
r … …

, (7) 

і 
ijijt Rδ

′∈ , 1, ,i m= … , 1, ,j r= … , i j> , де  

 

, , , 1, , ,   ,

, 1, 2 , ,    1, , ,

0, 1, 2 , ,    1, , ;

A B
i i
A B
j j

B
i

ij B
j

i j r i j

i r r s j r

i s s m j r

 µ µ
= >  µ µ 


 µ

δ = = + + =
µ


= + + =

…

… …

… …

 

 3°) якщо r s m= < , тоді  
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1

21 1

1,1 1 1

1 1 , 1 1

1 1 , 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

( ) 0 0

( ) 0 0

B

B

B BB
r r

B B B
r r r r rr r

B B B
m m r r mr r

t

tT

t t t

t t t

− −

− −

− −

µ
µ

µ µ=
µ µ µ λ

µ µ µ λ

… …
… …

… … … … … … …
… …
… …

… … … … … … …
… …

, (8) 

де 1,( , , , ) 1rr r r mrt t t+ =… , 
ijijt Rδ

′∈ , ,
A B
i i

ij A B
j j

µ µ δ =  
 µ µ

, , 1, , 1i j r= −… , i j> . 

 Пару матриць ( , )A BD T , означену в теоремі 6, називаємо стандарт-
ною формою пари матриць ( , )A B  або стандартною парою матриць. 
 Із теореми 6 випливає, що стандартною формою пари матриць ( , )A B , 

для якої ( , ) 1A B
m md d = , є пара діагональних матриць ( , )A BD D  і ця стандарт-

на форма є єдиною. У [64] наведено інші випадки, коли стандартна форма 
пари матриць визначається однозначно.  
 Якщо пара матриць ( , )A B  узагальнено еквівалентна до пари діаго-

нальних матриць ( , )A BD D , то кажемо, що пара ( , )A B  є діагоналізовною 
або має властивість діагональної редукції.  
 Наведемо умови узагальненої еквівалентності пар матриць.  
 Теорема 7. Нехай 1( , )D T  і 2( , )D T  – пари матриць із ( , )M n R  в стан-

дартній формі, тобто 1diag ( , , )nD = ϕ ϕ… , 0nϕ ≠ , 1|i i+ϕ ϕ , 1, ,i n= … , а 

1T , 2T  – нижні трикутні матриці з головними діагоналями 

 1 1diag ( , , ,0, , 0),    | ,       1, ,s i i i s+Ψ = ψ ψ ψ ψ =… … … .  

Тоді пари матриць 1( , )D T  і 2( , )D T  є узагальнено еквівалентними в 

тому й тільки тому випадку, коли матриці 1(adj )D T  і 2(adj )D T  еквіва-

лентні, тобто 1 2(adj ) (adj )F D T D T Q= , де ( , )F GL n RΦ∈  і ( , )Q GL n R∈ , де 

( , )GL n RΦ  – підгрупа групи ( , )GL n R  матриць F  таких, що F HΦ = Φ , 

( , )H GL n R∈ , 1diag ( , , )nΦ = ϕ ϕ… . 

 У наступній теоремі сформулюємо критерій діагональної редукції пари 
матриць [35].  
 Теорема 8. Нехай , ( , )A B M n R∈  і A  – неособлива матриця. Пара 
матриць ( , )A B  має властивість діагональної редукції щодо узагальненої 

еквівалентності тоді й тільки тоді, коли матриці (adj )A B  і (adj )A BD D  
еквівалентні. 
 4. Факторизація матриць над кільцями. Особливу увагу дослідників 
привертали факторизації матриць над поліноміальними кільцями [ ]λF , де 
F  – поле, тобто факторизації поліноміальних матриць або, що теж саме, 
матричних поліномів. Розглядалися регулярні та унітальні дільники мат-
ричних поліномів та їх факторизації з регулярними і унітальними множ-
никами. Це пов’язано з використанням таких факторизацій у багатьох роз-
ділах математики, зокрема в теорії диференціальних [28, 29] і матричних 
рівнянь [19, 42, 54]. Так, наявність лінійних унітальних дільників у харак-
теристичній поліноміальній матриці матричного поліноміального рівняння 
свідчить про існування розв’язків цього матричного рівняння. Тому методи 
таких факторизацій поліноміальних матриць застосовують при розв’я-
зуванні матричних поліноміальних рівнянь. 
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 Методи факторизації матриць над іншими кільцями мало розроблені. 
З. І. Боревич [2] запропонував описувати факторизації матриць над кільця-
ми головних ідеалів з множниками із заданими їх канонічними діагональни-
ми формами з точністю до асоційовності. Він встановив умови однозначності 
з точністю до асоційовності таких факторизацій матриць. У [45, 69] розгля-
нуто факторизації матриць над кільцями елементарних дільників. 
 На основі встановленої стандартної форми пар матриць над кільцями 
головних ідеалів і адекватними кільцями, діагоналізації пар матриць віднос-
но введеного поняття узагальненої еквівалентності, викладених у п. 3, у [7, 
31, 39, 42] описано з точністю до асоційовності факторизації матриць над 
цими кільцями, зокрема паралельні до факторизацій канонічних 
діагональних форм матриць або ( , )Φ Ψ -факторизації.  

 Нехай R  – адекватне кільце, ( , )A M m n∈ , m n≤ , AD =  

1diag( , , ,0, 0)A A
r= µ µ… … , 0A

rµ ≠ , – канонічна діагональна форма матриці A . 

Нехай матриця A  розкладається на множники: A BC= , де ( , , )B M m k R∈ , 

( , , )C M k n R∈ . Тоді цій факторизації матриці A  відповідає така факториза-

ція її канонічної діагональної форми AD : 

 1diag ( , , ,0, ,0)A
sD = ΦΨ = ϕ … ϕ … Ψ , 

де Φ  – є d -матрицею, тобто 1|i i+ϕ ϕ , 1, ,i s= … , і 1diag ( , , , 0, 0)B
sD = ϕ … ϕ … . 

Очевидно, матриця B  із цієї факторизації матриці A  є еквівалентною до 
матриці Φ . Якщо ж і матриця C  еквівалентна до матриці Ψ , то таку фак-
торизацію матриці A  називають паралельною до факторизації її канонічної 

діагональної форми AD  або ( , )Φ Ψ -факторизацією.  
 У [39] наведено умови, коли кожна факторизація матриці A  є ( , )Φ Ψ -
факторизацією. Цю властивість мають досить широкі класи матриць. Таки-
ми є, зокрема, матриці простої структури, тобто матриці, елементарні діль-
ники яких є простими, матриці над областями головних ідеалів, визначники 
яких розкладні на прості множники степенів не більших, ніж два, тощо.  
 У наступній теоремі наведено вигляд ( , )Φ Ψ -факторизацій матриці A . 

 Теорема 9. Нехай ( , , )A M m n R∈  і AD  – її канонічна діагональна 
форма 

 1diag ( , , ,0, 0),       0A A A A
r rD UAV= = µ µ µ ≠… … , (9) 

де ( , )U GL m R∈ , ( , )V GL n R∈ . Нехай AD  зображена у вигляді добутку 

 1 1diag ( , , ,0, , 0) diag ( , , ,0, , 0)A
s rD = ΦΨ = ϕ … ϕ … ψ … ψ … ,  (10) 

де ( , )M m RΦ ∈  є d -матрицею, тобто 1|i i+ϕ ϕ , 1, ,i s= … , і ( , , )M m n RΨ ∈ . 

Тоді факторизації i iA B C=  матриці A , де 1
i iB U−= Φ , 1

i iC V−= Ψ  і iU , iV  
– матриці, що задовольняють співвідношення (9), є всі, з точністю до 
асоційовності, ( , )Φ Ψ -факторизаціями матриці A , відповідними до фак-

торизації (10) її канонічної діагональної форми AD . 
 У наступному твердженні встановлено критерій єдиності ( , )Φ Ψ -факто-
ризацій матриць. 
 Теорема 10. Нехай ( , , )A M m n R∈ , rang A r= , і канонічна діагональна 

форма AD  матриці A  розкладається на множники: 

 1 1 1 1diag ( , , , , , ) diag ( , , , , , ),A
r r m r r mD + += ΦΨ = ϕ … ϕ ϕ … ϕ ψ … ψ ψ … ψ  (11) 

де ( , )M m RΦ ∈  є d -матрицею, тобто 1|i i+ϕ ϕ , 1, , 1i s= −… , 0sϕ ≠ , і 

1 2 0s s m+ +ϕ = ϕ = = ϕ =… , r s m≤ ≤ , ( , , )M m n RΨ ∈ . 
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( , )Φ Ψ -факторизація A BC=  матриці A , відповідна до факторизації 

(11) її канонічної діагональної форми AD , є єдиною, з точністю до асоці-
йовності, тоді й тільки тоді, коли у факторизації (11) її канонічної діа-

гональної форми AD  матриця Ψ  є d -матрицею, крім того,  

 1 2 1 2,            s s m r r m+ + + +ϕ = ϕ = = ϕ ψ = ψ = = ψ… … . 

 У працях [6, 64] розглянуто паралельні факторизації кліткових мат-
риць над кільцями скінченно породжених головних ідеалів з діагональною 
редукцією матриць. Встановлено умови існування факторизацій клітково-
трикутних матриць залежно від факторизацій їх діагональних кліток. 
Описано i∆ - та iD -паралельні факторизації клітково-трикутних матриць, 

тобто паралельні до факторизацій визначників i∆  та факторизацій каноніч-

них діагональних форм iD  діагональних кліток. Наведено умови однознач-
ності з точністю до асоційовності таких факторизацій. 
 5. Матричні поліноміальні рівняння. У багатьох прикладних задачах 
виникають та використовуються різні типи матричних рівнянь як лінійних, 
так і вищих степенів [56, 58, 74]. Зокрема, добре відоме своїми застосуван-
нями алгебричне рівняння Ріккаті [60] у певних випадках зводиться до 
розв’язування матричного поліноміального рівняння другого степеня. 
Загальної теорії матричних поліноміальних рівнянь не розроблено. На 
основі узагальненої теореми Безу для матричних поліномів [4] розроблені у 
[19, 42, 54] методи факторизації матричних поліномів використовуються 
при розв’язуванні таких матричних поліноміальних рівнянь. 
 Нехай  

 1
0 1 1 0m m

m mA X A X A X A−
−+ + + + =L  (12) 

– матричне поліноміальне рівняння, де iA , 0,1, ,i m= … , – n n× -матриці 

над алгебрично замкненим полем F  характеристики нуль. Матрицю  

 1
0 1 1( ) m m

m mA A A A A−
−λ = λ + λ + + λ +L  

називають характеристичною матрицею рівняння (12), поліном ( ) det ( )A∆ λ = λ  
– характеристичним поліномом, а його корені – характеристичними ко-
ренями матриці ( )A λ  і матричного рівняння (12) (див. [19]). 
 Надалі будемо вважати, що матричне рівняння (12) є зведеним, тобто 

0A I=  – одинична матриця. Таке матричне рівняння може не мати роз-

в’язків або ж мати нескінченне, або скінченне число розв’язків. Розв’язність 
матричного рівняння (12) залежить від кратностей його характеристичних 
коренів. У [34] встановлено, що, коли характеристичні корені цього рівнян-
ня є кратностей один, то воно має k  розв’язків, де k  задовольняє умови 

n mn
m k

n
 ≤ ≤  
 

. Зауважимо, що цей самий результат набагато пізніше 

формулюється у праці [62]. Із результатів праці [17] випливає, що матричне 
рівняння (12) має розв’язки, коли його характеристичні корені є кратнос-
тей, не більших ніж два. У [41] встановлено можливе число розв’язків 
матричного поліноміального рівняння (12) і структуру його характеристич-
ної матриці ( )A λ  залежно від цього числа. Одержано такий результат. 
 Теорема 11. Нехай характеристичні корені матричного рівняння (12) 
є кратностей два, тобто 

 2

1

det ( ) ( )
r

i
i

A
=

λ = λ − λ∏ , 

де i jλ ≠ λ , якщо i j≠ , , 1, ,i j r= … , і елементарні дільники характерис-

тичної матриці ( )A λ  є попарно взаємно простими. Тоді матричне рів-
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няння (12) має k  розв’язків, причому  

 
0

, 2 ,
1 ,         

1, 2 1.

n s

i

n i r q n q
k s

i n i q n q

−

=

− =   ≤ ≤ =    − + = +    
∑  

 Зауважимо, що матричне рівняння (12) з умовами, як у теоремі 11, має 
мінімальне число розв’язків, 1k = , у тому й тільки тому випадку, коли:  
 1°) степінь матричного рівняння (12), а отже, його характеристичної 
матриці ( )A λ , дорівнює два: 2m = ; 

 2°) його характеристичні корені є кратності два; 
 3°) характеристична матриця ( )A λ  цього рівняння подібна до матриці 
діагонального вигляду, тобто для деякої неособливої матриці ( , )T GL n∈ F  
маємо 

 

2
1

2
1 2

2

( ) 0 0

0 ( ) 0( )

0 0 ( )n

TA T−

λ − λ
λ − λλ =

λ − λ

L
L

L L L L
L

, 

де i jλ ≠ λ , якщо i j≠ , , 1, ,i j n= … . 

 Зауважимо, що в теоремі 11 можна зняти обмеження про те, що еле-
ментарні дільники характеристичної матриці ( )A λ  матричного рівняння 
(12) є попарно взаємно простими. Коли елементарні дільники матриці ( )A λ  

є довільними, k  означатиме число класів розв’язків матричного рівняння 
(12), де клас розв’язків iB{ }  складається із матриць iB  з тим самим харак-

теристичним поліномом det ( ) ( )iI Bλ − = ϕ λ . Кожний такий клас містить або 
один розв’язок, або нескінченне число розв’язків. 

Відомо, що кліткова структура поліноміальної матриці ( )A λ  без крат-
них характеристичних коренів залежить від числа її лінійних унітальних 

дільників. Зокрема, встановлено [34], що, коли це число мінімальне: nk m= , 
то матриця ( )A λ  діагоналізується, тобто подібна до діагональної матриці, а 

коли це число максимальне: 
mn

k
n

 =  
 

, то перетвореннями подібності мат-

риця ( )A λ  не зводиться до жодного клітково-трикутного вигляду. У випад-
ку наявності у матриці ( )A λ  кратних характеристичних коренів ця залеж-
ність порушується. Тоді матриця ( )A λ  може бути діагоналізована перетво-
реннями подібності як при мінімальному, так і при максимальному числі 
лінійних унітальних дільників. 
 6. Матричні лінійні поліноміальні рівняння Сильвестра. Матричні 
рівняння типу Сильвестра над різними областями, зокрема матричні полі-
номіальні рівняння ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X Y B Cλ λ + λ λ = λ , виникають у різноманітних 
областях математики і відіграють фундаментальну роль у багатьох задачах 
теорії керування і динамічних систем [56, 58, 74]. Для їх розв’язання необ-
хідні методи побудови розв’язків таких рівнянь і опис їх структури. 
 Якщо таке матричне поліноміальне рівняння є розв’язним, очевидно, 
що воно має розв’язки необмежених зверху степенів. Отже, виникає на-
ступне природне запитання: який мінімальний степінь розв’язків матрич-
ного поліноміального рівняння? Відповідь на це запитання є тільки у окре-
мих випадках. У [53] і [32] наведено оцінки степенів розв’язків матричного 
поліноміального рівняння з регулярними поліноміальними матрицями-ко-
ефіцієнтами та встановлено умови єдиності таких розв’язків.  
 У працях [8, 52] на основі стандартних форм поліноміальних матриць 
відносно напівскалярної еквівалентності описано структуру розв’язків мат-



18 

ричного поліноміального рівняння Сильвестра і наведено оцінку степенів 
його розв’язків. Сформулюємо деякі результати.  
 Розглянемо матричне рівняння  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X Y B Cλ λ + λ λ = λ , (13) 

де ( ), ( ), ( ) ( , [ ])A B C M nλ λ λ ∈ λF  – відомі матриці, а ( ), ( ) ( , [ ])X Y M nλ λ ∈ λF  – 
невідомі матриці. Нехай пара матриць ( ( ), ( ))A Bλ λ  з матричного рівняння 
(13) напівскалярно еквівалентна до пари стандартних форм  

 ( ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ))A B
i A BT UA V T UB Vλ = λ λ λ = λ λ , 

де ( , )U GL n∈ F , ( ), ( ) ( , [ ])A BV V GL nλ λ ∈ λF . Тоді з матричного рівняння (13) 
одержимо таке рівняння: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A BT H W T Cλ λ + λ λ = λ% , (14) 

де  

 1 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )  A B BH V X V W UY U C UC V− −λ = λ λ λ λ = λ λ = λ λ% . (15) 

 Рівняння (13) і (14) еквівалентні. Це означає, що рівняння (13) розв’язне 
тоді й тільки тоді, коли розв’язним є рівняння (14), і кожному розв’язку 

( )X λ , ( )Y λ  рівняння (13) відповідає розв’язок ( )H λ , ( )W λ  рівняння (14), і 
навпаки, згідно зі співвідношеннями (15). 
 Із матричного рівняння (14) одержуємо достатньо просту систему лі-
нійних рівнянь над кільцем поліномів [ ]λF , розв’язування якої зводиться до 
послідовного розв’язування лінійних двочленних поліноміальних діафан-
тових рівнянь. Спосіб розв’язування таких рівнянь наведено, наприклад, у 
[58]. Із розв’язків цієї системи складаємо розв’язки матричного рівняння 
(14), а за співвідношеннями (15) – розв’язки матричного рівняння (13). 
 Таким чином, опис розв’язків матричного рівняння (13) зведено до опи-
су розв’язків еквівалентного матричного рівняння (14).  
 Надалі через row ( )i A  і col ( )j A  будемо позначати i -й рядок і j -й 

стовпець матриці ( )A λ , відповідно. Степенем нуля будемо вважати мінус 
нескінченність: deg 0 = − ∞ . 
 Встановимо межі для степенів розв’язків матричних рівнянь.  
 Зауважимо, що згідно з критерієм Рота [66] матричне рівняння (13) має 
розв’язок тоді й тільки тоді, коли матриці  

 
( ) ( )
0 ( )

A C
B

λ λ
λ

 і 
( ) 0
0 ( )

A
B

λ
λ

  

є еквівалентними. Аналогічний критерій можна сформулювати для розв’яз-
ності матричного рівняння (14).  
 Теорема 12. Нехай матричне рівняння (14) розв’язне. Тоді воно має 

розв’язки ( )H λ , ( )W λ  такі, що deg row ( ( )) deg ( )A
i iW λ < µ λ , 1, ,i n= … , де 

( )A
iµ λ , 1, ,i n= … , – інваріантні множники матриці ( )A λ . 

 Матриця ( )H λ  з розв’язку ( )H λ , ( )W λ  матричного рівняння (14) має 
таку структуру.  
 Наслідок 2. Нехай канонічна діагональна форма матриці ( )A λ  із 
матричного рівняння (13) має вигляд 

 1 1 1( ) diag ( ( ), , ( ), ( ), , ( ), ( ), , ( ))A A A A A A A
p p p q p q nD + + + +λ = µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ… … … , 

де deg ( ) 0A
iµ λ = , тобто ( ) 1A

iµ λ = , коли 1, ,i p= … , deg ( ) 1A
iµ λ = , коли i =  

1, ,p p q= + +… , і deg ( ) 1A
iµ λ > , коли 1, ,i p q n= + + … . Тоді розв’язне мат-

ричне рівняння (9) має такі розв’язки ( )H λ , ( )W λ , що рядки 1row ( ),W λ … , 
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row ( )pW λ  матриці ( )W λ  є нульовими, рядки 1row ( ), , row ( )p p qW W+ +λ λ…  

– скалярними, тобто їх елементи є з поля F , а степені рядків 

1deg row ( ),p q W+ + λ … , deg row ( )nW λ  є меншими, ніж степені інваріантних 

множників 1deg ( ), , deg ( )A A
p q n+ +µ λ µ λ…  матриці ( )A λ , відповідно. 

 Враховуючи співвідношення (15) між розв’язками ( )X λ , ( )Y λ  і ( )H λ , 
( )W λ  матричних рівнянь (13) і (14), одержимо оцінку степенів розв’язків 
( )X λ , ( )Y λ  матричного рівняння (13). 

 Теорема 13. Розв’язне матричне рівняння (13) має такі розв’язки 

( )X λ , ( )Y λ , що deg ( ) deg ( )AY Dλ < λ . 
 Розв’язки обмежених степенів матричних рівнянь можуть бути єдини-
ми. Наступна теорема встановлює критерій єдиності таких розв’язків. 
 Теорема 14. Розв’язок ( )H λ , ( )W λ  матричного рівняння (14) такий, 

що deg row ( ( )) deg ( )A
i iW λ < µ λ , є єдиним тоді й тільки тоді, коли 

( ( ), ( )) 1A B
n nµ λ µ λ = , де ( )A

nµ λ , ( )B
nµ λ  – інваріантні множники матриць ( )A λ  

і ( )B λ  із матричного рівняння (13). 
 Зауважимо, що побудовою стандартної форми поліноміальних матриць 
відносно напівскалярної еквівалентності подібним чином, як і вище, задаємо 
ефективний спосіб розв’язування матричних поліноміальних діофантових 
рівнянь ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X B Y Cλ λ + λ λ = λ , а також опис структури розв’язків цих 
рівнянь.  
 7. Матричні лінійні різнобічні рівняння від двох змінних над кільця-
ми. Наведена у теоремі 6 стандартна форма пари матриць відносно уза-
гальненої еквівалентності використовується для побудови методів розв’я-
зування матричних лінійних різнобічних рівнянь над певними кільцями та 
опису структури їх розв’язків [51]. Сформулюємо деякі з них. 
 Нехай R  – адекватне кільце. Розглянемо матричне діофантове рів-
няння 
 AX BY C+ = , (16) 

де , , ( , )A B C M n R∈  – відомі матриці і , ( , )X Y M n R∈  – невідомі матриці. 
Пару матриць ( , )A B  з рівняння (16) зведемо узагальнено еквівалентними 

перетвореннями до стандартної форми ( , )A BD T , де 1
AD UAV= = Φ =  

1diag ( , , )n= ϕ ϕ…  і 2
BT UBV=  – нижня трикутна форма з головною діаго-

наллю 1diag ( , , )B
nD = Ψ = ψ … ψ , для деяких матриць 1 2, , ( , )U V V GL n R∈ . 

Тоді з матричного рівняння (16) одержимо таке рівняння: 

 A BD H T W C+ = % , (17) 

де 1
1 1

n

ijH V X h−= = , 1
2 1

n

ijW V Y w−= =  і C UC=% . Рівняння (17) еквіва-

лентне до рівняння (16). Із матричного рівняння (17) одержується система 
рівнянь, у тому числі двочленних діофантових рівнянь  

 ,         , 1, ,i ij i ij ijh w c i j nϕ + ψ = =% … . (18) 

Розв’язування цієї системи рівнянь зводиться до розв’язування діофанто-

вих рівнянь вигляду (18). Частковий розв’язок 0
ijh , 0

ijw  рівняння (18) знахо-

диться як частковий розв’язок 0
ijh  конгруенції (mod )i ij ij ih cϕ ≡ ψ% , 

0

iijh Rψ∈  і 
0

0 ij i ij
ij

i

c h
w

− ϕ
=

ψ

%
, де 

i
Rψ  – повна система лишків за модулем iψ . 
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Із цих розв’язків рівняння (18) складаємо частковий розв’язок 0 0

1

n

ijH h= , 

0 0

1

n

ijW w= , де 0

iijh Rψ∈ , , 1, ,i j n= … , матричного рівняння (17). 

 Наступна теорема формулює критерій єдиності часткового розв’язку 
матричного рівняння (17).  
 Теорема 15. Матричне рівняння (17) має єдиний частковий розв’язок 

0 0

1

n

ijH h= , 0 0

1

n

ijW w=  такий, що 0

iijh Rψ∈ , , 1, ,i j n= … , тоді й тільки 

тоді, коли (det , det ) 1A BD T = . 
 Загальні розв’язки матричних рівнянь (16) і (17) мають такий вигляд.  

 Теорема 16. Нехай 0 0

1

n

ijH h= , 0 0

1

n

ijW w= , де 0

iijh Rψ∈ , , 1, ,i j n= … , 

– єдиний частковий розв’язок матричного рівняння (17). Тоді загальний 
розв’язок цього рівняння є таким: 

 0 0,       H H K W W K= + Ψ = − Φ , 

де ADΦ = , BDΨ =  – канонічні діагональні форми матриць A  і B  з мат-

ричного рівняння (16), K  – довільна матриця із кільця матриць ( , )M n R . 
 Загальним розв’язком матричного рівняння (16) є пара матриць 

 1 2( , )X V H Y V W= = . 

 Стандартною парою пари матриць може бути пара діагональних мат-
риць, тобто пара матриць, що діагоналізується узагальнено еквівалентними 
перетвореннями. Умови діагоналізовності пар матриць наведено у теоремі 8. 
Запишемо загальні розв’язки матричних рівнянь з діагоналізовними парами 
матриць. 
 Нехай пара матриць ( , )A B  з матричного рівняння (16) діагоналізовна, 
тобто  

 1 1diag ( , , )A
nUAV D= = Φ = ϕ ϕ… , 

 2 1diag ( , , )B
nUAV D= = Φ = ψ ψ…  (19) 

для деяких матриць 1 2, , ( , )U V V GL n R∈ . Тоді матричне рівняння (16) екві-
валентне до такого матричного рівняння: 

 H W CΦ + Ψ = % , (20) 

де 1
1H V X−= , 1

2W V Y−=  і C UC=% . Із цього рівняння одержуємо систему 
діофантових двочленних рівнянь вигляду (18). Розв’язавши її, одержимо 

частковий розв’язок 0 0

1

n

ijH h= , 0 0

1

n

ijW w= , 0

iijh Rψ∈ , , 1, ,i j n= … , мат-

ричного рівняння (19). Загальний розв’язок рівняння (20) є такий. 
 Теорема 17. Нехай пара матриць ( , )A B  з матричного рівняння (16) 

діагоналізовна і її стандартна пара ( , )Φ Ψ  має вигляд (19), а 0H , 0W  є 
частковим розв’язком матричного рівняння (20). Тоді загальний розв’язок 
рівняння (20) є таким: 

 0 1
1

11
diag , , n

n
nn

H H r r L K
d d

ϕϕ = + … + Ψ 
 

, 

 0 1
1

11
diag , , n

n
nn

W W r r L K
d d

ψψ = − … − Φ 
 

, 

де ( , ) 1ii ii iid = ϕ ψ = ; ir  – довільний елемент із 
iidR , 1, ,i n= … ; 

1

n

ijL = l , 

1ij =l , , 1, ,i j n= … ; K  – довільна матриця із кільця матриць ( , )M n R .  
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 Загальним розв’язком матричного рівняння (16) є 1X V H= , 2Y V W= . 
 З використанням стандартної форми пари матриць відносно узагальне-
ної еквівалентності подібним чином пропонується простий метод розв’язу-
вання матричних рівнянь типу Сильвестра AX YB C+ =  над адекватними 
кільцями та описуються їх розв’язки.  
 Зауважимо, що матричні лінійні різнобічні рівняння над квадратични-
ми кільцями розглянуто у працях [25–27]. Запропоновано критерії розв’яз-
ності цих матричних рівнянь і наведено спосіб знаходження їх розв’язків 
[27]. Описано цілочислові розв’язки матричних рівнянь, тобто розв’язки з 
елементами з кільця цілих чисел. Наведено критерії існування цілочис-
лових розв’язків матричних рівнянь і їх єдиності [25]. На основі спеціальної 
трикутної форми матриць відносно ( , )z k -еквівалентності запропоновано 
простий спосіб розв’язування матричних рівнянь типу Сильвестра над 
квадратичними евклідовими кільцями та описано структуру їх розв’язків. 
Встановлено існування розв’язків з обмеженими евклідовими нормами. 
Доведено, що таких розв’язків матричне рівняння над квадратичними 
евклідовими уявними кільцями має скінченну кількість [26]. 
 8. Застосування стандартних форм матриць в інших задачах. У попе-
редніх пунктах наведено застосування стандартних форм матриць у зада-
чах факторизації матриць над різними кільцями при розробці методів роз-
в’язування різного типу матричних рівнянь та опису їх розв’язків. Проте 
стандартні форми матриць використовуються і в інших задачах. Наведемо 
коротко деякі з них. 
 8. 1. Подібність наборів матриць над полем. Напівскалярна екві-
валентність поліноміальних матриць (матричних поліномів) тісно пов’язана 
з подібністю пар і наборів числових матриць. У праці [22] встановлено та-
кий результат. 
 Теорема 18. Унітальні матричні поліноми 

 1
1( ) m m

mA I A A−λ = λ + λ + +L ,  (21) 

 1
1( ) m m

mB I B B−λ = λ + λ + +L , (22) 

де I  – одинична матриця, , ( , )i iA B M n∈ F , 1, ,i m= … , є подібними, тоб-

то 1( ) ( )A PB P−λ = λ , ( , )P GL n∈ F , тоді й тільки тоді, коли вони напівска-

лярно еквівалентні, тобто їхні стандартні форми AT  і BT  є напівска-
лярно еквівалентними. 
 Звідси випливає такий  
 Наслідок 3. Набори матриць  

 1, , mA A… , 1, , mB B…   

є подібними, тобто 1
i iA PB P−= , 1, ,i m= … , для деякої неособливої мат-

риці ( , )P GL n∈ F  тоді й тільки тоді, коли відповідні їм матричні поліно-
ми (21) і (22) є напівскалярно еквівалентними, тобто їх стандартні 

форми AT  і BT  є напівскалярно еквівалентними. 
 Таким чином, стандартні форми поліноміальних матриць щодо напів-
скалярної еквівалентності можна використати при розв’язуванні відомої 
проблеми про подібність пар і скінченних наборів матриць над полями [1, 
50, 67]. Наприклад, трикутна форма щодо напівскалярної еквівалентності 
для певних класів поліноміальних матриць, зокрема з простими харак-
теристичними коренями, з одним елементорним дільником, з попарно 
різними елементарними дільниками тощо, є достатньо простою і можна 
встановити умови їх напівскалярної еквівалентності та канонічну форму, а 
отже, розв’язувати задачу про подібність відповідних скінченних наборів і 
пар матриць над полями.  
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 У працях [43, 44, 68] розглянуто напівскалярну еквівалентність поліно-
міальних матриць в окремих випадках, зокрема для поліноміальних мат-
риць без кратних характеристичних коренів, з рівними інваріантними 
множниками, з обмеженнями на порядок матриць тощо, а також подібність 
відповідних пар і скінченних наборів числових матриць. Встановлено сис-
теми інваріантів поліноміальних матриць і наборів матриць над полем 
відносно цих перетворень, побудовано деякі їх канонічні форми і наведено 
умови напівскалярної еквівалентності поліноміальних матриць і подібності 
наборів числових матриць. 
 8. 2. Мультиплікативні властивості канонічної діагональної фор-
ми матриць (нормальної форми Сміта). Задача про мультиплікативні 
властивості канонічних діагональних форм матриць полягає в описі зв’язків 
між канонічними діагональними формами і інваріантними множниками мат-
риць B  і C  та їх добутку A BC= , зокрема, у встановленні умов, при яких 
канонічна діагональна форма добутку матриць дорівнює добутку каноніч-
них діагональних форм співмножників. У цьому випадку кажуть, що матри-
ці B  і C  мають властивість мультиплікативності їх канонічних діагональ-
них форм. 
 Нехай R  – адекватне кільце, ( , , )B M m k R∈ , ( , , )C M k n R∈  і BC A= , 

де ( , , ).A M m n R∈  Нехай ( , )A BD T  – стандартна форма пари матриць 

( , )A B  щодо узагальненої еквівалентності, де BT  – нижня трикутна 

матриця з головною діагоналлю BD . Тоді з рівності A BC=  одержуємо 
таку рівність: 

 1
A BD T C= , (23) 

де 1C  – нижня трикутна матриця з головною діагоналлю Ψ . З рівності (23) 

випливає, що A BD D= Ψ . Це означає, що канонічна діагональна форма BD  

дільника B  матриці A  є дільником канонічної діагональної форми AD  
матриці A . Такий результат встановлено у [61] лише для неособливих 
матриць над кільцем головних ідеалів. У цій же праці показано також, що 
коли A BC= , де A , B  і C  – матриці n -го порядку над кільцем головних 

ідеалів і (det , det ) 1B C = , то .A B CD D D=  
На основі стандартної форми пари матриць з використанням співвідно-

шення (23) встановлено [32, 35, 42, 63] набагато ширші класи матриць над 
поліноміальними кільцями, кільцями головних ідеалів, адекватними кіль-
цями, які мають властивість мультиплікативності їх канонічних діаго-
нальних форм. Зокрема, такими є: 
 1°. Канонічна діагональна форма добутку матриць BC A= , де B ∈ 

( , , )M m k R∈ , ( , , )C M k n R∈ , ( , , )A M m n R∈ , дорівнює добутку канонічних 

діагональних форм матриць B  і C , тобто A B CD D D= , тоді й тільки тоді, 
коли пара матриць ( , )A B  діагоналізовна, тобто  

 1 2,          A BUAV D UBV D= = , (24) 

де ( , )U GL m R∈ , 1 ( , )V GL n R∈ , 2 ( , )V GL k R∈ , і існують такі матриці 1V , 

2V  зі співвідношення (24), що матриця  

 1
2 1 1diag ( , , ,0, 0),        0V CV− = Ψ = ψ ψ ψ ≠… …l l , 

є d -матрицею, тобто 1|i i+ψ ψ , 1, , 1i = −… l . 

 2°. Нехай A BC= , де ( , )B M m R∈ , ( , , )C M m n R∈ , det 0B ≠ , rang C r= . 

Якщо ( , )A B B
i m iµ µ = µ , 1, ,i r= … , то A B CD D D= . 
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 8. 3. Стабільний ранг кілець матриць. Поняття стабільного рангу, 
введене Х. Бассом [46], використовується в K-теорії, в теорії кілець, 
зокрема, в задачах діагональної редукції матриць.  
 Нагадаємо означення стабільного рангу кільця. Нехай R  – адекватне 
кільце. Стабільним рангом кільця R  називають найменше натуральне чис-

ло m  таке, що для довільного унімодулярного рядка 1 2 1 1    ma a a a +…  дов-

жини 1m +  з елементами з кільця R , тобто такого, що 1 2 1( , , , , ) 1m ma a a a + =… , 

існують такі елементи 1 2, , , mb b b R∈… , що рядок довжини m   

 1 1 1 2 1 2 1         m m m m ma a b a a b a a b+ + ++ + +…  

є унімодулярним. Якщо такого натурального числа не існує, то вважають, 
що стабільний ранг кільця дорівнює нескінченності [3]. 
 Зауважимо, що в праці [47] розглянуто деяке розширене поняття ста-
більного рангу кільця: вводяться і вивчаються кільця стабільного дробового 
рангу 1.5, в той час, як відомими є кільця класичного стабільного рангу 
один, два тощо. 
 У працях [71–73] на основі стабільного рангу виділено нові класи кі-
лець з діагональною редукцією матриць. Важливим питанням є встановлен-
ня зв’язків стабільного рангу кільця ( , )M n R  матриць порядку n  над R  і 
стабільного рангу кільця R . У [3] наведено формулу, якою встановлюється 
цей зв’язок між стабільним рангом кільця матриць ( , )M n R  і стабільного 
рангу кільця R . З неї випливає, що, коли стабільний ранг кільця R  
дорівнює один або два, то стабільний ранг кільця матриць ( , )M n R  теж до-
рівнює відповідно один або два. 
 У [10] встановлено умови, коли адекватне кільце є стабільного рангу 1. 
З використанням стандартної форми пари матриць щодо узагальненої екві-
валентності у кільці ( , )M n R  матриць над адекватним кільцем R  виділено 
клас матриць стабільного рангу 1, коли кільце R  може бути стабільного 

рангу більшого, ніж 1. Таким є клас (2, )M R′  матриць 
2

1ija  другого поряд-

ку таких, що 11 12 21 22( , , , ) 1a a a a = .  

 Теорема 19. Нехай R  – адекватне кільце і пара матриць ( , )A B  

, (2, )A B M R′∈ , є простою, тобто AU BV I+ =  для деяких матриць 
, (2, )U V M R∈ , I  – одинична матриця. Тоді існує матриця (2, )P M R∈  

така, що AP B Q+ = , де (2, )Q GL R∈  є оборотною матрицею. 

 Це означає, що клас матриць (2, )M R′  є стабільного рангу один. 
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СТАНДАРТНЫЕ ФОРМЫ МАТРИЦ НАД КОЛЬЦАМИ ОТНОСИТЕЛЬНО 
РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЕЙ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ В ТЕОРИИ 
ФАКТОРИЗАЦИИ МАТРИЦ И МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
Приведен обзор результатов исследований одного из направлений, касающегося 
эквивалентности матриц, основанного П. С. Казимирским и развитого его учени-
ками. Сформулированы стандартные формы полиномиальных матриц и их ко-
нечных наборов относительно полускалярной эквивалентности и обобщенной 
эквивалентности пар матриц над кольцами. Приведены применения таких 
стандартных форм при построении методов факторизации матриц, решении 
мат¬рич¬ных уравнений, описании структуры решений этих уравнений, в 
частности матричных уравнений типа Сильвестра, матричных линейных 
диофантовых уравнений и в других задачах. 

Ключевые слова: полиномиальное кольцо, адекватное кольцо, эквивалентность, 
полускалярная эквивалентности, обобщенная эквивалентность, каноническая 
форма, стандартная форма, факторизация матриц, матричное уравнение. 

 
STANDARD FORMS OF MATRICES OVER RINGS WITH RESPECT TO 
DIFFERENT TYPES OF EQUIVALENCES AND THEIR APPLICATIONS IN THEORY 
OF THE MATRIX FACTORIZATION AND MATRIX EQUATIONS 
 
An overview of the results of studies of one of the areas concerning the equivalence of 
matrices initiated by P. S. Kazimirs’kii and continued and developed by his disciples is 
presented. The standard forms of polynomial matrices and their finite sets with respect 
to the semiscalar equivalence and the generalized equivalence of the matrices pairs over 
the rings are formulated. It is pointed out their applications in the construction of 
matrix factorization methods, the solution of matrix equations, the description of the 
structure of solutions of these equations, in particular the Sylvester matrix equations, 
matrix linear Diaphant equations and other problems. 

Key words: polynomial ring, adequate ring, equivalence, semiscalar equivalence, 
generalized equivalence, canonical form, standard form, matrix factorization, 
matrix equation. 
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