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l' УСЛОВИЯХ ЗНАКООПРЕДЕЛЕННОСТИИ ЗНАКОПОСТОЯНСТВА

-ОРМ ЧЕТНОГО ПОРЯДКА

L Ф. Клюйник

Разрешимость многих задач устойчивости решений дифференциальных урав

нений и изучение качественного поведения интегральных кривых методом

функций Ляпунова связано с вопросом о энакоопределенности и знакопо

croянстве функций нескольких переменных [3 J. При установлении типа си

стем линейных дифференциальных уравнений с частными производными до

статочно иметь некоторый критерий энакоопрелёленностн произвольных

форм четного порядка [4 J. При этом часто возникает необходимость исследо

вать ту ИЛИ иную форму на анакоопределенностъ или на энакопостоянство,

когда коэффици енты зависят от каких-нибудь параметров. Здесь необходимо

нкегь некоторые условия в виде аналитических выражений, сформулирован

ных с помощью коэффициентов.

Как известно [3[, форма F называется знакоопределенной (положитель

ЕО определенной или отрицательно определенной) в некогорой области из

кевения переменных, если F > О или F < О. Форма F называется знакопо

стоявной (знакоположительной или энакоотрицательной) в области изме

вевия переменных, если F > О или F ~ О. Наконец, форма F называется

знакопеременной, если она не является ни знакоопределеиной , ни знакопо

стоянной. т. е . может принимать в области изменения переменных как по

дожительные. так и отрицательные зн ачен ия .

В данной статье предлагается один способ установления условий зна

ковостоянства бинарных форм, а также формулируются достаточные и не

~oтopыe необходимые условия знакоопределенности тернарных форм.

Рассмотрим бинарную форму л-го порядка, записанную в виде
n

F (х, у) = ~ akxkyn-k, О}
k=O

где ak - действительны е числа. Обозначив г : • форму (1) можно

переписать так : F (х, у) = уnр (г), где
n

р (г) = :Е akzk
k= Q

- полином с одной переменной.

Очевидно, форма (1) будет энакоопределенной тогда и только тогда,

ёС.1И полином (2) будет иметь лишь комплексные корни.

В работе [2] было установлено следующее утверждение.

Теорема 1. Число пар комплексно-сопряженных корней полинома (2) равно
IfШ:ЛУ перемен знака в последовательности главных диагональных миноров

чгтядго порядка следующей матрицы:

аn a,1-1 аn-2 аn-з 00 О ... о ~
I

О пап а,,_1 (n - 1) аn_2 (n - 2) ... а1 О . .. о ~

1I о . . . ., {
(3)
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Если же полином (2), имеет кратные корни г1. г!, •••• гр соответственно

крвтвоетей n1' nz, ... , пр, то, повторяя рассуждения, аналогичные рас

суждениям, проведенным 'в работе [2J, приходим к такому - утверждению.

Теорема 2. Число всех различных корней полинома (2) ' равно г, а

число всех различных действительных корней равно

(4)

где 2г - наивысший порядок отличного от нуля главного диагонального

минора четного порядка матрицы (3), а V (l, D2 , D4, ••• , D2r) - число nе

ремен знака в последовательности чисел 1, D2 , D4 , ••• , D2r •

Из теоремы 2 вытекает такое следствие .

Следствие. Если п четно, т. е. н = 25 (s = 1,2, ... ), то все корни поли

нома (2) комплексные тогда и только тогда, когда число перемен знака в

последовательности главных диагональных миноров четного порядка матри

I
цы (3) равно т Г, т . е .

(5)

(6)

Таким образом, формула (5) дает критерий знакоопределенности би

нарной формы (1) произвольного четного порядка n = 2s.
Если же кроме условия (5) а.; > О, то получим критерий положитель

ной определенности. Аналогично, выполнение условия (5) и условия ап < О

дают критерий отрицательной определенности.

Предположив, что полином (2) имеет кратные корни г1' г2' ... , гр

соответственно кратносгей n1, n2 , ., . ~ пр, перепишем полином (2) в виде

Р (2) = ап (г - гl)П, ..• (2- гр)Пр, (а; =1= О, Zi =1= Zk)

при i =1= k, i, k = 1, 2, ... , р, nl + n2+ ... + пр = п,

Пусть первых q корней (q -< р) действительны, а остальные р - q
комплексны . Произведение множителей с комплексными корнями обозна

чим через R (t), где, очевидно, R (t) - действительный многочлен четной

степени. Таким образом,

Р (г) = ап (г - гl)П, . . . ( г - Zq)n q R (г). (7)

Пусть степень полинома (7) четная, т. е. n = 25, тогда, очевидно, n1 +
+ n2 + '" + nq - число четное. Имеет место следующая лемма.

Лемма 1. Для того чтобы полином (7) был знакопостоянним, т. е.

Р (2) >- е (Р (г) -< О), необходимо и достаточно, чтобы 1) аn > О (а" < О);
2) все действительные корни имели четную кратность.

Из сформулированной леммы вытекает, что для установления условий

знакопостоянства полинома Р (г) достаточно иметь условия четной крат

ности его действительных корней, если они есть.

Легко доказать следующее достаточное условие.

Теорема 3. Если г - 2V (1, D2 , D4 , ... , D2r) = 1, то Р (г) >- О или

Р (г) <: О в зависимости от того, будет ли а.; > О или а" < О.

Легко видеть, что верна также такая теорема.

Теорема 4. Если полином Р (t) знакопостоянный, то он имеет не более

I д • •
чем Т n различных еиствительных корнеи.

В дальнейшем, поскольку речь будет идти о кратных корнях, то естест

венно ввести в рассмотрение пронаводные полинома Р (г), которые каждый

раз будем рассматривать как новые полиномы. А зн ачит , для определения

числа действительных и комплексных корней каждого из этих полиномов

бувем применять теорему 2. Кроме того, учитывая, что операция дифферен-
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-roвaвия уменьшает кратность каждого корня на единицу, с появлением

8:ZЫX корней легко показать, что верна следующая теорема.

Теорема 5. Пусть наивысший порядок отличного от нуля главного

~bHOгo минора четного порядка матрицы вида (3) для производних

zrf'$liJкa k1, k2, ••• , k~ определяется по формуле

(т = 1,2, ... , р-l). (8)

7:.гда, если числа k1 , k2 , ••• , km окажутся нечетными, то полином

Р 1.;, > О или Р (г) < О в зависимости от того ап > О или ап < О. При

~.t:dl 1) если какие-нибидь из чисел k l (i = 1, ... , т) окажутся четными,

IВ:' зто будет означать, что какие-то корни полинома Р (г) имеют не

~!JЮ кратность; 2) если эти корни будут комплексными, та они, оче

~, на знак полинома Р (г) не влияют.

Таким образом, необходимо дополнительно исследовать, являются ли

за:шые корни действительными или комплексными.

Рассмотрим случай тернарной формы произвольного четного порядка

• = 2s. которую запишем в виде

Р(х, у, г) = ~ аk/хkуlzП-(kН, (9)
O<;;k+l<;;n

r:EG..,I- действительныечисла. Обозначиви = ; и v = ; , форму (9) можно

~caTЬ так; F (х, у, г) = гпР (и, а),

Dr

- полввом с двумя переменными.

Очевидно, форма (9) будет знакоопределенной тогда и только тогда,

еелв по.1ИНОМ (10) не будет иметь ни единого решения в поле действитель

IIЬL! чисел.

В работе [2] был предложен один из способов установления условий

3ILUi:оопределенности, который состоит в следующем: полином (10) рассмат

~я как полином с одной переменной и, коэффициенты которого за

~ от переменной о как параметра. Таким образом, пусть

n

р (и, v) = ~ bkuk ,
60

n-k

bk = ~ aklV1•
/=0

(11)

(12)

~полинома (11), как для полинома с одной переменной, строится матрица

lU.a (3)

~ Ьп ЬП-I Ьп-2 Ьп-з ЬО О О

~ ~ .
по; (n -1) ЬП- I (n - 2) ЬП_2 Ь1 О О

(13). . . . . . .
о . • •. Ь1

Jt: требуется, чтобы выполнялось условие (5) при любых действительных

3ЕЕ.2чe.Rиях переменной u. Раскрывая главные диагональные миноры четного

JJ:D;:я.J.КЗ матрицы (13) *, получаем n полиномов от переменной а, которые

ебезначвм
1(1-1)

D21 (а) = ~ A2i ,pVP (i = 1, 2, ... , n). (14)
р=0

• В работе [2] предложенОДИН из ыетОАОВ вычисленияопределятелейполввомвальвой

~ЕШ.
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Если все полиномы ' (14) и .соответствуюшая бинарная форма, которая по

лучается, если в (9) положить z = О, окажутся знакоопределенными, то

знакоопределенной будет также форма (9). Если же некоторые из поли

номов (14) знакопеременны, то в этом случае сформулируем некоторые не

обходимые условия знакоопределенности формы (9). для .этого нам понадо

бится следующая лемма.

Лемма 2.. Пусть задано два действительных' полинома с одной перемен

ной, т. е.
n т

Р (2) = ~ aJ7k и Q (г) = ~ bJ7k
k=O k=O

и пусть число различныхдействительныхкорней полиномаР (г) равно р (р <:
<: n), а полинома Q (г) - q (q <: т). Пусть q <: р, тогда. для тога

чтобы все действительные корни полинома Р (г) были корнями полинома

Q (г), необходимо и достаточно, чтобы число различных действительных кор

ней полинома Р (г) Q (г) равнялось q.
Имеют место следующие, легко доказуемые утверждения.

Теорема 6. Если полином (10) знакоопределенный, то последний из поли

номов (14), т. е.
n(n-ll

о; = ~ А2n , риР
р=О

знакопостоянный, 'а именно: внакоположительный, если ; - четно, и зна-

• n
коотрицательныи, если т - нечетно,

Теорема 7. Если полином (10) энакоопределенный, а полиномы D2n (и),

D2n-2(v), ... , D2n-2h (V) (h=O, 1, ... , n-4) имеют т (т= 1, 2, ..•

...,+(n - h) (n - h - 1») общих различных действитеЛЬНbl~ корней, то все

эти т корней являются также корнями и полинома D2n-2h-2 (и).
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О РАВНОМЕРНОЙ ДЕФИНИТНОСТИ СИММЕТРИЗАТОРDВ КОPflЕЙ

«АЛГЕБРАИЧЕСКИХ» ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

А. И. Балинскнй

Пусть .р - гильбертово пространство, а . ffi - множество всех линейных

ограниченных операторов, действующих в этом пространстве.

Рассмотрим полиномиальный операторный пучок

Р (л) = л
n
АО + лn-1А 1 + ... + лАn-1 + Аn (1)

с самосопряженными коэффициентами Ak Е ffi (k = О, 1, ... , n) и равно

мерно положительным оператором Ао » О (з6> О (Аох, х) >- 6 (х, х)

V х Е 4». Через о'(Р) обозначим, как обычно, спектр пучка (1), т. е.

множество всех комплексных чисел л, для которых оператор Р (л) необра

ТЮ1. Дополнение к о (Р) в комплексной плоскости - резольвентное мно

жество пучка - обозначим через р (Р).
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