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Если J 2 - 2 J 1 = О, то уравнение (8) приводится к уравнению г" = О

с помощью замены

У= g' t = g.(x),

где g (х) находится из уравнения

(
g")' ( g" )2J 1 = 2 7 - 7 ·
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1. Пусть Н - некоторое гильбертово пространство, элементы которо­

го будем обозначать х, у и т. д., R - действительная прямая. В про­

странстве Н рассмотрим функционал И (х). Производную Фреше и функ-
. бu

циональную производную И (х) будем обозначать ИХ и бх (L) •

Рассмотрим уравнение

И~ = t (х; U), (1)

где t (х; И) при фиксированных х и И принадлежит пространству Н* и яв­

ляется функционалом по х и функцией по И.

Уравнение (1) назовем вполне разрешимым, если начальное условие

И (хъ) = ИО (2)

однозначно определяет решение в некогорой окрестности точки Хо' Условие

полной разрешимости задачи (1), (2) вытекает из теоремы Фробениуса (см. [1[).
Применим теорию цепных дробей к решению задачи (1), (2). Пусть

Vo (х) и Wo (х) - первые нижнее и верхнее приближения решения уравне­

ния (1). Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть при фиксированном х функция
1 ь

5ds5t (хо +s(х - хо); И, '{)[х (Т) - хо ('t)] dT (3)
о а

монотонно убывает па И и положительна. Тогда при заданных финкцио­

налах Vg (х) и Wg (х) рекуррентные формулы

~n = Ив +{ds5t (Ха +s(х - хо); ~n-I, Т)(Х (Т) - хо (Т)] dT, (4)
n о а n-l

р

где Q: = Vg (х), однозначно определяют сходящуюся к решению задачи

Коши (1), (2) цепную дробь, подходящие дроби ~: которой при дополни­
тельном УСЛf)вии

I ".

Ио+SdsSt(хо+s(Х-Хо); ~: ,-r)[Х(Т)-Хо(Т)]dТ> ~:
о а

Ш2



характеризуются свойствами

(5)

(6)

р р

) б О 1 2 ~/И(х)/ ~',а при лю ом n = , " Q ""'" ""'" Q
2n 2n- l

О 2 Р2n Р2n-2 Р2n+1 Р2n-I
б) при любом n = ,1" -Q- > -Q-- и -Q-- < -Q--;

2n 2n- 2 2п+1 2n- 1

в) li m QP n = QP = U (х), где U (х) - решение задачи Коши;
л-е-сс n

г) при надлежащем выборе Vo(х) и W о (х) имеет место оценка точ­

ности решения:

I ~: - u (х) I< ~~ .
Доказательство теоремы следует из сводимости задачи (1), (2) к задаче

Коши для обыкновенного дифференциального уравнения [2 J и теории

цепных дробей [3].
Справедлива аналогичная теорема и в случае, когда функция (3) поло­

жительна и монотонно возрастает.

2. Рассмотрим теперь задачу

го (х; t) ( ьи (х; t) )
дt = бх ('t) ,а (х; т) + f (х; и, t),

U (х; О) = ио (х).

Здесь f (х; и, t) - функционал по х и функция по U и t.
Решение этой задачи можно представить в виде

(9)

(8)

(7)

....

I

U (х; t) = Uо СЦ (х; " t» + Sf (у (х; " t - s); U (у (х; " t - s), s) ds,
со

где у (х; т, t) решение задачи [2]

!ду (х; 1:, t) « t»
д: = а у х; ·, ; т ,

У (х; т, О) = Х (т) ,

Пусть теперь Vo (х; t) и Wo (х; t).- первые нижнее и верхнее прибли­

жения уравнения (5). Из представления (7), используя теорию цепных дро­

бей, можно доказать следующую теорему.

Теорема 2. Если оператор f (х; И, t) положителен и монотонно убы­

вает по U для всех х, равных у (х; т, t - 5), где у (х; т, t) - решение зада­

чи (8), то рекуррентные формулы

г, (х; t) . r (. . Рn-1 (у (Х;', t - s); s) )
Q ( . t) = Uо (у (Х,', t)) + j f у (Х,', t - 5), Q « " 1_ ), ) ,S ds

n х ; о n-I у х; s , s

однозначно определяют сходяицнося к решению задачи Коши (5), (6) цеп­

ную дробь, подходящие дроби ~: которой при дополнительном условии
I

U( (. t) I rf ( (. t ). Рn ( и (х ; . , 1 - 5) ; 5) )d РО
о У Х,', ,. J У х, " - s, Qo (у (х; " 1 _ 5); 5) ,S s:> Q;-

со

характеризуютсясвойствами а) - г) теоремы 1.
3. Разложение функционалов в цепные дроби тесно связано с разло­

жением их в ряд Тейлора, а именно: имеет место следующий функциональный

аналог тождества Эйлера:

~ ( ~) _ -.5u.. _ (C1, х)\ Сп (С2• х2) 1
n=О СП> - 11 I Со + t Cl , х) I(Cl. х) + (С2 , х2)

(Cl, х) (Сз, х3) \ _ ••• _ ( Сn_2, ~-2) (Сп, хn)\

l(c2 , х") + (Сз , х3) \(cn_l, ~ 1) + (Сп. хn)
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где для кратности записано (C i , х') вместо (... ((C i , Х), Х) ••• Х); с, являются
фиксированными элементами пространства L i (Н; R) (непрерывных и линей­

ных отображений Н х . .. х Н в R [1]).
----.----

ipa k

В случае, если Н - конечномерное евклидово пространство R. то

формула (9) примет вид

I
k k k k k

~~c xx+"~~c ХХ Х
k;:l k;:t k,k, k , н, k~l k~1 k;:1 k,k,k, k, k, k,

, '.

Если же Н = Н (Т) - некоторое гильбертово пространство действитель­

ных функций определенных на подмножестве Т действительного простран­

ства Rn• то формулу (9) можно записать в условно-традиционной форме,

а именно:

sС1 ('1) Х ('1) d '1 I
Т

IСО + ~ С1 ('1) Х ('1) вч

со . SSС2 ('1 , '2) Х ('1) х ('2) d'1' d'21
_...,.- ..:..Т-'Т • , '.

IsС1 ('1) Х ('1) d'1 +SSС2 ('1' ,J Х (1"1) Х (,J d'ld'2
Т Т Т
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в инженерной практике часто возникает задача нахождения простых анали­

тических выражений для приближения экспериментальных данных .

В 60-х годах появились эффективные машинно-ориентированные алго­

ритмы и программы для мощных ЦВМ дЛЯ нахождения чебышевских при-
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