
где для кратности записано (C i , х') вместо (... ((C i , Х), Х) ••• Х); с, являются
фиксированными элементами пространства L i (Н; R) (непрерывных и линей­

ных отображений Н х . .. х Н в R [1]).
----.----

ipa k

В случае, если Н - конечномерное евклидово пространство R. то

формула (9) примет вид

I
k k k k k

~~c xx+"~~c ХХ Х
k;:l k;:t k,k, k , н, k~l k~1 k;:1 k,k,k, k, k, k,

, '.

Если же Н = Н (Т) - некоторое гильбертово пространство действитель­

ных функций определенных на подмножестве Т действительного простран­

ства Rn• то формулу (9) можно записать в условно-традиционной форме,

а именно:

sС1 ('1) Х ('1) d '1 I
Т

IСО + ~ С1 ('1) Х ('1) вч

со . SSС2 ('1 , '2) Х ('1) х ('2) d'1' d'21
_...,.- ..:..Т-'Т • , '.

IsС1 ('1) Х ('1) d'1 +SSС2 ('1' ,J Х (1"1) Х (,J d'ld'2
Т Т Т
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в инженерной практике часто возникает задача нахождения простых анали­

тических выражений для приближения экспериментальных данных .

В 60-х годах появились эффективные машинно-ориентированные алго­

ритмы и программы для мощных ЦВМ дЛЯ нахождения чебышевских при-
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ближений с помощью многочленов и рациональных функций [5. 7. 9 J.
Непосредственная реализация этих алгоритмов на малых ЦВМ (типа «,'v\ИPD ,

«Наири », «Промгнъ» и Т . д.) затруднительна, поскольку для этого требуется

значительный объем памяти. Поэтому для практики инженерных расчетов

представляет интерес разработка этих алгоритмов по нахождению наилуч­

шего приближения выражениями, содержащими небольшое число т искомых

параметров (например, т -< 4), чтобы реализовать их на малых ЦВМ.

Опишем общую схему алгоритмов Е. Я. Ремеза нахождения наилучших

приближений [2. 6 J. Пусть задана ограниченная функция у (х), определенная

на ограниченном множестве Х. Пусть, далее. существует на множеств е

Х наилучшее чебышевское приближение вида

Uт (А. х) = Uт (ао• аl, ...• ат , х) (1)

с весом w (х) > О к функции у (х). Тогда метод последовательных чебышев­

ских интерполяций Ремеза состоит в последовательном выполнении следу­

ющих пунктов.

1. Некоторым образом из множества Х выбираются начальные эначе­

ния для точек чебышевского альтернанса

Z(O) { \о)}т+1 «О) (О) • О )= гl [=о , г; < Zi+l. t = • т .

На каждом j-M шаге выполняются следующие пункты.

2. Осуществляется чебышевская интерполяция функции у (х) выраже-

нием ит (А(Л. х) на множестве точек г», т. е. определяются коэффициенты

{al}bO и величина р/. для которых выполняются условия

(2)

(3)[.

у (z~J))- ит (А(Л. z~J) i
-'-'-----:-::-0---'--- = (- 1) р,. i = О, т + 1.

w (z/)

3. Проверяется выполнение равенства

I I - I у (х) - Ит (АФ. х)
Р/ - тах ( )

хЕХ W х

Если равенство выполняется, то Uт (Ат. х) - наилучшее чебышевекое
приближение функции у (х) выражением вида (1). Выполнение алгоритма

на этом прекращается. .
4. Если равенство (3) не выполняется. то некоторым образом выби­

рается следующее (уточненное) приближение для точек чебышевгкого аль­

тернанса Z(/+l) = {ZV+I)}bt l Е Х (zy+ l ) < г~1), i = О. т) вместо предыдуще­

го приближения Z{J).
5. Полагают, j = j + 1. Выполнение алгоритма повторяется начиная с п. 2.
Простейшим алгоритмом для замены точек альтернанса (п. 4) является

один из вариантов первого алгоритма Ремеза - алгоритм содноточечной

заменой (или алгоритм Валле - Пуссена) [2. 6 J. Реализация его на малых

ЦВМ не представляет труда. если точек альтернанса имеется конкретное

число k = 3; 4; 5; 6.
Основной момент, где следует учитывать специфику малых ЦВМ при

решении задачи чебышевского приближсния,- осуществление чебышевской

интерполяции. Как известно, в общем случае для этого приходится решать

систему (2) т + 2 нелинейных уравнений. Решают ее различными итера­

ционными способами.

для реализации на малых ЦВМ весьма эффективными оказываются

алгоритмы. основанные на аналитическом решении (точном решении) зада­

чи чебышевекой интерполяции. В некоторых конкретных случаях удается

получить аналитические выражения для определения неизвестных коэффи­

циентов {al}7' = о и величины максимальной погрешности приближения

Uт (А. х) через точки альтернанса и значения функции у (х) в этих точках.

В работе [3 J приведены аналитические выражения для искомых параметров
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(8)

(7)

(5)

(6)

наилучших чебышевских приближений вида

Рт (х) = ао + a1x+ ... + аmх
m,

т <: 4, w (х) = 1, w (х) = у (Х), (4)

R () ао+ a1x + . . . + akxk
k 1 Х = 1 ' k + l <: 3, w (х) = 1, w (х) = у (х),
, 1+ b1x + ... + btx

'Рm (х) = ао ехр (аlХ + . . . + атх
m

) , т <: 4, w (х) = у (х),

Фm (х) = ln [аm (хm +~>iX)], т <: 3, w (х) = 1,

р

о; (х) = g (х) [аm (хт +~~ aix
i
) ]q, т <: 3, ш(х) = у (х),

k 1
~ a.x i - 1 ~ ь .хl

Wk,l (х) = boxi= l ' ei=l ' , х> О, k + l <: 3, w (х) = у (х). (9)

Справа указаны значения т, k и {, а также конкретный вид весовой функции

w (х), при которой они получены. Исходя из полученных формул для реше­

ния задачи чебышевской интерполяции, построены алгоритмы для нахожде­

ния наилучших чебышевских приближений вида (4}-(9). Для реализации

этих алгоритмовсоставленысоответствующиепрограммыдЛЯ ЦВМ «МИР-l»

[4].
Таким образом, особенность реализации алгоритмов для нахождения

наилучших чебышевских приближений функций на малых ЦВМ состоит

в учете и использовании следующих факторов.

1. Количество неизвестных параметров приближений, употребляемых

в инженерной практике, обычно невелико.

2. Для многих конкретных случаев приближений задачу чебышевекой

интерполяции удается решить аналитически, получая при этом значительный

выигрыш в длине программы и времени ее исполнения.

3. Простейшим алгоритмом для нахождения точек альтернанса, приме­

нимым на малых ЦВМ, является один из вариантов первого алгоритма

Е. Я. Ремеза - алгоритм с одноточечной заменой.

Заметим дополнительно, что при составлении программ для малых

ЦВМ по нахождению наилучших приближений таблично заданных функций

следует стремиться достигнуть минимальной длины программы (возможно,

даже за счет увеличения времени работы ее). это позволяет вводить в память

ЦВМ большее количество значений приближаемой функции.
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