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ОПРЕДЕJlЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО НАПРЯЖЕНИЯМ

РЕЖИМОВ НАГРЕВА СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

С. Ф. Буда, Ю. Г. Мирончук

Рассмотрим тонкостенную теплоизолированную на внутренней поверхности

замкнутую сферическую оболочку радиуса R и постоянной толщины 2h.
Температура на внешней поверхности оболочки изменяется во времени по

определенному закону. Начальная температура равна нулю. для опреде­

ления переменного по толщине нестационарного температурного поля в

проиэвольный момент времени используем операторную форму решения

уравнения теплопроводности, приведенную в работе [5]. Ограничиваясь в

решении для заданных начальных и граничных условий кубическим законом

изменения температуры по толщине, получаем

1 ( ,,2 1 ) dT у ' У ( yZ 1 ) dT*
t (и, 1')= Т +27-3 dU + h Т* + 2h 3h2 - 5 -----;[U, (1)

где l' - координата по толщине оболочки, отсчитываемая от срединной по-
т

верхности; и = a2h2 ; а-2 - коэффициент температуропроводности; т -

время; Т, Т* - усредненная температура и температурный момент, кото­

рые должны удовлетворять системе уравнений

dT * _ ~ dT +~Т = О
du 2 du 2 * ,

1 dT* 4
5"" dU + Т + 3 Т* = tc (и),

где 'с (и) - температура внешней поверхности оболочки.

Учитывая нулевые начальные условия для температуры оболочки,

на основании (1) приходим к следующим начальным условиям для Т и Т*:

Т (О) = О, t (О) = О, Т* (О) = О, t * (О) = О. . (3)
К условиям (3), как это следует из; уравнений (2), необходимо присоединить

условие tc (О) = О. .
При отсутствии внешней силовой нагрузки напряженное состояние обо­

лочки характеризуется меридиональными а! И кольцевыми a~ напряжения­

ми, которые определяются по формулам [4]
а,Е

а! = (J/I = о = -1-- [Т (и) - t (иН,-v

где а - коэффициент линейного температурного расширения; Е - модуль

упругости; v - коэффициент Пуассона.

Рассмотрим задачу об определении оптимального по напряжениям ре­

жима нагрева по толщине сферической оболочки при следующих ограниче­

ниях на изменение температуры tc на внешней поверхности оболочки и" на­

пряженное состояние на внешней и внутренней поверхностях:

а) функция 'с (и) для О <; и <; Ul неотрицательнаяи ограниченнаязна­

чением То, а для u >- Ul равна Tol , т. е.

0<; tc (и) <; ТО для О <; и <; щ,
tc(u)=To1 дЛЯ U>-U1;

б) функция 'с (и) подчинена системе функциональных ус.10ВИЙ вида

и,

j иЧс (и) du = А/ (i = О, 1, 2, ... , n), (6)
о

где А/ - некоторые постоянные, которые будут использованы в дальнейшем

для удовлетворения ограничений на изменение функции в фиксированные

моменты времени;
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в) температурные напряжения на внешней поверхности а+ .-:..: о' (h, и)
н внутренней - о- = о' (- h, и) изменяются в заданных пределах:

0'[= <: о'± <: 0';, о'г <: о, 0';:'>- О. (7)

Решение задачи будем искать методами вариационного исчисления. В ка­

честве условия оптимальности примем условия минимума функционала энер­

гии упругой деформации [3], которая с учетом выражения [4] для а и пред­

ставления (1) для температуры, а также уравнений (2) после интегрирования

по у запишется так:

М = 8nR2a2
h

2cx2
E S"i [_1_1 (dТ",)з +..!. Т* dT. +~Т2 ] du. (8)

75 (1 - "> 35 du а du 3·
О .

Таким образом, функционал М можно рассматривать как функционал,

заданный на множестве функций Т*, которые связаны с усредненной темпе­

ратурой Т и температурой tc внешней поверхности уравнениями (2).
Рассмотренные выше ограничения (5) - (7) на функции tc и а представим

в виде соответствующих ограничений на интегральные характеристики тем­

пературного поля Т и Т*.

Используя методику, изложенную в работе [2], функции t~, а+ и (Г с
учетом ограничений (5) - (7) можно представить в виде

t то . ± о! - ог [. ± ( of +of] (9),= -2- [зш (j)1 (и) + 1], а = 2 SШ(j)2 и) + ± ± '
02 -о,

где ЧJl (и), ЧJ; (и) - некоторые функции.
На основании выражения (4) и системы уравнений (2) из представлений

(9) и условий (5) вытекают следующие ограничения на функции Т, Т*,

ЧJl' (j)i (и):
dT", _~ dT +~T*=O
du 2 du 2 '

+d:U* ++Т*-Т- ~o [siП(j)l(и)+I]=О,
± ",

+ +Т* + ~EOv = О, S и' [sin (j)l (и) + 1] du = 2~1
О

(10)

(11}

(i = О , 1, 2, ... , n).

Таким образом, решение сформулированной выше задачи сводится к на­

хождению экстремалей функционала (8) на множестве функций Т, Т*,

(j)l (и), ЧJ; (и), а±, которые удовлетворяют условиям (10). .
Из необходимого условия экстремума [1] сформулированной вариацион­

ной задачи на условный экстремум приходим к следующей системе урав­

нений Эйлера:

d2T", 2800 ( 70 7 d)
([u2 - ---зз Т* = 33 -22 (fU- [1..1 (и) + Аз (и) + Аз (и)] +

(
175 35 d)+ 4Г-22dU л,4(и)=О,

1..1 (и) ++]..4 (и) = О, [1..1 (и) - ~ AioUi] cos ЧJl (и) = О,
,=0

Аз (и) cos CPt (и) = О, Лз (и) cos ср- (и) = О.

Система уравнений (11) вместе с условиями (10) служит для определения

искомых функций Т, Т*, ЧJl (и), cp~ (и) и множителей Лагранжа Лi (и),
~'iO' Если указанные функции найдено, то последовательно определяем тем­

пературу (с на поверхности оболочки из второго уравнения (2), по формулам
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(13)

(12)

[Г) определяем распределение температуры по толщине оболочки, а затем

по формулам (4) находим соответствующее напряженное состояние оболочки.

Методику решения такого класса задач проиллюстрируем на следующем

примере.

При м е р. Рассмотрим решение уравнений Эйлера без учета ограни­

чений (7), т. е. экстремальное решение. В этом случае система уравнений

(11) сводится к одному уравнению относительно функции Т*:

d
2T* 2 _ [~ (26 i u

i
+! i i-!) ]

~ - k Т* - То L..J I-ti --ТS и - ТtI - [) и + С ,
i=O

2800
где k2 = ~; I-ti - приведенные множители Лагранжа; С - произвольная

постоянная . На основании уравнений (2) и формул (1), (4), использовав ре­

шение уравнения (12) дЛЯ Т*, определяем Т, t (''1', и). В этом случае темпера­

турное поле tc на внешней поверхности будет иметь вид

tc = ТО 13, 6842C1eku - О,2176С2г
ku - ~to (2,8044 - О,5и2) +

+ 1-t1(О,1666иЗ
- 2,5926и + 0,0209) + Сз - С4 (и + 1,6»),

где постоянные С1 , С2 • с; С4 , I-to, 1-t1 определяются из условий

Т(О) =Т*(О)= т (О), tс(ио) = то, iс(ио) =0, tс(и1)=ТО1 • (14)

Перейдем теперь к рассмотрению схемы решения задачи с учетом огра­

ничений. Пусть для полученного экстремального режима (13) при О <: и <:
<: и2 температура и напряжения не превышают допустимых значений, для

и = и2 сжимающие напряжения на внешней поверхности а+ = «: при
и > и2 - превышают допустимые. В этом случае при И2 < И < из из систе­

мы уравнений (11) и представления (9) для напряжений следует, что а+ =
= at. При этом условии из уравнений (11) и (10) получим

tc = То (О,35снг
nи - О,75d)и + С21) , (15)

(l- v)crt 20 .
где d) = ЕаТ ; n = -3-' Сн, С21 определяются из условия непре-

о

рывности температурного поля при и = И2; из определяется из условия

tc (из) = tC) (из) ·
допустим, что дЛЯ из <: и <: И4 (И4 > ио), при найденном экстремальном

режиме, определяемом функцией tc' растягивающие напряжения а± не
превышают допустимых. Тогда температурное поле определяется из систе­

мы уравнений (2) и условий сопряжения температурного поля при и = ИЗ,

Пусть для и = И4 растягивающие температурные напряжения достига­

ют своего допустимого значения на внешней поверхности оболочки, т. е.

а+ = at, а для и> И4 a+>at. При этом 0< tc (и) < ТО, т. е. согласно
формуле (10) cos ер! (и) =1= О.

Из анализа уравнений Эйлера следует, что для обеспечения второго из

условий (9) необходимо перейти на режим нагрева, при котором ept (и) =
= .;. Тогда а+ = at.

В рассматриваемомслучае система уравнений Эйлера служит для опре­

деления множителей 1.,1' 1.,2' Аз. Выражения для Т, Т*з определяются нз пер-

вых двух уравнений системы (10) при ept (и) = Т. Если функции Тз, 1'*3

найдены, то tсз и соответствующие лг> определяются последовательно по

формулам (1), (2), (2). В частности, выражение для tсз имеет вид

tсз = ТО IB1e-
n(U-uс> + В2и + Ва] (15)

Постоянные интегрирования В), В2, Ва определяются из УС:ЮВИЯ вепрерыв ­

ности температурного поля при и = и•.
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0,00

о

{l,2 0,0 lJ,a

напряжений а± при отсутствии

внешней поверхности оболочки.
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АНУССР

ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛАСТИНКИ

С КРИВОЛИНЕЙНЫМ ОТВЕРСТИЕМ,
КРАЙ КОТОРОЙ ПОДКРЕПЛЕН ТОНКИМ СТЕРЖНЕМ

И. А. Нищеико, Т. Л. Мартынович

Рассмотрим задачу термоупругости для пластинки толщиной h, которая эа­

нимает бесконечную область, ослабленную криволинейным отверстием.

Контур пластинки L подкреплен вимметрично тонким стержнем постоянной

ширины Ь и толщины h. Боковые поверхности пластинки и стержня теплоизо­

лированы, а вдоль внутренней поверхности подкрепляющего стержня

происходит теплообмен с внешней средой по закону Ньютона. На бесконеч­

ности задан однородный тепловой поток интенсивности q, направленный под
углом а к оси Ох. Внешнее силовое воздействие отсутствует. В этом случае,

как известно [1, 2, 4, 51, температура Т в пластинке удовлетворяет краевой

задаче

l:!.T=O.
дТ--H{T-TJ=O на L
дл ' •

(1)
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дТ q
ах= - -rcos a •

дТ ' q •
ду =-:-т sш а при [х], lu/-+ oo.
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