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В области D = {О -< 1 -< Т < 00; - 00 < Хр < + 00, р = 1, 2, ... , т}
рассматривается следующая задача:

q (д т д )n!
L [и] == г1 (fГ - ~ Ар! дхр ~ Ь! и = f (1, Х1, ••• , Хm) ,

1=1 /1=1

~ \ = д'u I (г = 0,1, '" , n -1),
д/Т (=0 дt

Т

(=Т

где Ivp j, Ь! (j = 1, ... , q; р = 1, :.. , т) - действительные числа, n1 + .'.. +
+ nq = п, а функция f (/, Х1 , ... , Хm) в области D непрерывна по (, 2л-пе­

риодическая и достаточно гладкая по Х1, Х2, ... , Хm • Решение задачи ищет­

ся в классе 2л-периодических по пространственным переменным функций.

Частный случай этой задачи рассмотрен в работе [3].
в дальнейшем будем использовать такие обозначения:

Х = (х1 , Х2, • - • ,Хm) ; k = (k1, k2, • • • , km) ;

1k I = 1~ 1+ о.. + I km 1; (k, Х) = k1X1 + ... + kmxm;
c!Ьiq)(D) - класс функций, которые определены в области D, р раз непре­
рывно дифференцируемы по 1; а по х - 2л-периодические и q раз непрерывно

дифференцируемы.

Решение задачи ищем в виде ряда

00 00

u(t,x}= ~ •• 0 ~ uk(/)exp {i(k,x)} . (3)
k,=-oo km=-oo

Тогда каждая из функций Uk (/) является, соответственно, решением такой
задачи:

q(k) [d (т )]nj(k)JJ dГ - i ~I Ivp jkp+b j Uk (1) = fk (t), (4)

lт [Uk] = uj;) (О) '- и~) (Т) = О (г = О, 1, ... , n - 1), (5)

где fk (1) - коэффициенты Фурье функции f (1, х) ; n1 (k) + ... + nq (k) =
=n,

т

i ~ (lvps - Ар,,) kp+ (bs - Ь,,) =F О (5, V = 1, 2, ... , q (k); 5 =F v).
/1=1

Ддя вектора k =F О однородное уравнение

q(k) [d (т ) jnj(k)
г1 dГ - i~ Ivpjkp + bj " . Ukт = О,
г1 р=1



соответствующее неоднородному уравнению (4), имеет такую фундаменталь­

ную систему решений:

Иk,1'Sj (t) = t
Sj

-
1ехр {(i ~1 л'рjkр + bj) '} , (6)"

51 = 1, 2, ... , nl (k); i = 1, 2, ... , q (k),
а решение задачи (4*), (5) можно записать в виде

_ q(k) nj(k)

иk (t) = ~ ~ Ck,j ,sPk,j,Sj (f),
j=1 sj=1

(г=О, 1, ... , n-l),

где коэффициентыCk,j,sj (81 = 1, 2, . .. , n/ (k); i = 1, 2, ... , q (k))
ются из системы уравнений

q(k) nJ~k)

~ ~ с [и(г). (О) - и(г). (1')] = О."'-1 ."'-1 k,/ ,S j k,/.s i k./.s j
;=1 sj=1

определя-

(8)'

определитель которой Д (k) вычисляется по формуле

q(k) [( т ) ]nj(k)
д (k) ~ 1 ! 2! ... (щ (k) - 1)! 1 - ехр i ~ л'рjkр + bf Т х

~1 ~1

[
т ]ns(k)n'J(k)

х п i~ (л'рs-л'Р'J)kр + ('?s-Ь'J) •
Q(k)~s>'J~1 ~I

Заметим, что если в уравнении (1) b j =1= О U= 1, .•., q), то для вектора­
k = О всегда существует единственное решение ио (t) задачи (4), (5).

Если k =1= О, то единственность решения задачи (4), (5) имеет место тогда­

и только тогда, когда Д (k) =1= О [2].
Поэтому из формулы (8) и теоремы о 'единственности разложения функ­

ции в ряд Фурье следует такое утверждение.

Теорема 1. Если в уравнении (1) Ь/ =1= О (j = 1, 2, ... , q), то задача­

(1), (2) не может иметь двух различных решений из класса c~:+т+l (D).
Решение задачи (1), (2) существует, если для каждого вектора k­

существует решение задачи (4) , (5) и если в области D ряд (3) и ряды, полу­

ченные его почленным дифференцированием до порядка п включительно, рав­

номерно сходятся.

Предположим, что решение задачи (1), (2) единственно. Тогда для каж­

дого целочисленного вектора k =1= О существует функция Грина Gk (t, 't)
задачи (4*), (5), с помощью которой решение задачи (4), (5) представляется

в виде [2]
т

иk (t) = 5Gk (/, Т) fk (Т) d't (k = ± 1, ± 2, . . .),
о

а решение задачи (1), (2) формально можно записать в виде ряда

00 00 т

и (t, х) = ио (!) + ~ ... ~'5 Gk (/, 't)fk (Т) d. ехр (i(k, х)}, (9)'
k,=-oo kт=-oo О

где штрих означает, что яропущено суммирование по нулевому вектору .

для функции Gk (t, Т) и ее производных по t имеют место следующие

оценки:

I I
с I k ,SI n(n;1) {ri' 11 - ехр (i ~ "'pjkp + bj) Т \n/k)Г

1

(fGk и, 't) ~ j=1 ~1 . (10)
дtS "" I т \ns(k)n'J(k)

п i ~ (Лps - Apv ) kp + (bs - b'J)
qk ~S>'J~ 1 р=1

Из выражения (9) и оценок (10) следуют такие теоремы.

159'



Теорема 2: Пусть е уравнении (1) все bJ(j = 1,2, ... , q) различны и не

(o.n(n+l)+m+l)
равны нулю. Если f и, х) Е С211 2 (D), то существует решение зада-

ча (1), (2), которое представляется рядом (9) и принадлежит классу C~~·n) (D).
Теорема 3. Пусть в уравнении (1) Ь! :::1= О (j = 1,2, ... , q) и для некоторых

50 и "о (1 -< 50' Vo -< q) bso = b'Vo' Если существуют константа М > О
и натуральное число r такие, что для всех (за исключением конечного числа)

челочисленных векторов k выполняются неравенства

lil(APSo-АР'Vо)kРI> 1:( , (11)

и если f и, х)Е C~~N) (D), где N - некоторое достаточно большое нати­
рольное число, то существует решение задачи (1), (2), которое принадлежит

.классу c~,;;n) (D).
Лемма. Почти каждый (в смысле меры Лебега) вектор 00 -:-(ro1' ... , Ют)

удовлеnЮоряет неравенству

lro]k]+ ... +romkml:>K(I~I+ '" +lkmlг(m+l) (12)

для всех целочисленных k =1= О при некотором К (00) > О [Г],

ИЗ теоремы 3 и предыдущей леммы следует утверждение.

Теорема 4. Пусть в уравнении (1) Ь! =1= О (j = 1•...• q) и для некоторых

50 и Vo (1 -< 50,Vo <: q) bs• = b'V.. Если f (t, х) Е C~~N) (D), где N - неко­
торое достаточно большое натуральное число, та для почти всех (в смысле

меры Лебега) чисел Ар! (р = 1, 2, ... , т; i = 1, 2, ... , q) существует решение

задачи (1), (2) в классе c~,;;n) (D].
3 а м е ч а н и е. Результаты работы переносятся на случай, когда в

уравнении (1) Ар! и Ь, (j = 1, 2, ... , q) являются i - 1 раз непрерывно диф­

ференцируемыми функциями от t.
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,ВЕТВЯЩЕИСЯ цепней ДРОБИ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ

Д. И. Боднар, И. Я, Олексив

(1)n

а+ ~ n

{,=I ai, + ~ ---,--­
i,=1

Г,1е a;~i....it > О; 1 -<: ik -<: n, k = 1,2, ....

Ветвящиеся цепные дроби впервые рассмотрены в работе [3]. Несмотря на '

свою новивну, теория ветвящихся цепных дробей уже нашла свое примене­

ние в теории чисел, теории дифференциальных уравнений, теории функций

и вычислительной математике Ш. В работах [1-3] исследовались вопросы

сходимости ветвящихся цепных дробей.

В настоящей статье приведен достаточный признак сходимости ветвя­

щейся цепной дроби с положительнымичленами вида
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