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ДИНАМИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ

В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОИ ПЛАСТИНКЕ
С КОЛЬЦОМ РАВНЫХ круговых ОТВЕРСТИЙ

Р. Н. Швец, С. В. Грнцаit

Рассмотрим усгановившиеся изгибные колебания бесконечной трансвер­

сально-изотропной пластинки толщины 2h с кольцом равных круговых от­

верстий, центры которых периодически размещены по окружности радиуса

Ь (см. рисунок). В центре каЖдОГО отверстия!/к л" ,+ "1
поместим полюс полярнои системы коорди-

нат (rk , 6k ) (k = О, 1, .... т - 1). Гранич­
ные условия на контурах Lk будем считать

циклически симметричными [2].
Задача состоит в отыскании в области

S, занимаемой пластинкой, решений урав­

нений движения (1)

(
1 a'l.) (- 1 д2;)б--- flw---- +
с'l дг2 ~ д'\;2

1 3

_З_д2 ; _ 3(1-\1) Р
+ h2c2 до2 - 2hЗG '

1

(
2 1 д2 )~cp - k + ~ д't\! q> = О. (1)

которые учитывают поперечные СДВИГОБые деформации и инерцию вращения,

когда на контурах (rk = R) Lk заданы условия

(2)

1 д2

А.1 = Д - --2 ~~.
С1

няя нагрузка, Е, G - модули Юнга и сдвига в плоскости пластинки, С, ­
модуль сдвига в направлении, перпендикулярном к плоскости пластинки,

fl - двумерный оператор Лапласа, k' - коэффициент сдвига, \1 - коэффи­

циент Пуассона, р - плотность, 000 - круговая частота, т - время.

Моменты и перерезывающие усилия в рассматриваемой пластинке опре­

деляются формулами

'2 Е 2 G 2 го, 2 2 Eh'l.
Здесь С} = Р (1 _ \12) t С2 = р' СЗ = -р-' k = 8 (1- \1) , е = 3k' (1- "~) 02. •

~ -
w = w - ед]w - прогиб. q> - функция сдвига, Р - внеш-

(k) [ д2ш '" (1 d2
q> J д<р) ]М, = ~ D (1-\1)--2 + 'V~w >- (1-\') - д .де ---2 -до. t

drk 'k гя k 'k vk
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(3)[ ( - -)(k) 1 a!!w 1 aw 1 дZq>

МrtЭ = ~D (1~ ") г;; a,~ek ,~ a6k -2 А<р + д'~]'
Hlk) [д - 1 l дер 1 .\1(k) [1 д - 1 дq>]
lУ; =~D -д A1w--- - - -a8 ' lVG =~D --деД1W+--д •

(1/ S'k k '11 k 8 'k

где D - цилиндрическая жесткость на изгиб.

Рассматривая установившиеся колебания пластинки, ФУНКЦИИ ~, ЧJ, Р
выбираем в виде

- - ( ) ~{jJо~ Ф ( ) -{UJ.t р р ( ) -JUJ.tW = Wo Х, у е ,<р = х, у е • = о Х, у е .

Подставляя формулы (4) в (1), СВОДИМ задачу динамического

пластинки к решению уравнений

( А + 2)(6 - А2-)_ З(J-v) РО
~ а W o- г' Ша - 2hЭ ----сг- '

6Ф_ у2ф = О,

где

(4)

изгиба

(5)

(7)

(6)

(t2, ~2 = ~ vro2 (1 + сб)2 + 4c~ (+ - ro2
) ± ~2 (1 + c~),

у2 = (1 2 ) (1 - 8Ci1a), со = (J)co, СО = ..Е.!... •
е - \1 1 СЗ

Частное решение первого уравнения (5) можно записать так:

ШО = 4nJt;~I(~~ ~2) SР" (х, у) (КО [а V (х ,-~2 + (y~ 'У))2] +
(S)

+ Ко [~ V(x _~)2 + (у- ТJ)21\ ~dТJ,

где Ко (2) - фундаментальное решение уравнения (5).
Решения однородных уравнений (5)для т-связной области S, удовлетво­

ряющие условиям периодичности и излучения, возьмем в виде

_ _ _ _ _ - - -----<>0-- ...--1- - - - - - - - - - -

~l = ~ ар ~ щО (аг!) соя Р (8я _ 2:: ),
0=0 k=0

ес '7I-!

~2 = L Ьр L Кр (~rk) cosр (Bk _ 2::),
0=0 k=O

00 m-I

Ф = ~ Ср Ь к, (j'r/r) sin р (8
"
_ 2:).

0=0 k=O
- - - n)

где Wo = W1 + W z, ар, Ьр , CD - неизвестные постоянные, Нр (z), Кр (z) -
цилиндрические функции.

Потенциалами W1, Ф описываются соответственно медленные, быстрые

и сдвиговые волны, являющиеся дисперсионными, поскольку волновые

числа ct, ~, У зависят от частот, ИЗ условия периодичностиследует, что гра­

ничным условиям необходимо удовлетворятьТОЛЬКО на контуре L o основно­

ГО отверстия; при этом на контурах других отверстий граничные условия

будут удовлетворяться автоматически.

Запишем решения (7) при ГО < 2Ь sin nk в системе координат (Г(), 80)'
т

связанной с основным отверстием. На основании теоремы сложения для ци­

лвндрнческих ФУНКЦИЙ и тождества

JU-l

~a к.: (a t8J sin n [(n ± р) (+ + ~) += 2/~ ] == О,



где т, п, р - целые числа, получаем

ее ее 1'17-1

;1= n~JanH~1) (аго) + p~o (- 1)Р apJ1'1 (аго) ~] [cosnNH~~n (абя) +

+('- 1)1'1 cos лМH~r:...n (aOk)J} соэ nВ01
ее CIO m-I

w2 = ~o {ЬnКn (~гo) + ~o (-l)Р ь), (~гo) ~I [cosnNKp+n(~с5я) +

+ соэ 1tMKp- n Фбk)] } cosпВо, (8)

Ф = :20 {СnКn ("'(ГО) + p~o (-l)P+1 ci1'1 ('\('0) ~Il [cosnNH~l+n (')'Ok)-

- cosnMHb~f1 ("(Ok)] \ sin пВо,
где обозначено:

(
1 k ) 2kp

N = (n + р) ""2 +т -----;;z. (
1 k ) 2kp

М = (n - р) т +т + ---;n- •

{)ч = 2Ь sin nk .
т

Подставив решение (8) в граничные условия (2). получим следующую

бесконечную систему алгебраических уравнений:

аnх.n • 1 + b'L~,l + Cn'J]n.1 + L~)Xn,2 + Q~)~2 + S~)lJn.l = fn'

'" Ь t L(1) Q(l)t S(l) 9
aJllvn.3 + n':>l1.3 + СП"r1n.3 + n Xn.4 + n ""',4 + n rjn.4 = Рn' ( )

an'Xn'5 + bn~.5 + CnlJn,5 + L~I)Хп,б + Q~)~,б + S~J)fln,6 = а;
Здесь

Х (
2 rJ.2R2 ) rrll) R r R пО) R)

n.] = п. -n- 1-'1) Пn (а ) та Пn+J (о:. •

(
~2R2 )

~.J = n2-n + I -v Кn (~R) + ~RKn+l (~R),

'YIn,J = (n _n 2) Кn ("(R) + n"(RKn+1 ("(R),

(
C(,2R2 )

Хn, 2 = n2
- п - 1 _ v J n (aR) + a.RJn+1 (a.R),

~n,2 = (n2 - п + l~Ч~~) 1n (~R) - ~R/n+1 (~R),

1"In,2 = (n 2 _ n) /n ("(R) + n"(R/n+1 ("(R),

х.n • з = (n _n2
) H~I) (a,R) + nа,RНд-J (a,R),

~,з = (n _n2
) КN (~R) + n~RKn+l (~R).

(
"(2R2 )

'Т\n.3 = n2 -n + -2- К; ("(R) + yRKn+J (",R).

'Хn• 4 = (n - n 2
) J n (aR) + naRJn+1 (aR),

k4 = (n _n2
) 1n (~R) - n~Rln+l (~R).

"(Jп,4 = -- [(n~-- п + ')'11:2) I n (yR) '-"(R/n+l ("(R)] t

Хn,5 = (:; - 0:.2) [nНn (aR) ~aRHn+l (a.R)],

~,S = (~ + ~2) [nК,* фR) -- ~RKn+l (~R)],



n
'!1n.5 = -7 К; (yR),

Хn ,6 = (~; _(2
) [nJn(aR)--аRJ1I+ 1 (aR)],

~,б = (~ + ~2) [nlnФR) + ~Rlл+\ (~R)J,

fln,6 = +111 (-уR),

<>о т-I

L~) = ~ (-- l)P ар ~ [cos nN . H1t.+-n (сх(\) + (~ l)n cos nМ . H~I!...1I (аб,,)J,
р=О k=l

со m-\

Q~) = ~ (- l)P Ьр ~ [cos:nN 'КР+I1 (~8k) + cosnM· Кр-n (~6k)J,
р=О "=l
со m-\

S~I) = ~ (- l)P ер ~ [соэ лN . Кр+n (-убk) - соз л;М . Кр-n ()'&,)].
р=о "=1

В случае, когда внешняя нагрузка отсутствует (Р = О),

f
М~Ю M~eR2 N~R

о = D (1- v) Ро = D (1 _ v) , qo = ----ys-; fn = Рn = qn = О,

если п:» 1.
Замети м, что при п = О в системе (9) остается первое и третье уравнения,

а со второго непосредственно определяется постоянная со, Бесконечную

систему (9) линейной заменой неизвестных [3] можно преобразоватьв систему
с определителемнормального типа. Вследствиеэтого приближенноерешение

указанной системы можно искать методом редукции.

Изгибающие моменты и перереэывающие усилия в системе координат,

связанной с основным отверстием п.тастиики, определяем по формулам

D (1 -v) ~ { [(" '1,'а
2
Го ) НО) I Н(l) JМв = ?о f::, an п: - п + 1- v rl (аго) т аго Il+l «ио) +

+ ь. [(n2- .п -. ;~)к; (~г(») + ~T6K/I+l (~ГO)] -+

(1) [( Va.2~ ) ]+ Сn11n,1 + Ln n2
-' п + 1-"\1 J,] (сио) + аго]n+l (аго) 1;-

+ Q~) [(n2'- n '- ;~~ ) l/t (~To) '- ~'o/n+! (В'О)] + S'~)Чп.2}, (10)

н, = ~ f {а" (ы; ----. (2) nНП\) (сх.Го ) + Ьп (ы: + ~2)nKn (~гo)-
с '1=0 С\ cj

1 К К L(I)(<o2 2)-сnе[n n("?Го)-УГ о n+I(')'To)] + n ~'-a nJn(are) +

+ Q~) (:; + ~2) nll1 (~гo) + S~)+{n/n ("1'0) + yrr/n+1 ("?ГоН} .

Из анализа формул (10) следует, что установившиеся динамические на­

пряжения в пластинке зависят от частоты возмущающей силы, анизотропных

СВОЙСТВ материала по толщине пластинки и от расстояния между

отверстиями.

В заключение отметим, что аналогично решается задача о колебании

огран иченной круговой пластинки с кольцом равных круговых отверстий.

60



ЛИТЕРАТУРА

Г . Г р и Ц а й С. В., Ш в е ц Р. Н . Труды научной ковференции аВыq-яслителЬRЭSТ ма­

тематика в современном научно-техннческом прогреесев. а:Науковз думка», К., 1974.
2. r узь А. Н.- Прикладная механика, 1968. 4, 1.
3. Г у э ь А. Н., Г о Jl 1) В ч а f{ В. Т., Ч е р е в If О М . А. - Приклвдвая механика,

1974. 10. 8.
ЛЬВОВСКИЙ филиал Поступила в редколлегию

математической физики в августе ]974 г .

Института ыатематикв

АН УССР

РАСПРОСТРАНЕНИЕ УПРУГИI ВОJlН

8 СИСТЕМЕ СООСНЫХ ОРТОТРОnИЫХ ЦIlAlНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК,

ЗАПОЛНЕННЫХ ЖИДКОСТЬЮ

Р. А. Марчук

Задача о колебании системы, состоящей из соосных цилиндрических оболо­

чек, заполненных ЖИДКОСТЬЮ, рассматривалась в работах [1, 2, 4, б ]. в дан­

ной статье исследуется распространение осесимметричных волн в системе,

состоящей из двух бесконечны х цилиндрических оболочек с общей осью

симметрии, заполненных акустической жидкостью, причем жидкость, нз­

ходящаяся между оболочками, по своим физическим характеристикам от­

лична от жидкости, заполняющей оболочку меньшего радиуса. Движение

жидкости предполагается безвихревым, а прогибы оболочки и перемещения

частиц жидкости достаточно малы, чтобы рассматриваемую задачу можно

было решать в линейной постановке. Индексами «1», «2» обозначим величи­

ны, относящиеся к внутренней и внешней оболочкам соответственно, индек­

сом «3) - величины, характеризующие ЖИдкость внутри оболочки меньшего

радиуса, а индексом «4» - величины, характеризующие жидкость между

.оболочками.

Введем цилиндрическую систему координат (го, 80' Хо) , совместив по­

лярную ОСЬ Ха С осью оболочек. Осесимметричное движение ортотропных

цилиндрических оболочек будем описывать уравнениями [3J, которые учи­

тывают деформацию поперечного сдвига и силы инерции вращения. В без-

размерной системе координат Х= ~:; 6 = 80, г = ;:; t = ~1b уравнения

движения l(ИJlКIlДРИЧеских обоночек прнннмают ВИД Lб)

a2u j "ffl aWj д!а]
дх2 +а ----ах = (1} дi"! I

j

(j = 1, 2). (1)

При J= 1, ctt = (11 = 1, Zr = [p~ - pJr=1 енстека уравнений (t) описывает

. ~ -~~ --- . 2 R~ ~ Z
движение внутреннеи оооаочкя, а яря J = , a:t = Т' (12 = ~ , 2 =

1 с2

= (РJr=«. - внешней. Здесь введены следующие обозначения:
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