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Получаемые методом инверсии решения задач теории упругости [1, 2; .4)
обладают общностью' и удобны для -приложеНий. В данной 'работе рассмот­

рим задачи теории упругости; решенные с применением метода инверсии:

задачу для несднородной плоскости под действием массовых , сил и задачу

о концентрации напряжений. .
Рассмотрим задачу об определении напряженно-деформированного со­

СТОЯНИЯ ' бесконечной пластинки, составленной из двух склеенных полу­

плоскостей у> О и у< О с упругими постоянными 111' Х1 И 112' Х2 И нахо­

дящейся под действием массовых сил. Пусть напряженное состояние бес­

конечной пластинки при тех же массовых силах, которыеГразмещены в

полуплоскости у> О (у < О) с упругими постоянными 111' Х1 (112' XZ), опи­

сывается функциями Ф? (г), Q?(t) (фg (г), Qg (г» , · а напряжения ·' равны
а1х (х, у), a~y (х, у) (О';х (х, . у), О';u(х, : у»; Q (г) = Ф (г) + zф' (г) +Ч' (г).

Тогда аналогично работе [1] решение для у> О можно записать ,

в виде ' . ~. '
о -о ' . • о

Ф, (г) = ФI (г) + (llzl-1) QI (z)+ аl1Ф2 (z),

. Qi (г) = Q? (z)+(а22 -1) Ф? (~) + G12Qr (2), '

Щ=I1/0,+Хk) , b/=I1/+X/f.tk' i, j, k=1, 2; k=l=j.
щ

al/ =~,
1

Чтобы получить решение Ф2 (г), Qz (г) для у < О, следует поменять здесь

индексы «1» ' и «2» местами. Напряжения по линии склеивания у = '0 будут
такими: . ~ .

4ауу (х, + О) = a22a~ (х, О) + ~lag (х, О) + а21 [30'1 (х, 0)-
. . W , .

- а1х (х, О)] + а12 [30';у (х, О) """7 O'~x (х, 0)1,

0'1 (х; + о) :::.... а? (х, О) + allO'~ (х, О) + (aZ1 - 1)l3a! (х, О) - O'~x (х, О)],' .
, . ', ' ..,,. уу .. .. .. с.. ' . '

где о' (х, у) = О'хх (х, у) + ауу (х, у) . Полученные методом инверсии

формулы удобны для определения концентрации напряжений в не0ДНОРОД- ' .
ных областях. , ., "

Рассмотримбесконечную пластинку, составленнуюиэ двух склеенных по- .
луплоскостейу >......:..~ ИУ<::'-,- h с упругими постоянными 111' Х1 И !-L2' Х2 . Пусть
полу плоскость У > ...:.....h ·ослаблена криволинейным отверстием с контуром

L. Область вне .еДиНичного круга в плоскостио отображается на область
вне отверстияфункциеЙ·(j)('Р): . · .' .. '

. ' (, ~ ' mk )
·2 = ro (ер) :- R ~'P +~ <pk •

. -' , " , '.' , " '. k=1 ' "

Определим, напряженное состояние, когда к отверстию вриложеныусилия,
. главный вектор и момент которых равны нулю. г;" , .. :., . . . . :

Из изложенного видно, что при у> - h ~ (г) = 'Р* (г) + 'Ро (г), Х (z) =
= Х* (г) + ХО (г), где

'Ро (2) = А2 (х* (г + 2ih) - 2ih~: (г + 2ih)],

ХО (г) = Bip* (г + 2ih) - 2ih'P~ (г),

'Р* (г), Х* (г) - любые голоморфные вне L функции; Х (2) = г'Р' (г) + 'Ф (2) =
=fQ(z)dZ, Az = a2{-I, B2 = a21-1, ~(z)=jф(Z)dZ.
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Функции qJ* (г) и Х* (г) представим в виде ТЗ]
00 ~ - - oo

' f\т
qJ* (г) -:-~ [ а; т , Х* (г) = ~ {Ip и]т . , (2)

m=1 Ip ( )] т=[

, Наметим вкратце приближенное решение для случая, когда отверстие имеет
вид квадрата с закругленными углами. Напряженное состояние в неодно­

родной пластинке складывается из полей напряжений в пластинке без от­

верстия и полей напряжений, обусловленных наличием отверстия. до­

пустим, что первое из них характеризуется такими напряжениями вблизи
о о о

предполагаемого отверстия: ахх = р, ауу = q, Тху = О. Тогда для опре-

деления другого поля ' напряжений необходимо определить функции <р (г)

и Х (г) из условия на L:

~ (i) + (г - г) ер' (г) + Х (г) = - р t q z + р -; q г. -~ (3)

Положи~ ro (<р) = <р + mqJ-З (т = 9-1). Определим функции qJ (г) и

Х (г) с точностью до ,,} (/... = 2~)' Учитывая, что

<Р* (г + 2ih) = ~ г (~82 + 2~8З + 3аз84) + г2 (а18З + ЗСХ284 + 6~85)_

- г3 (а184 + 4а28Б + 10аз86) + г4 (ct185+ 5"&286) _ ,

-:- zБа186 - 3тсра!86 + ... , Х* (г + 2ih) = .•• t

С точностью до величин /...4 получим

2 ,. 2 З 3А - 4 d21p
<Ро (г) = '\'1г+ '\'2г + ,\,зz3 , ХО (г) = ,\,IZ + '\'2г + '\'аг - 2тet18 ш2'

где '\'1 .... , '\'з - постоянные, выражающиеся через (Х1 , , " , ~з' Например:

'\'1 = - А2 1$1 + 2"&и 82 + 2 </32 + 3"&2) 8З + 3 (~з + 4аз) 84],8 = -i/....

Считая коэффициенты '\'1' '\'2' ... , '\'; известными, методом Мусхелишвили из
, (3) получаем

Р* (г) = ( р -; q + та!) <р-! - m ('\'1 +1\) <р~З ~ '\'2 (2mqJ-2+ m2<р-б~ ~

- ,\,з(2m + 3т2(р-4 + т2<р-а) <р-I -2.у2т<р-4:-:- 3'\'з (1 + 2т2 + т<р-4) <р-.-I ­

_(У;_У~)<р-I_<'У;;---':'2УJ<р~2_(:;;~_зу~)<р...i_ Pt q m<р-:З+ •• .,

,(4)

- (,\,; - '\'l);m<р-З:- (,\,; ---:- .21'2) (2т<р- 2 + m2<р-б) -

-с'\'; -3'\'3) (3т<р-I ;-\- 3m2<р-S + mЗ<р:-9) + .,. ,
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях чрт" (k = 1, 2, 3)
в выражениях _(2) и (4), получаем систему уравнений для определения

_ а1 ' ;;" , ~ з ' Выпишем первое:"

(1-m) а1 + ~mУз. + 3(1 + 2т2) Уз + у; -i. - p-;q
5*

)
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Применяя полученные методом инверсии формулы, определим напря- ·

женное состояние около малого кругового включения в бесконечной плас­

тинке, ослабленной е1Це эллиптическим отверстием. llля этого достаточно

(в первом приближении) знать напряжения в пластинке только с заданным

отверстием [1], которые определяются функциями Мусхелишвили <р (ер) =

= ер (ro (ер)), 'Р (ер) = 'р (со (ер)), где г = ro (ер) - функция, отображающая

внутренность Iер 1< 1 на область вне отверстия .
. s·
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а (Х1, О) = 58 (х1) +54 (хо) ,

aгr (х1 • О) = 0,75а (х1 , О),

аее (х1 , О) = 0,25а (Х1 О).

2

Рис. 2
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Рис. 1
Для эллипса с полуосями а и Ь при растяжении пластинки вдоль полу­

оси Ь усилиями р [3]
ер' (ер) = .

= - ~ R (2 + n + ер-2), 'Р' (ер) = i R [- ер-2· + пер· - ~~~ ':\\;2 - nl 1,
ro (ер) = R (пер + ер-1), R = (а + Ь) • 2-1, n = (а - Ь) . 2-1, n1 = n2+n + 1.

На рис. Г, а, б приведены значения ·51 = 2 (ауу - ахх) , 52 = ахх + ауу,

54= - 52' X-I, 58~ (1 + 3X-I) ахх + (1 - Х-1) ауу при v = 0,33 в точках

действительной оси для пластинки

с эллиптическим отверстием при

ь 1
значениях а = 2; 1 соответствен-

но. Кривые 1-4 показывают из­

менение величин 51' 52' 5з,~ 5,.
Пользуясьэтимиграфиками легко

определить напряжения в точках

границы круга, лежащих на оси х,

Пусть в точке (хо, О) лежит центр

круга, а точка (х1, О) лежит на

границе круга. Тогда дЛЯ кругово­

го отверстия аее = 51 (xJ + 52 (хо),
а когда включение жесткое, то



На рис. 2 графически изображены напряжения на круговом отверстии­

в зависимости от отношения ~, если координаты точек А и В соответст-:

венно (1,25 а, О), (1,35 а, О). Кривым 1 и 2 соответствуют величины аов(А)

и <108 (В). Отметим, что частный случай этой задачи , когда а= Ь, расемат-

ривался в работе [3]. .
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Одной из важных проблем современного приборостроения является

прочность и долговечность стеклянных оболочек электровакуумных при­

боров (ЭВП), подвергаемых внешнему атмосферному давлению. При реше­

нии этой проблемы необходимо определять поля напряжений в оболочках

и особенно выявлять зоны растяги­

вающих напряжений на их внешней

поверхности.

Для широкого класса оболочек

ЭВП типа кинескопов с плоским экра­

ном в качестве расчетной модели с

достаточной для практики точностыо

может быть принята пластинчатая си­

стема, состоящая из пяти прямоуголь­

ных И четырех трапецоидальных плас­

тин переменной толщины, сочлененных

между собой так, как показано на ри­

сунке. Вследствие откачки воздуха

из трубки каждая из этих пластин

подвергается поперечному линейному

изгибу под воздействием нормаЛЬНО~9­

давления q = const. Мембранные на­

пряжения являютсяпренебрежимо ма-

лыми (в случае необходимостиони могут быть определены приближенно).

Предполагается, что прогибы W t и W j точек срединных плоскостей

двух соседних пластин на линии l i j их взаимного сочленения равны нулю,

т. е.

Wi=W,=O на lц . (1)
На тех.же линиях l i / должны выполняться условия равенства соответ­

ствующих нормальных изгибающих моментов и углов поворота, которые

для двух соседних трапецоидальных пластин, например" записываются

в виде
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