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ОБ ОДНQЙ ФОРМЕ УРАВНЕНИЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

В НArIРЯЖЕНИЯХ

Термоупругое состояние тела при постоянных физико-механических

характеристиках материала определяется из системы уравнений
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Здесь Т - отклонение температуры от начальной То: То - начальная

температура, дОК; ~ = {ut } - вектор перемещений; ~ = {e/j} - тензор

деформации; а = { ао} - тензор иапряженийг е"" = е; л., % - коэффи­

циенты тепло- и температуропроводности; а, E,v- коэффициент линей­

ного расширения, модуль упругости и коэффициент Пуассона; О - модуль

сдвига; р - плотность ; ба - символ Кронекера; t -время.

К уравнениям (1)-(4) необходимо присоединить заданные начальные

и граничные условия. В качестве начальных условий примем, что в .началь-... ...
ный момент времени t = О поле вектора перемещения и, скорость и и тем­

пература Т равны нулю, т. е.

(5}
...

где r - радиус-вектор произвольной точки тела.

. Запишем систему уравнений термоупругости, когда в качестве разре-

шающих функций выбраны температура Т и тензор напряжения ;. Для
этого уравнение состояния (3) с использованием соотношений Коши (4}
запишем в форме .

DefJ= 2~ ~ + (аТ - ; а) ~

где 'j .. {6о } - единичный тензор; а = akk •

, Применяя 'операцию свертки, находим

... 1-2v
div Ц = Е а + 3аТ.

С учетом соотношения (7) система уравнений (1)-(4) запишется так;
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.'" -.. д~;
DIVa +Р = Р дi2

.... I+v л ( ")"Def и . Е а + аТ - Е а 1. (8)

Применяя преобразование Лапласа к двум последним уравнениям (8),
с учетом начальных условий (5) получаем

- - -
Div ~ +F= рр2;;,

- -
Def;; = 2~ ~ + (аУ - ~ ~) 1. (9)

Здесь тильдой обоэначенытрансформапты Лапласа. Из первого уравнения
(9) находим

.... --- 1 л ....

u = -2- (Div а + Р),
рр

(10)

Подставляятеперь выражение для ~ во BTop~e уравнение (9) и перех~дя
~ оригиналам, с учетом принятых начальных условий (5) на функции и и
....
u получаем

Def (Div ~ +Р)= р д~~ [-da~ + (аТ - ;akk) 1]. (11)

Таким образом, уравнение движения (2), записанное в напряжениях, при-

ведено к виду (11). .
Действуя на уравнения состояния (4) оператором несовместности Ink,

т. е.

tJ.T +!l- _ (_1_ + за2ЕГо ) дТ _ аТо aakk = О
л х л (l - 2v) д! л д! ~

Dеf(Di~~+-F) =Р ~: ,[ 2~ ~+(aT- ~ akk)J], (1 3)

Ink [2~ ~ + (аТ ~ ; ам) J] = о.
Система разрешающих уравнений термоупругости (13) должна ре­

шаться при начальных условиях (5), которые с учетом соотношения (6)­
будут такими:

~(;,O)=O, Т(;,О)=О; 2~ ~(;,o)+[aT(;,o)- ~Ukk(;,o)]7=0. (14)

в частности, если Т (;, О) = О, то условия (14) запишутся в виде

(15)
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Аналогично можно получить исходную ' систему уравнений, которые

соответствуют начальным условиям другого вида.

Приведенный вывод динамических уравнений термоупругости в на­

пряжениях основан на применении преобразования Лапласа к последним

двум уравнениям (8) при сформулированных начальных условиях (5) с
.....

последующим исключением из них вектора перемещений и, а также исполь­

зования условия совместности деформации.

динамическая система уравнений .термоупругости, полученная иным

путем, приведена в работе [2]. Эта система, однако, не исключает уравнения

(12), а уравнение движения, записанное в напряжениях, имеет более слож­

ную аналитическую структуру. Отметим,что из него можно перейти . к

уравнению (11), используя соотношения (12).
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ОБОБЩЕННАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА

ПРИ ЗАДАННОМ ТЕПЛОВОМ ПОТОКЕ

НА ГРАНИЧНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

·Рассмотрим свободное от внешней нагрузки вязкоупругое полупространст­

во, подвергнутое внезапному нагреву тепловым потоком мощности q по

краевой поверхности г = О. ДЛЯ определения возникающего в полупро-

· странстве обобщенного температурного поля t (г, Т) имеем уравнение теп-

лопроводности .
дЦ 1 д! дЧ

iJz2 = ад:r + с-;;2 д. 2 .

и краевые условия

't ~-'t

'At ~ дt (z,~) \"":t .-' - - az е ' d~ . - cjS+ (т),
"t, z=o

О

t Iz':'oo = О;

(1)

(2)

t = {= о при т = О, . (3)

·где а, л't - коэффициенты температуропроводности и теплопроводности;

" т, - время релаксации теплового потока; т - время; S+ (Т) - асиммет­

ричная единичная функция.

, Применив к (1), (2) преобразование Лапласа по т С учетом началь-

ных условий (3), получим

где

d2[ -
. dZ2 = y

2t,

~ !z=o = - q (+ + Тг), t!z-+ co = о,

(4)

(5)
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